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Aula 00: Numeros naturais; divisibilidade,
multiplicidade, MDC e MMC

Antes de iniciarmos o nosso curso, vamos a alguns AVISOS IMPORTANTES:

1) Com o objetivo de otimizar os seus estudos, vocé encontrard, em nossa plataforma (Area do
aluno), alguns recursos que irdao auxiliar bastante a sua aprendizagem, tais como “Resumos”, “Sli-
des” e “Mapas Mentais” dos conteldos mais importantes desse curso. Essas ferramentas de
aprendizagem irao te auxiliar a perceber aqueles topicos da matéria que vocé precisa dominar,

que vocé ndo pode ir para a prova sem ler.

2) Em nossa Plataforma, procure pela Trilha Estratégica e Monitoria da sua respectiva area/con-
curso alvo. A Trilha Estratégica é elaborada pela nossa equipe do Coaching. Ela ird te indicar qual
é exatamente o melhor caminho a ser seguido em seus estudos e vai te ajudar a responder as

seguintes perguntas:

Qual a melhor ordem para estudar as aulas? Quais sdao os assuntos mais importantes?

Qual a melhor ordem de estudo das diferentes matérias? Por onde eu come¢o?

“Estou sem tempo e o concurso estd proximo!” Posso estudar apenas algumas partes do curso?

O que priorizar?

O que fazer a cada sessao de estudo? Quais assuntos revisar e quando devo revisa-los?

A quais questdes deve ser dada prioridade? Quais simulados devo resolver?

e Quais sao os trechos mais importantes da legislagao?

3) Procure, nas instrucdes iniciais da “Monitoria”, pelo Link da nossa “Comunidade de Alunos” no
Telegram da sua area / concurso alvo. Essa comunidade é exclusiva para 0s nossos assinantes
e sera utilizada para orienta-los melhor sobre a utilizacao da nossa Trilha Estratégica. As melho-
res duvidas apresentadas nas transmissdes da “Monitoria” também serao respondidas na nossa

Comunidade de Alunos do Telegram.

(*) O Telegram foi escolhido por ser a Unica plataforma que preserva a intimidade dos assinantes

e que, além disso, tem recursos tecnoldgicos compativeis com os objetivos da nossa Comuni-

dade de Alunos.

@ Matematica Il p/ EPCAR 2019 (Escola Preparatéria de Cadetes do Ar) Com videoaulas - P6s-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br 1




Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho S& Barreto

Aula 00
POS
EDITAL
e Curso ja de acordo com
/u , o0 edital de 2019.
A\ " 4
Sumario
1 -Numeros naturais (N) e nimeros inteiros (Z) 5
1.1-Operagdes fundamentais e divisibilidade ................ccooiiiiiiiiiiii i, 5
3000 0 A =Y ' 11 o] [0 =4 F= T3 11
2-MDC e MMC 39
D e 1V 3 39
2.2-MMC . ... e e i 40

Ol4 estimado aluno. E um prazer té-lo conosco neste novo trajeto para o aprendizado da ma-
tematica! Sou o professor Italo Marinho, formado em matematica pela UERJ; atuo no ensino de
matematica e fisica no estado do Rio de Janeiro ha 12 anos com enfoque em concursos militares. Me
especializei na producdo de materiais didaticos dentro do mesmo enfoque.

A matematica é uma ciéncia constante. Galera, ela ndo muda. E sempre amesma. Sabem o que, de
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fato, muda? Nossa perspectiva. Nosso objetivo aqui é fazer vocé mudar a forma de ver a matematica.
Pode ter a certeza de que a abordagem a ser tomada aqui é diferente de qualquer experiéncia negativa
gue vocé, estudante, possa ter vindo a ter no decorrer de sua vida de estudos. A aerondutica cobra
elementos padronizados em suas provas. Pretendo fazer vocé visualizar esse padrao e, a partir de
muita pratica, alcangar seus objetivos. Sem mais delongas, vamos ao que interessa!

Fizemos uma divisdo bastante precisa de edital para vocé, aluno. Separamos a matematica em trés
grandes partes. A matemadtica |, a matematica Il (rainha da matematica, a aritmética) e a matematica
. Esse livro eletrdnico tratara, claro, de aritmética. Mas de aritmética para concursos militares, que
tem um enfoque bastante especifico. Antes de vocé comecar a ler esse material, gostaria de fazer
algumas ressalvas. Nesse material vocé encontrara muitas questdes, sendo muitas delas da EPCAR.
Essas questdes constituem TODAS as questdes que ja cairam naquele referido concurso. As outras
sao questdes diversas que julgo importantes vocé aprender. E sabe o porqué ter menos da EPCAR
mais das outras? E porque n3o ha tantas questdes assim divulgadas. Entdo, cabe a vocé, estudante,
confiar nas reunides feitas aqui e acreditar na experiéncia que tenho em sala de aula para identificar os
pontos mais baixos de um aluno que almeja a carreira militar. Faca todos os exercicios independente

de ser ou ndao da EPCAR. Aritmética se aprende assim. Entao, vamos 13!
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1.0- NUMEROS NATURAIS (N) E NUMEROS INTEIROS (Z)

1.1- OPERAC(NDES FUNDAMENTAIS E DIVISIBILIDADE

Bom, agora entrarmos no estudo dos numeros naturais, obviamente escritos de acordo com o
nosso sistema indo-arabico de escrita.

Mas entdo: o que vem a ser um numero natural?

Numeros naturais sao nimeros relacionados a contagem. Contar foi o primeiro critério de organi-
zagdo utilizado pelo ser humano. Grupos de caga e pesca eram reunidos em numeros e quantidades
especificas, unidades de alimentacao, primérdios de contabilidade, etc.

Falemos um pouco sobre os numeros naturais, analisando suas propriedades de modo completo.
Muita atencao nessas propriedades, e ndao se enfoque muito nos nomes. Eles sao importantes sim,
claro, mas ndao sdao o mais importante.

Sim, coruja! Muito importante. Muito

E é realmente mesmo! O que eu falei que n3ao era tao impor-

importante
saber essas
propriedades?

tante era quanto ao nome. Mas quanto as pro-
priedades em si, muito importantes! Saber es-
sas propriedades é o que fara a difereng¢a na hora
de “sera que eu posso fazer esse corte, sera que
eu posso fazer a distributiva?” Entao, foque bas-
tante na hora de estudar essa parte. Vamos |a? Preparado, estudante? Preparada, coruja? Entao

vamos juntos!

Propriedades aditivas dos nimeros naturais

Os numeros naturais, como ja dito, sdo numeros relacionados a contagem. Os numeros 1,45,119
sao, por exemplo, nimeros naturais. Antes porém de fazermos qualquer tipo de analise, aqui vai um
fato importante. Nao ha convergéncia de autores nem de bibliografia em se o nimero zero é ou nao é
natural. Ha autores que dizem que €&, ha autores que dizem que ndao. Mas o mais correto é dizer que:
ndo ha acordo comum. Portanto, discutir se zero é ou nao natural é discutir em torno de um tema
fadado ao desacordo mesmo. Porém: algumas provas militares ja fizeram a deslealdade de cobrar
do estudante exercicios que s6 poderiam vi a serem feitos caso houvesse um ultimato em se o zero

seja ou nao natural. Nessas circunstancias, segue aqui o meu conselho: se lhe for questionado ou se
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Ihe for necessdrio escolher entre o zero ser ou ndo um nuimero natural, prefira escolher que sim, é
natural. Ndo porque o seja, de fato. Mas porque estatisticamente é mais provdvel que a sua prova
assim adote. Doravante, salvo excegOes, considerarei que o zero faz parte dos naturais, mas que fique
sempre claro que nao ha convergéncia mutua de autores quanto a esse dilema.

Falemos entdo das propriedades que cercam os numeros naturais. Para todas as propriedades
a seguir, adotarei a,b,c € N, isto é, a, b e ¢ sao numeros naturais. Veremos a seguir todas as

propriedades referentes a adicdo de naturais.

e Comutatividade da adi¢do: A adicdao de naturais é comutativa. O que isso significa? Significa que
somar 2 e 3 resulta no mesmo que se somassemos 3 e 2, isto é, 2 + 3 = 3 4+ 2. Em geral, temos
a+b=b+a.

e Existéncia de elemento neutro da adi¢do: Essa propriedade torna-se verdadeira a partir do mo-
mento em que se considera o niUmero zero como um numero natural. Trata-se do fato de que “so-
III

mar zero a um numero natura
a+0=aqa.

sempre resultard no préoprio numero natural. Algebricamente:

e Associatividade da adicGo: A adicao de naturais é associativa. O que quer dizer isso? Bom.
Suponha que vocé, estudante, deseje efetuar a seguinte soma: 2 + 3 4+ 6. E ai? Qual a ordem
correta para que essa soma seja feita? Suponha que efetuemos primeiro a soma 2 + 3. Ora, ela
vale 5. Logo 2+ 3 + 6 transformar-se-a em 5 + 6 que vale, claro, 11. Mas o que aconteceria caso
tivéssemos efetuado 3 + 6 primeiro? Vejamos. Vejaque 3+ 6vale 9. Logo,2+3+6=2+9.
E veja que 2 + 9 é, de fato, 11. Portanto, a ordem das somas n3o altera o resultado final®.
Isso é o que significa dizer que a soma de naturais é associativa. Algebricamente escreve-se:
(a+b)+c = a+ (b+ c), sendo os parénteses indicadores de quais operagdes sio feitas

primeiro.

® Fechamento dos numeros naturais quanto a adigdo: Dizer que o conjunto dos niumeros naturais
é fechado quanto a adicao significa dizer que a soma de dois nimeros naturais é, também, um
numero natural. Entdo se a + b = ¢, e a e b sdo numeros naturais, entdo c, resultado da soma

dos dois, também sé-lo-a.

Quando somamos dois numeros, sabia que tanto os numeros quanto o resultado recebem no-
mes especiais? Quando somamos a e b resultando em um nuimero c, saiba sempre que a e b sao

chamados de parcelas (ou termos) e ¢ é chamado de soma (ou total).

INa verdade mesmo, isso ndo prova nada. Apenas verifica para os nimeros escolhidos. Acontece que para conseguirmos demonstrar essas propriedades
precisariamos conhecer axiomas conhecidos como os axiomas de Peano, que ndo nos convém aqui.
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Essas sao as propriedades basicas referentes a adigao de naturais. Vejamos a seguir a defini¢ao
de sucessor e, em seguida, falamos sobre a multiplicacao de naturais. Estudante, agora é ter calma,
paciéncia e ir revendo nossa estrutura de ensino. Use e abuse de nosso forum para que voceé retire

as suas duvidas.

Sucessor de um numero

Da-se o nome de o sucessor de um niumero n (natural ou inteiro, como veremos) ao nimero n + 1.
Trata-se do consequente imediato de n, isto é, o niUmero seguinte na ordem de contagem. O sucessor

de 38 é, por exemplo, o natural 39.

Paridades

Numeros naturais e inteiros tém um bocado de classificagdes. Um monte mesmo. Aqui venho a
esclarecer o que, por enquanto, chamaremos de numeros pares e impares. Vejamos.

Um numero serd dito par quando seu algarismo das unidades for um dos seguintes algarismos:
{0,2,4,6,8}. Portanto, 174 sera considerado um nimero par porque seu algarismo das unidades é o
4,

Um numero sera dito impar quando seu algarismo das unidades for um dos seguintes algarismos:
{1,3,5,7,9}. Portanto, 245 sera considerado um nimero impar, pois seu algarismo das unidades é o
5.

Algo importante sobre esses numeros é o seguinte. Ja parou pra pensar sobre o sucessor de um
ndmero par ou o sucessor de um numero impar? O que podemos dizer sobre eles?

Ora, é exatamente o que ia dizer! Chutou su-

per certo, coruja! Trata-se de um fato fundamen-

Ah...o sucessor de
um numero impatr....
é....um numero par.
E vice-versa?

tal sobre a paridade dos numeros inteiros (que

veremos logo, logo; por enquanto basta saber
que todo numero natural é inteiro). O sucessor
de um numero par é um numero impar, sempre.
E o sucessor de um numero impar, € um numero
par. Muito bom, coruja!! Agora, vocé sabe qual é a expressao geral dos nimeros pares e impares?
Vamos dar uma olhada agora, preste atengao!

Veremos em breve que todo nimero par é na verdade um numero multiplo de 2. Logo, qualquer
numero par pode ser escrito no formato 2n, onde n é um inteiro qualquer. Quer ver como da certo?
Escolha um n qualquer, por exemplo, n = 5. “Mas professor 5 NAO é par, é impar; sabe de nada”.

Calma, estudante. Eu ndo disse que n é o numero par. Eu disse que 2n é. E de fato, sera par.

Substituindo n. por 5 obtemos 2n = 2 -5 = 10 que, de fato, € um numero par. Pode continuar
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substituindo n pelo inteiro que quiser, 2n continuara sendo um numero par.

E como seria, entdo, a expressao que caracteriza um numero impar? Bom, como o sucessor de
um nuimero par é sempre um numero impar, basta calcularmos o sucessor de 2n que sempre encon-
traremos um numero impar, concorda? Entdo, um nimero impar sempre pode ser representado de
acordo com o modo que analisamos para calculo de sucessor: 2n + 1.

a2, Entdo nds temos um acordo?
. Vocé entendeu tudo o que falamos
Resume para mlm? até agora, e caso ndao, ndo prosse-

guira a leitura enquanto nao o hou-

i ver feito. Acordo? Trato? E para o
Express&o para numeros seu proprio bem, jovem. Nao vale
pares: 2" a pena deixar as duvidas irem acu-
mulando. Va fazendo seus proprios

resumos, mapas mentais, va ideali-

Expressé@o para numeros

impares: 2N+ 1

zando as possiveis duvidas. Force-
se para ver se realmente tudo esta

bem entendido. Vamos prosseguir

entao? Juntos? Vamos I3, falaremos
agora sobre a multiplicacao de natu-

rais. Vejamos as suas propriedades.

Propriedades multiplicativas dos nimeros naturais

Seguinte. As propriedades que envolvem a multiplicacdo dos numeros naturais sdao praticamente as

mesmas das que cercam a adi¢ao de naturais. Analise-mo-las:

e Comutatividade da multiplica¢éo: A multiplicagcdo de naturais é comutativa. O que isso significa?
O mesmo de antes, apenas para fins multiplicativos: multiplicar 2 e 3 resulta no mesmo que se

multiplicdssemos 3 e 2,isto é,2-3 =3-2. Emgeral,temosa-b =D a.

e Existéncia de elemento neutro da multiplicagdo: Trata-se do fato de que “multiplicar o nimero

III

um por um numero natural” sempre resultara no préprio nimero natural. Algebricamente: a -

1 = a. Dai 1 é chamado de o elemento neutro da multiplicacdo.

e Associatividade da multiplicagdo: A multiplicacao de naturais é associativa. O que quer dizer
isso? Bom. Suponha que vocé, estudante, deseje efetuar o seguinte produto: 2 -3 -5. E ai?

Novamente, como fizemos na adi¢ao de naturais, qual a ordem correta para que esse produto
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seja feito? Suponha que efetuemos primeiro o produto 2 - 3. Ora, ela vale 6. Logo2-3-5
transformar-se-d em 6 - 5 que vale, claro, 30. Mas o que aconteceria caso tivéssemos efetuado
3 -5 primeiro? Vejamos. Vejaque 3-5vale 15. Logo,2-3-5=2-15. Evejaque2-15¢, de
fato, 30. Portanto, a ordem dos fatores ndo altera o produto. Isso é o que significa dizer que o
produto de naturais é associativo. Algebricamente escreve-se: (a-b)-c=a- (b c), sendo os

parénteses indicadores de quais operagdes sao feitas primeiro.

e Distributividade multiplicativa Imagine que seja de sua vontade multiplicar uma soma, como
5.(6 4 7). E 6bvio que poderiamos simplesmente operar 6 + 7 = 13 e, entdo, mutiplicar por
5 esse resultado: 13 -5 = 65. Porém: podemos nos utilizar da propriedade distributiva que a
multiplicagao de naturais tem. Funciona da seguinte forma: basta repetir o fator multiplicativo
em cada uma das parcelas da soma. “Vish, professor, entendi foi nada!”, relaxa, jovem! Nao vou
te deixar na mdo. Veja: queremos efetuar: 5. (6 4 7), correto? Entdo, elimine os parénteses e
repita o 5 multiplicando cada termo de seu interior, da seguinte forma: 5-(6+7) =5-6+5-7; vé
que o 5 aparece junto tanto ao 6 quanto ao 7. Dai, basta fazer as contas: 5-6+5-7 = 30+35 = 65.

Algebricamente falando: a- (b+c¢)=a-b+a-c.

* Fechamento dos numeros naturais quanto a multiplicagéo: Considerando que o zero seja natural,
dizer que o conjunto dos nimeros naturais é fechado quanto a multiplicacao significa dizer que
o produto de dois numeros naturais é, também, um nimero natural. Entdosea-b=c,eaeb

sdo numeros naturais, entdo c, resultado do produto dos dois, também sé-lo-a.

Quando multiplicamos a por b encontrando um nimero ¢, também temos nomenclaturas pro-
prias: a e b sdo chamados de fatores e ¢ é chamado de produto.

Muita coisa né, coruja? E é por isso que vocé

nao pode agir para com esse livro como se esti-

Quanta coisa! Que-
ria uma pausa :p

E agora, falaremos
de qué, professor?

vesse lendo um livro de ficgdo ou um romance.
N3o! Nao é um livro de histdrias. Trata-se de um
material denso de aritmética, que para alguns
por ser super simpldrio mas para outros pode ser
extremamente ingrato. Mas n3ao entre em pa-
nico! Sabe essa ingratiddo de achar que nada esta entrando na sua cabeca? E ilusdo! Na verdade
uma “barrinha” de upload comega a crescer dentro da sua cabe¢a a cada momento que vocé lg,
relé e resolve exercicios. Até que uma hora simplesmente as coisas come¢am a dar certo. Confie
em mim no que falo. Vai, de fato, dar tudo certo no final. O meio é cadtico assim mesmo. Va-

mos la entdao? Corujinha, veremos agora sobre as propriedades que concernem a subtrag¢ao e a tao
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esperada divisao, mais importante das quatro operagdes para esse material.

Propriedades subtrativas dos nimeros naturais

A subtracdo nao tem as mesmas propriedades que a adi¢ao. A Unica propriedade que de fato perma-
nece é a do elemento neutro, visto que qualquer nimero subtraido de 0 ndo se altera.

Bom, subtrair um nimero b de um nimero a é calcular o resultado da operacdo a—b = c. Nessa
operacao, a é chamado o minuendo, b o subtraendo e c a diferenca ou o resto.

A subtracdo fard muito mais sentido quando os numeros inteiros forem apresentados.

Divisao

E é aqui que temos de dar uma atengao redobrada ao con-

teudo. Divisao é, de longe, o assunto mais cobrado da arit-
DESPENCA NA

PROVA!

mética. Toda a nogao de multiplicidade, divisibilidade, MMC e
MDC vem da ideia de divisdao. Bastante atencao aqui, jovem,

para que vocé alavanque esses conceitos de forma positiva co-

migo. Vamos 13!

Tudo comega com a seguinte ideia, concentrada no exem-
plo: tenho 57 objetos a serem distribuidos em 7 sacolas. Quantos objetos conseguirei alocar em cada
sacola? Sera que consigo fazer isso de modo exato? Ou sera que sobram objetos? Vejamos:

577
18

Veja que obtivemos 8 sacolas com 7 objetos cada, com uma sobra de um objeto. Dizemos entdo
que 57 dividido por 7 resulta em 8 com sobra 1. Aqui vao algumas nomenclaturas: 57 é chamado de
dividendo, 7 é o divisor, 8 é chamado de quociente e 1 é chamado de resto.

Perceba tambémque 8 -7+ 1 =
57. 1sso ndo é um fato isolado. Se
Algoritmo de Euclides um dividendo D é dividido por um

divisor d, resultaem um quociente ¢

deixando um resto R, podemos afir-
Dld  0queconcluimos mar que:
ao lado é o chamado

R |4 Algoritmo de Euclides. Ded.q+R

D e dq + R Esse é o fato mais importante so-

bre a divisdo de dois numeros.
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Para ficar ainda mais claro, vejamos outro exemplo super simples:

73
1|2

Temos a divisdo do dividendo 7 pelo divisor 3, gerando quociente 2 e resto 1. Veja que, de fato,
7=3-2+1.

Mas é meio abstrato mesmo. Por isso que es-

Isso é meio abstrato
para mim, prof.

Esses numeros, D, d,
g eR....eles tém al-
guma restri¢do?

tou te enchendo de exemplos simples, para ga-
rantir que todo mundo entendeu. Agora, quanto
a pergunta, coruja: D pode ser qualquer coisa,
nao importa. Agora, d, q e R tém restri¢ées. Vou
bizurar aqui pra vocé, presta atengao: restricao
para d: nao pode ser nulo (igual a zero); restri-
¢do para q: deve ser menor ou igual a D; restrigdo para : T deve ser positivo e menor que d.
Podemos provar que para quaisquer dividendo e divisor dados é sempre possivel encontrarmos
um quociente e um resto seguindo as restricdes dadas. Nao farei tal demonstracao aqui por fugir do

foco a que remamos. Mas saiba que é sempre possivel!

1.1.1 Terminologias

Vamos agora falar de algumas nomenclaturas importantissimas que iremos utilizar no decorrer do

material e que sdao amplamente utilizados nas mais diversas questdes. Considere a seguinte divisao:

a2, Trata-se da divisdo do numero
D pelo nimero d, dando como re-
sultado q e resto R. Os nomes

que darei a seguir serdo utilizados

quando R = 0, isto é, quando o

r . * L4 dc
De d:ws:velpor 5 resto for nulo, nada sobrar. Quando
X isso acontece, podemos dizer utili-
é multiplo de d; . .
D P ! zar todas as terminologias da nota
P : ao lado.
d é divisor de D;
Percebe a quantidade de termi-
d divide D. | nologias possiveis? Entdo podemos
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dizer que, por exemplo, como 8 dividido por 2 deixa resto 0, entdo 8 é multiplo de 2; 8 é divisivel por

2; 2 é divisor de 8 e 2 divide 8. Todas essas afirmativas sdo equivalentes.
Critérios de divisibilidade

Como fazemos para saber se um nimero é ou ndo divisivel por outro? Por exemplo, seria 516 divisivel

por 4? Fagamos as contas:

516 | 4
11 129
36
0

Deu resto 0? Opa, entdo 516 é divisivel por 4. Otimo. Mas serd que conseguiriamos verificar isso
sem, de fato, fazermos as contas? Na maioria das vezes, sim! Mostrarei isso agora para vocés.

Desde ja gostaria de adiantar algo. Nao é possivel provarmos de fato alguns desses critérios sem
gue estudemos um assunto da Teoria dos Numeros chamado congruéncia modular. Por isso, nao
demonstrarei os critérios abaixo, apenas os enunciarei. Sigamos entao com o conteudo. Falaremos

dos critérios de divisibilidade dos nimeros de 2 até 11:

e Divisibilidade por 2: Basta que o nimero seja par. Se o numero for par, com certeza sera divisivel

por 2.

e Divisibilidade por 3: Basta que a soma dos algarismos do niumero seja divisivel por 3. Entao,

sabemos que 729 é divisivel por 3 pois 7 + 2 + 9 = 18 é divisivel por 3.

e Divisibilidade por 4: Basta que os dois uUltimos algarismos sejam divisiveis por 4. Entdo, o nimero

35732 é divisivel por 4, pois seus dois ultimos algarismos constituem 32, que é divisivel por 4.
e Divisibilidade por 5: Basta que finalize em 0 ou 5.

e Divisibilidade por 6: Para que um numero seja divisivel por 6, deve ser divisivel por 2 e por 3,
isto &, satisfazer ambos os critérios de divisibilidade. Entdo, deve ser par e ainda ter a soma dos

termos divisivel por 3.

e Divisibilidade por 7: Esse é um pouco mais complicado. Um numero sera divisivel por 7 quando
a soma dos numeros das classes impares subtraida da soma dos numeros das classes pares for

um numero divisivel por 7. Complicado? Calma. Vamos detalhar isso pra vocé.

Ordem tem a ver com a hierarquia dos algarismos. A cada trés ordens formamos uma classe:

classe de milhar, classe de milhdo, etc. Entdo quando escrevemos o numero 42336, podemos

@ Matemaética Il p/ EPCAR 2019 (Escola Preparatéria de Cadetes do Ar) Com videoaulas - Pés-Edital
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dizer que o 6 ocupa a primeira ordem. O 3 ocupa a segunda, o outro 3 ocupa a terceira, etc. E
qguanto as classes? Ora, esse numero tem duas classes: 336 que é a primeira classe e 42 que é a

segunda. Agora vamos tentar entender o que esse critério nos esta tentando ensinar.

Observe novamente o numero 42336. Seria esse numero divisivel por 7? Faca assim: Quais sao
as classes impares? Ha apenas uma, a primeira: 336. Logicamente, 42 é a classe par, pois é a

segunda. Diminua uma da outra: 336 — 42 = 294. Faca a conta:

294 |7
14142
0

De fato, trata-se de um numero divisivel por 7. Vejamos outro caso. Sera o niumero 6.182.114.400
um numero divisivel por 7? Vejamos: classes impares: 400+ 182 = 582; classes pares: 11446 =

120. Subtraindo ambas as classes: 582 — 120 = 462. Fazendo os calculos:

462 |7
4266
0

Dado o resto nulo, tal niUmero é divisivel por 7.

e Divisibilidade por 8: Basta que os trés ultimos algarismos sejam divisiveis por 8. Entdo, o nimero
4654128 é divisivel por 8, pois seus trés ultimos algarismos constituem 128, que é divisivel por
8.

e Divisibilidade por 9: Basta que a soma dos algarismos do numero seja divisivel por 9. Entao,

sabemos que 729 é divisivel por 9 pois 7 + 2 + 9 = 18 é divisivel por 9.
e Divisibilidade por 10: Basta que finalize em 0.

e Divisibilidade por 11: Muito parecido com o critério de divisibilidade por 7; a Unica diferenca é
que, aqui, a soma nao é das classes, mas sim das ordens. Um nimero sera divisivel por 11 quando
a soma dos algarismos das ordens impares subtraida da soma dos algarismos das ordens pares

for um numero divisivel por 11. Vejamos um exemplo:

Seria o numero 680.032.584 um numero divisivel por 11? Os algarismos de ordem impar soma-
dossdo: 4+5+3+0+6 = 18; os de ordem par, somados, sdo: 8 + 2+ 0+ 8 = 18. Subtraindo
um do outro encontramos: 18 — 18 = 0, que é divisivel por 11. Logo, trata-se de um numero

divisivel por 11.

@ Matemaética Il p/ EPCAR 2019 (Escola Preparatéria de Cadetes do Ar) Com videoaulas - Pés-Edital
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nadas a esse assunto. Vamos la entao, continuar nosso conteudo? Partiu!

Numeros primos

Atencao total aqui. Chegamos no conceito mais importante
de toda a aritmética: o conceito de nimero primo. Um nu-
mero sera chamado de primo quando tiver apenas dois divi-
sores: ele mesmo e o nimero 1. Veja entdo que 6 ndo é um

numero primo, pois tem divisores: 1,2,3 e 6. Porém, veja que

Senhor, quan-
tos critérios!
Serd que eu
consigo?

Ora, coruja, claro!!! Sim, sao muitos critérios,

mas pensa: alguns deles eu tenho quase certeza

que voceé até ja sabia! Os que vocé nao sabia, vai

tentando aprender brincando com alguns nime-

ros! Faca nossos exercicios, refagca nossas ques-

toes e pronto! Nao erra mais questoes relacio-

5 é primo, pois tem como divisores o préprio5eo 1.

DESPENCA NA

PROVA!

Existem infinitos numeros primos, segundo Euclides. Ndo demonstrarei isso aqui, mas alguns con-

sideram essa como a demonstracdao mais elegante e bela de toda a matematica. Mais informacdes

podem ser encontradas no milenario livro Os Elementos, do mesmo autor. Cabe também dizer: um

ndmero que nao seja primo é chamado de um nimero composto.

Seguem os primeiros 100 nimeros primos (obviamente ndo precisa decorar todos; mas aconselho

gue reconheca pelo menos os quinze primeiros):

2
31
73

127
179
233
283
353
419
467

3
37
79
131
181

239
293
359
421
479

5
41
83
137
191

241
307
367
431
487

7
43
89
139
193

251
311
373
433
491

11
47
97
149
197
257
313
379
439
499

13

53

101
151
199
263
317
383
443
503

17

59

103
157
211
269
331
389
449
509

19
61
107
163
223
271
337
397
457
521

23
67
109
167
227
277
347
401
461
523

29
71
113
173
229
281
349
409
463
541

Entendamos agora o porqué desses numeros serem tao importantes. Veja a nota a seguir, e co-

mentemos um pouco sobre a mesma.
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Fatoracao

%

=

Teorema Fundamental
da Aritmética

“Todo niimero inteiro positivo
e maior que 1 pode ser expres-
so de modo tinico pelo produ-
to finito de niimeros primos.”

5%0&%“/
£ verdade esse bilide

O teorema anunciado ao lado é o
teorema que conecta todos os nu-
meros da aritmética classica. Essen-
cialmente o que ele faz é transfor-
mar os numeros primos em espé-
cies de dtomos, constituintes de to-
dos os numeros inteiros. Ele nos diz
que, por exemplo, 4564 pode ser ex-
presso como um produto de primos,
assim como 25, 814, etc. Aprende-
remos a seguir como utilizar-nos de
um recurso chamado de fatoragao

prima para conseguirmos transfor-

mar um numero em um produto de numeros primos. Alguns também chamam esse processo de

decomposicao prima. Vejamos como funciona.

Veja como exemplo o numero 27720. Vamos tentar escrevé-lo como um produto de nimeros

primos. Aqui vai o processo.

Primeiro, escreva o numero ao lado de uma barra vertical longa, como ilustra a figura a seguir:

27720

Em seguida, escreva o primeiro primo que divide o nimero dado. Para decidir isso, precisaremos

testar se 0 numero é ou nao divisivel por tal primo. Para isso, teremos de utilizar os critérios de

divisibilidade aprendidos na se¢do anterior. Como se trata de um numero par, poderemos dividi-

lo por 2. Fagamo-lo entdo. Se dividirmos 27720 por 2, encontramos: 13860. Dai escrevemos esse

quociente logo abaixo do 27720, da seguinte forma:

27720 | 2
13860

Agora vocé fara o mesmo que fez para o 27720, sé que para o 13860. Ele ainda é par, entdo,

podemos dividi-lo por 2:
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Continue esse processo, sempre tentando encontrar um numero primo que divida o nimero que

esta ao lado. Va fazendo isso até obter o nimero 1 como quociente:

27720
13860
6930
3465
1155
385
77

11

1

— Ny U1 W W N NN

Agora que ja terminamos a fatoracao, basta multiplicarmos todos os fatores obtidos. Em nosso
caso: 27720=2-2-2-3-3.5.7-11=23.32.5.7-11. essa se chama a forma fatorada do niimero
dado. O legal é que qualquer numero pode ser escrito na forma fatorada, desde que tenha modulo

maior que 1.

Divisores de um nimero

Darei agora um bizu de como achar os divisores de um nimero de forma facil e pratica. Suponha, por
exemplo, que se deseje achar todos os divisores de 280. Como podemos fazer isso?

Primeira coisa que vocé deve fazer é: fatorar o nimero proposto. Entao, vamos Ia.

280 | 2
140 | 2
70 | 2
3515
717

1

Agora, coloca-se uma barra vertical ao lado dos quocientes encontrados, e escreve-se o nimero 1
logo acima de seu topo. Vocé deve seguir essas instrucdes a risca, estudante. Ndo deixe de ir tentando
seguir as minhas instrucdes paralelamente a mim, enquanto Ié. Va olhando para o que esta fazendo

com seu lapis no seu caderno, e venha junto. Vamos |a. Veja como ficou a nossa fatoracao:

@ Matematica Il p/ EPCAR 2019 (Escola Preparatéria de Cadetes do Ar) Com videoaulas - P6s-Edital
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280
140
70
35
7

1

NN NN

Agora, multiplique o primeiro fator primo encontrado na fatoracdo (em nosso caso, o 2) pelo 1 que

escrevemos, e coloque ao lado do fator. Assim:

1
28012(2-1=2
140 | 2

70 | 2
3515
717

Faca isso para todos os fatores seguintes. Multiplique, entdao, o préximo fator por todos os seus

anteriores:
1
280 (2(2-1=2
140 | 2| 2-2=4.
701 212-4=8.
35/5|15:-1=5;5-2=10;5-4=20;5-8 =40.
71717 1=7,7-2=14,7-4=128;7-8=56;7-5=35;7-10=70;
1 7-20=140e7-40 = 280.

Assim os divisores de 280 sao: {1,2,4,5,7,8,10, 14, 20, 28, 35, 40, 56, 70, 140, 280}.
Agora, para o calculo do numero de divisores de um nimero. Ha também um método super pratico

para fazermos isso. Vou aproveitar o 280, que ja fatoramos. Repetirei a sua fatoracdo aqui:

@ Matematica Il p/ EPCAR 2019 (Escola Preparatéria de Cadetes do Ar) Com videoaulas - P6s-Edital
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280
140
70
35

NN NN

Pois bem. escreva o nimero em sua forma fatorada: 280 = 23 .5' . 7!. Para encontrarmos a

quantidade de divisores de um numero, basta mutliplicar todos os sucessores de cada expoente en-

contrado. Como assim? Vejamos. Os expoentes encontrados na fatoragdo feita foram 3,1 e 1. Quais

sdo 0s seus sucessores? Ora, sdo 4,2 e 2. Mutiplicando esses nimeros, obtemos: 4 -2 -2 = 16

divisores.

Vejamos um outro exemplo. Considere o nimero 360. Vamos fatora-lo.

360
180
20
45
15
5

1

G W W NN

Sua forma fatorada serd, entdo: 23.32.5'. Os expoentes foram: 3,2, 1, cujos sucessores sdo 4, 3, 2.

Multiplicando esses sucessores: 4 - 3 - 2 = 24 divisores.

Nossa, que
pratico!

E daonde vem
isso?

Pois é! E muito interessante que funcione as-
sim, como magica. Mas na verdade, ja esta-
mos cansados de saber que nao existe tal ma-
gica. Ou talvez até exista, porque nos impressi-
ona quando vemos pela primeira vez. Mas é claro
que ha uma explicacao ldgica para isso. Mas in-

felizmente mais uma vez vou ter de ficar te de-

vendo, coruja. Existem diversas formas de justificarmos isso, mas a forma mais classica e produtiva

exige conhecimentos de contagens? que extrapolam o nosso objetivo nesse livro. Por isso, por

enquanto, interessar-nos-emos apenas na aplicagao, sem uma justificativa direta. Infelizmente.

2Geralmente explica-se sobre esses problemas de contagem em uma disciplina conhecida como Analise Combinatoria.
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QUESTOES

COMENTADAS

EEE(EPCAR-2015) QUESTAO 1

Juntamente com o Governador de um Estado, foram para uma reunido 4 Prefeitos. Cada Prefeito
levou 4 Secretarios e cada Secretario levou 4 Vereadores. Sabendo-se que nessa reunido nao houve
participacao de mais nenhuma pessoa, entdo, o numero T, total de participantes, é multiplo de

(a) 7
(b) 11
(c) 17
(d) 19

R: Se ha 4 prefeitos e cada prefeito levou 4 secretdrios, entdo compareceram 16 secretarios. Ainda,

como cada secretario levou 4 vereadores, temos um total de 16 - 4 = 64 vereadores. Juntando com

o governador, temos um total de 64 + 16 +4 + 1 = 85, que é divisivel por 17.

EEN(EPCAR-2011) QUESTAO 2

Se somarmos sete numeros inteiros pares positivos e consecutivos, obteremos 770. O nimero de

divisores naturais do maior dos sete numeros citados é

(a) 6
(b) 8
(c) 10
(d) 12

E?J Matematica Il p/ EPCAR 2019 (Escola Preparatéria de Cadetes do Ar) Com videoaulas - Pos-Edital
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R: Adicionemos sete naturais consecutivos:

N+(N+2)+(N+4)+(N+6)+(N+8) +(N+10)+ (N+12) =770

/N+42 =770

N+6=110
N=110—-6

N = 104.

O maior desses nimeros é N + 12 =104 4+ 12 = 116. Fatorando esse numero:

116 | 2
58 |2
29 | 29

1

Entdo, temos que 116 = 22 . 29. Somando uma aunida a cada expoente e multiplicando-os, temos:

3 -2 = 6 divisores totais.

EEN(EPCAR-2012) QUESTAO 3

Considere os algarismos zero e 4 e os nimeros formados apenas com os mesmos. O numero x
representa o menor multiplo positivo de 15, dentre os descritos acima. Se % possui um numero o
de divisores positivos, entdo « é igual a
(a) 4
(b) 6

(c) 8
(d) 10

R: Bom, vamos la. Se o nimero é multiplo de 15, ele é ao mesmo tempo multiplo de 3 e multiplo
de 5. Se é multiplo de 5, entdo termina em 0 ou 5. Como a utilizacdo de algarismos esta restrito ao

uso de 0 e 4, concluimos que o nUmero em questdo devera finalizar em 0. Para que seja divisivel por
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3, a soma dos algarismos do nimero deve ser divisivel por 3. Logo, basta adicionarmos trés
algarismos 4 ao lado do 0 ja posicionado. Ficamos com o numero 4440 que é, de fato, divisivel por 0

e é o menos numero que pode ser construido sob esse regulamento. Assim, x = 4440. Queremos o

numero de divisores de % = 148. Entdo, fatoremos esse nimero:
148 | 2
74 | 2
37 | 37
1

Temos entdo: 148 = 22 . 37 e, portanto, a quantidade de divisores serd de &« =3 -2 = 6.

EEE(EPCAR-2012) QUESTAO 4

Sr. Luiz pretende dividir a quantia x reais entre seus netos. Observou que se der 50 reais para
cada um lhe faltardo 50 reais e se der 40 reais para cada um, Ihe sobrardo 40 reais. Com base nisso,

é correto afirmar que

(a) Sr. Luiz possui menos de 500 reais para dividir entre seus netos.

(b) Sr. Luiz tem mais de 10 netos.

(c) se um dos netos do Sr. Luiz ndo quiser o dinheiro, os demais receberdao menos de 45 reais cada
um.

(d) é possivel que o Sr. Luiz divida a quantia x em partes iguais entre todos os seus netos, de forma

qgue nao lhe sobre nenhum centavo.

R: A resolucdo: chamarei de N a quantidade de netos do sr. Luiz, e de T o total, em reais, que o sr.
Luiz tem consigo. Muito bem. Agora é uma questdao de modelagem de equagdes.

Analisemos a primeira parte. Primeiro ele informa que se der 50 reais para cada um, |he faltardao 50
reais. Bom, se ele quisesse dar 50 reais para cada um, ele precisaria de 50 multiplicado pela
guantidade de netos, correto? Ou seja, precisaria de 50 - N e o seu total seria esse. Acontece que
ele tem 50 reais a menos que isso. Portanto, T = 50N — 50.

Analogamente quando ele nos diz que, ao dar 40 reais para cada um, sobrariam 40 reais, queremos
dizer que T = 40N + 40. Temos entdo:
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50N — 50 = 40N + 40
50N — 40N =50 + 40
10N =90
N =29.

E, com isso, o sr. Luiz tem consigo: T = 50N — 50 =50 -9 — 50 = 400 reais. Agora analisemos

alternativa por alternativa:

(a) De cara ja temos a alternativa correta. O sr. Luiz tem 400 reais que é, de fato, menor que
500.
(b) Falso, ele tem 9.
(c) Vejamos. Caso um dos netos nado aceite, serao 400 reais para serem divididos dentre
400 . . .
9 — 1 = 8 netos. Isso gera 3 = 50 reais para cada neto, que ndao é menos de 45 reais, como a
alternativa prop0oe.

(d) Nao é possivel, pois 400 ndo é divisivel por 9.

EEN(EPCAR-2013) QUESTAO 5

Uma professora de Matematica do 52 ano do Ensino Fundamental, para dar inicio a um conteudo
novo, levou para a sala de aula p bolinhas em uma unica caixa.

Ela chamou os alunos «, 3, v a frente da turma e pediu a cada aluno que, um de cada vez, fizesse
retiradas sucessivas de um mesmo numero de bolinhas, conforme descrito no quadro abaixo:

QTD.
SOBRA
DE
QTD. DE
ALUNO BOLINHAS
DE RETIRADAS BOLINHA
RETIRADAS
NA CAIXA
POR VEZ
x X 2 0
B 3 1
Y z 5 2
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Sabe-se que:

.40 <p <80

Il. Cada aluno, logo apds a contagem das bolinhas por ele retiradas, devolveu todas as bolinhas para

a caixa.

[ll. Ndao houve erro na contagem por parte dos alunos.

Com base nessas informacgdes, é FALSO que

(a) x+y+z>p

(b) xe y]sﬁo primos entre si
(c)y< gP

(d) x —z é um numero impar.

R: Questdo grande e cheia de informacgdes. O que vocé precisa fazer? Se organizar. Comece, por

exemplo, fazendo o seguinte: considere que o numero de bolinhas na caixa seja p.

O aluno « retira de duas em duas bolas, e ndo sobram bolas. Disso, podemos afirmar que:

2
g L, e portanto: p = 2x.
X

Ja o aluno [3 retiras de trés em trés bolas, sobrando uma. Entdo:

3
P \\, e portanto: p =3y + 1.

Ty

Finalmente, o aluno y retira bolas de cinco em cinco. Entao:

5
P \\, e portanto: p =5z + 2.

2 z

Agora comegaremos um processo de eliminagdo de possibilidades. O problema afirma que p é um

numero maior que 40 e menor que 80. Mas também sabemos que p = 2x, ou seja, p é par. Entdo, p

certamente é um par entre 40 e 80. S3o eles:

42
52
62
72
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Também sabemos que p = 5z + 2, ou seja, que p — 2 = 5z. Isso significa que p — 2 é divisivel por 5.
Para que um nUmero seja divisivel por 5, deve terminar em 0 ou 5. Para que p — 2 termine em 5, p
deve terminar em 7 (impossivel, pois p é par). Entdo p — 2 s6 pode terminar em 0, o que sé

acontece quando p termina em 2. Portanto, restam-nos apenas 4 possibilidades:

42 44 46 48 50
52 54 56 58 60
62 64 66 68 0

72 74 76 78
Teremos de usar agora o fato de que p = 3y + 1, ou seja, de que p — 1 = 3z. Isso nos diz que p — 1
é multiplo de 3. Ha apenas quatro possibilidades para p: 42,52, 62,72. Portanto, ha apenas quatro
possibilidades parap — 1: 41,51,61,71. O Unico divisivel por 3 é 51. Logo p — 1 =51 e, portanto,
p = 52, excluindo todos os casos

N RS
XNR YR
AR AR
A E & &

383

Q.

Agora vamos para o cdlculo das quantidades de retiradas. Para o cdlculo de x, basta usarmos que

P =2x:

P =2

52 =2x

.

2

x = 26.

Para o calculo de y:

3y+1=>52
3y=>52—1

3y =51

sl

Y73

y=17.
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Finalmente, para o calculo de z:

52+2=52
52=52-2

52 =50

27@

5

z=10.

Agora, verifiguemos alternativa por alternativa (lembrando que o desejo aqui é verificar aquilo que

é falso):

(a) 26 + 17 + 10 = 53 que é, de fato, maior que p = 52.

(b) 26 e 17 sdo, de fato, primos entre si (0 MDC entre ambos é 1).

é verdadeiro que i < 2
’ q 3 3 N

(c) Fagcamos o célculo: 3P =3 52 = 3 Comoy =17 = 3
(d) x —z=26—10 = 16, ndo é impar. Essa é a alternativa falsa.

EEN(EPCAR-2017) QUESTAO 6

Uma agéncia de turismo fez um levantamento para apurar a faixa etaria de um grupo de N pessoas
gue se interessaram por determinada viagem.
No registro das idades dessas pessoas, em anos, foram utilizados exatamente N numeros inteiros

positivos e entre esses numeros foi observado que:
e 10 eram multiplos de 8§,
e 12 eram multiplos de 4 e
e 8 eram nUmeros primos.
E correto afirmar que nimero de divisores positivos de N é igual a

(a) 7
(b) 6
(c) 5
(d) 4
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R:

Essa é uma questdo que envolve um pouco da teoria de conjuntos. Vamos dar uma olhada. Fiz dois
conjuntos para vocé o conjunto B, dos nimeros multiplos de 4 e o conjunto A dos nimeros
multiplos de 8. Veja que, se um nimero é multiplo de 8 entdo necessariamente serd multiplo de 4.
Logo A C B (A esta contido em B). Veja:

Aquele 2 ali ndo estd equivocado ndo. O que acontece é que o conjunto B tem de ter 12 elementos,
mas 10 ja estdo em A. Entdo os outros 2 estdo no interior de B porém fora de A (isto é, no conjunto
B — A). E como 8 sdo primos, coloquei-os do lado de fora, por ndo serem multiplos de 4. Havia,
entdo, N = 10 + 2 + 8 = 20 inteiros positivos dessa idades recolhidas.

Para sabermos a quantidade de divisores de 20, basta fatora-lo (apesar de que 20 é razoavelmente
simples de esgotar: 1,2,4,5,10, 20, total de 6 divisores):

20| 2
10| 2
515
1

Logo 20 = 22 - 5. Ent3o a quantidade de divisores sera: 3 -2 = 6.
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HEENE QUESTAO 7

Considere (em ordem crescente) trés nimeros naturais sucessivos, cuja soma seja igual a 30. O

produto desses numeros vale:

(a) 90
(b) 99
(c) 110
(d) 990
(e) 1330

R: Como os numeros naturais sdo sucessivos, tém de ter a seguinte forma:n,n+len+2. A

soma é 30, logo:

n+n+14+n+2=30

n+3=30
n=27
n=9.

Logo os numeros sdao 9,10 e 11 e, assim, o produto dos mesmos é 92 - 10 - 11 = 990.

HEENE QUESTAO 8

Considere (em ordem crescente) trés numeros pares consecutivos, cuja soma seja igual a 30. O

produto desses numeros vale:

(a) 80
(b) 96
(c) 120
(d) 960
(e) 1440
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R: Como os numeros pares sdo consecutivos, tém de ter a seguinte forma: n,n+2en +4. A

soma é 30, logo:

n+n+24+n+4=30

3n+6=230
in=24
n=238.

Logo os numeros sdo 8,10 e 12 e, assim, o produto dos mesmos é 8 - 10 - 12 = 960.

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2005) QUESTAO 9

SeN=2.7eM =22.7, entdo a alternativa correta é:

(a) N é primo.

(b) M é divisor de N.

(c) M é multiplo de 5.

(d) N é multiplo de 4.

(e) O produto de M por N é multiplo de 49.

R: E claro que vocé pode simplesmente fazer as contas e pronto. Mas por qués de conteudo,

criticarei cada alternativa usando apenas os fatores primos que ele nos apresentou. Veja:

(a) N é primo: Nao, visto que ha mais de um fator primo (2 e 7).

(b) M é divisor de N: Ndo; veja que M tem um fator primo a mais que N, o 2.

(c) M é multiplo de 5: Nao, porque ndo hd nenhum fator 5 em sua decomposicao.

(d) N é multiplo de 4: Ndo pode ser, visto que ha apenas um fator 2 em sua decomposicdo.

(e) O produto de M por N é multiplo de 49: De fato; tanto M quanto N tem um fator 7 que,

multiplicados, geram 49.
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EEE(FUZILEIRO NAVAL-2006) QUESTAO 10

Que fatores aparecem na decomposicdo em fatores primos, do denominador de uma fracao deci-

mal?

(a) Te2
(b) 2e5
(c) 3e5
(d) 5e10
(e) 5100

R: Uma fracdo é dita decimal quando o seu denominador vale 10. Decompondo o 10:

10| 2
515
1

Logo, a decomposicdo de 10 tem dois fatores primos: 2 e 5

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2008) QUESTAO 11

Fatorando-se o numero 23760, obtém-se

(a) 24.3%.5.11
(b) 23.3%.5.11
(c) 24.32.52.11
(d) 23.33.52.11
(e) 24.33.52.11

R: Vamos entao a fatoracgao:
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Entdo: 23760 =2%.3%.5.11.

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2008) QUESTAO 12

23760
11880
5940
2970
1485
495
165
35

11

— U1 W W W N N NN

—

Ao decompor o nimero natural 495 em fatores primos, vocé obtém 3™ . 5™ . 11P. Qual é o valor
dem+n+p?

(a) 2
(b) 4
(c) 6
(d) 8
(e) 10

R: Fagcamos a fatoragao:

495
165
35
11

1

11

Temos entdo0: 495 =3%.5.11. Dai: m =2,n = 1ep = 1 (veja que estamos comparando os

expoentes), e portanto: m+n+p=2+1+1=4.
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EEN(FUZILEIRO NAVAL-2011) QUESTAO 13
Qual das respostas abaixo representa um produto de fatores primos?

(a)2-5-10
(b)2-3-7
(c)3-7-15
(d)4-3-5
(e)4-10-15

R: A Unica opcao que apresenta apenas fatores primos é a op¢ao B, como pode se verificar.

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2013) QUESTAO 14

Determine o menor algarismo que deve ser colocado no lugar do x para que o numero 23435x seja
divisivel por 6.

(a) 0
(b) 2
(c) 4
(d) 6
(e) 8

R: Para que um numero seja divisivel por 6, ele deve ser divisivel por 2 e 3, simultaneamente. Logo,
x deve ser um algarismo par: 0,2,4,6 ou 8, e também deve ser um algarismo tal que, somado com
os anteriores do numero, seja divisivel por 3. Vejaque2+3+4+ 3+ 5 = 17. Logo, o menor
algarismo par que somamos a 17 para tornar a soma divisivel por 3 é 4, visto que 17 +4 = 21, que é

divisivel por 3, de fato.
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EEN(EEAR-2001) QUESTAO 15
Considere as afirmativas:

I. Numa divisao, cujo resto r ndao é nulo, o menor numero que se deve adicionar ao dividendo para

gue ela se torne exata é d — 1, sendo d o divisor.
Il. A soma de trés nimeros naturais consecutivos é sempre divisivel por 3.

[ll. O produto de dois numeros impares consecutivos, aumentado de uma unidade é sempre um

guadrado perfeito.
Sao verdadeiras as afirmativas:

(a) lell.
(b) Iell.
(c) lelll.
(d) 1,11 ell.

R: Comentemos op¢ao por opcao:

I. Facamos essa divisdo com algo que conhecamos. Por exemplo, faca 7 dividido por 3:
713
1 2

Ent3do, ao ser dividido por 3, o resto deixado por 7 é 1. Como eu faria para conseguir mais um
grupo de 3, para que a divisdo seja exata? Ora, se sobrou 1, basta somar 2 que eu consigo mais
um grupo de 3, correto? Se quiséssemos, por exemplo, dividir 7 balas dentre trés criancas,
sobraria uma bala. Se adquirissemos mais duas balas, porém, formariamos um outro trio, e
nada sobraria. E uma boa intuicdo entdo para percebermos que o menor nimero a ser somado

sempre sera o valor do divisor subtraido do resto. Veja:

Facamos a divisdao ndo-exata de D por d:

Dla
R q
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Entdo, D =d - g+ R. Somando d — R em ambos os membros:

D=d-q+R
D+(d—R)=d-q+R+(d—R)
D+ (d—R)=d-q+ R+ (d=R)
D+(d—R)=d-q+d
D4 (d—R)=d-(q+1)

Veja entdo que o membro esquerdo acabou se tornando divisivel pelo direito e, de fato, é o

menos numero possivel a ser somado.

Il. Trés numeros naturais consecutivos podem ser expressos por: n,n+len+2,n e N.

Somando esses trés numeros:

n+n+l14+n+2=3n+3
=3-(n+1)

Portanto, de fato, sempre teremos uma soma divisivel por 3.

[Il. Um nimero impar sempre pode ser expresso por 2n + 1, sendo n € Z. Logo, dois impares
consecutivos seriam 2n + 1 e 2n + 3, ja que impares pulam de dois em dois. Multiplicando

esses numeros:

2n+1)(2n+3)=4n?+6n+2n+3
=4n? +8n+ 3.

Somando 1 ao encontrado, obtemos:

M?+8n+3+1=4n*+8n+4
=4 . (n?+2n+1) (colocando em evidéncia)

=4 . (n+ 1)? (Fatorando o quadrado perfeito)
=22. (m+1)?
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=[2(n+ 1)

Entdo, de fato, sempre teremos um quadrado perfeito.

EEN(EEAR-2002) QUESTAO 16
Se x, Yy, e z sao numeros naturais diferentes entre si, e x =y - z, entdo é falsa a afirmativa:

(a) x é multiplo de z.
(b) y é divisor de x.
(c) y édivisivel por z.

(d) x é divisivel por y.

R: Faga um exemplo mais numérico. Vejamos, 10 = 2 - 5. O que podemos dizer sobre esses
nimeros? Bom, podemos dizer que 10 é multiplo de 2 e de 5, podemos dizer que 2 é divisor de 10
assim como 5 também sé-lo-a. Podemos também dizer que 10 é divisivel por 2 e 5, porém nao
podemos fazer qualquer tipo de afirmacdo entre 2 e 5, sozinhos.

Analogo ao que foi pedido, sabendo que x =y - z, nada podemos afirmar quantoay e z.

EEN(EEAR-2002) QUESTAO 17

Se K é um nimero inteiro, K2 + K é necessariamente um

(a) multiplo de 2.

(b) multiplo de 3.

(c) produto de dois nimeros impares.
(d) produto de dois nimeros primos.
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R: Veja que K2+ K = K(K + 1) que é o produto de dois nimeros consecutivos. Se s3o dois
numeros consecutivos um dos dois serd inevitavelmente par. Se um dos dois é par, entao esse

nuimero serd com certeza multiplo de 2.

EEE(EEAR-2003) QUESTAO 18

Leia as sentencas abaixo.

I. Todo nimero natural que termina em 3 é divisivel por 3.

Il. Todo numero natural divisivel por 2 é também divisivel por 4.
[ll. Existem nUumeros naturais terminados em 2 que sao divisiveis por 4.
IV. Todo nimero natural divisivel por 10 é também divisivel por 2 e 5.

V. Existem numeros naturais terminados em 4 que sao divisiveis por 3.
VI. Existem numeros naturais divisiveis por 6 que ndo sdo divisiveis por 2.

Estd correto o que se afirma em

(a) lell apenas.

(b) I, Il e lll apenas.

(c) lll, IV eV apenas.
(d) 1,10, 111, IV, V e VI.

R: Analisemos sentenca por sentenca

|. Todo numero natural que termina em 3 é divisivel por 3: Nao é verdade. O numero 13 termina

em 3 e ndo é divisivel por 3 (é primo, inclusive).

Il. Todo numero natural divisivel por 2 é também divisivel por 4: Nao necessariamente. O préprio 2

é divisivel por si mesmo mas ndo o é por 4.

lll. Existem numeros naturais terminados em 2 que sdo divisiveis por 4: Sim, existem! O 12, por
exemplo, o 32, etc.
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IV. Todo numero natural divisivel por 10 é também divisivel por 2 e 5: Verdade! Se o nimero é
divisivel por 10 entdo devera conter, em sua decomposi¢do prima, todos os fatores primos do
10. Os fatores primos do 10 sdo 2 e 5, portanto, o nimero em si tera de ser, de fato, divisivel por
2eb.

V. Existem numeros naturais terminados em 4 que sdo divisiveis por 3: Sim, verdade! O 24, por

exemplo, o 54, etc.

VI. Existem numeros naturais divisiveis por 6 que ndo sdo divisiveis por 2: Impossivel. Se é divisivel

por 6 0 numero deve ser necessariamente par e portanto deverad ser divisivel por 2.

EEE(EEAR-2004) QUESTAO 19

Decompondo-se o numero natural 3500 em fatores primos a, b e ¢, obtém-se o produto a™-b™-cP.

Se a < b < ¢, entdo é falso afirmar que

(a) m+p=n.
(b) mn=m-+n+p.
(c)n—m=p.
(d)yn:m=rp.

R: Fagamos a decomposicao:

3500
1750
875
175
35

N O O O NN

Temos entdo que: 3500 = 22 -5%.7' e, portanto, m =2,n =3 ep = 1. Veja entdo que
n:m=3:2 # p e portanto a alternativa D é falsa. Aconselho que vocé, estudante, verifique que

as outras s3o verdadeiras!
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EEN(ESSA-2007) QUESTAO 20

Se decompusermos em fatores primos o produto dos nimeros naturais de 1 a 200 e escrevermos

os fatores comuns em uma Unica base, o expoente do fator 5 sera:

(a) 46
(b) 49
(c) 48
(d) 45
(e) 47

R: Encontremos quantos multiplos de 5 ha entre 1 e 200: o primeiro € 5 e o ultimo é 200. Logo ha

um numero n de multiplos de 5 tal que:

200=5+(n—1)-5
(Mm—1)-5=200—-5
n—1=40—1
n = 40.

Dentre esses 40 multiplos, existem poténcias de 5 com expoente maximo 3 (pois 5* = 625 > 200).
Com expoente 3 temos apenas o 125. Entdo temos 1 multiplo de 5 com fator 53 e 39 deles sem esse
fator (ou seja, com o fator 5! ou 5%). Com expoente 2 temos todos os multiplos de 25 com exce¢io

do 125: o primeiro é o préprio 25 e o ultimo é 0 200. Logo ha um total p tal que

200=25+(p—1)-25
(p—1)-25=200—25
p—1=8-1
p =38.

H4, entdo, uma quantidade de 8 multiplos com fator 5%; como ndo conta o 125, ha apenas 7. Temos

entdo a seguinte contagem final: 1 niUmero com fator 5°, 7 niUmeros com fator 5% e o resto
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40 — 1 — 7 = 32 nimeros com fator 5'. Quando esses fatores se multiplicarem o expoente final
serg: 51-3+724321 _ 53+14432 _ 549,

EEE(ESSA-2013) QUESTAO 21

Os numeros naturais eram inicialmente utilizados para facilitar a contagem. Identifique a alterna-

tiva que apresenta um nimero natural.

(a) —4
(b) 8
07
(d) —3
(e) V5

R: Essa dai veio de brinde! E claro que dentre as alternativas, a Unica que apresenta um niimero

natural é aquela com o nimero 8. Nenhum dos outros é natural (inclusive, vV—7 nem real é).
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2.0- MDC e MMC

Esse serd um capitulo pequeno, apesar de se tratar de um assunto extremamente vasto e de aplica-
¢oes inumeras. Mas vamos |3 falar sobre essas cldssicas siglas que tanto ouvimos em nosso ensino

primario. Vamos 13!

2.1- MDC

Considere os numeros a seguir: 24 e 36. Quais sdo os divisores de 24? Fazendo a nossa técnica de
fatoragdo, encontraremos parao 24: D(24) ={1,2,3,4,6,8,12,24}. Ja para o 36, teremos: D(36) =
1,2,3,4,6,9,12,18,36}. Agora a pergunta: existem fatores em comum entre o 24 e o0 36? Isto é,
existem elementos em D(24) N D(36)? Existem, correto? Sdo os elementos: D(24) N D(36) =
{1,2,3,4,6,12}. Esses sdo todos os divisores comuns aos dois conjuntos. Agora, pergunta: qual foi o
maior deles? Ora, é claro: foi o 12, correto? Ele foi o maximo divisor comum entre os dois nimeros
dados. Entdo dizemos que 12 é o MDC entre 24 e 36. Escrevemos: mdc(24,36) = 12.

Aprendamos, entretanto, a calcular o MDC de uma forma um pouco diferente e mais pratica. E
exatamente como a fatoragao, sé que ao invés de fatorarmos um numero, fatoramos dois ou mais.
Vejamos entdo o cdlculo do MDC entre 24 e 36.

Comegamos armando a fatoragdo, porém, colocando os dois nimeros ao invés de um so:

24 36

Agora, achamos o primeiro primo que divida os dois numeros ao mesmo tempo. Caso ndo exista um

primo que divida os dois nUmeros ao mesmo tempo, da-se como encerrado o processo de fatoragao.

Vejamos:
24 36 |2
12 18
6 9
2 3

Veja que ndo existe nenhum primo que divida 2 e 3 ao mesmo tempo. Por isso, o MDC sera:
22.3=4.3 =12. Ok? De boas?
A grande utilidade do MDC é encontrar um valor maior que divida ao mesmo tempo duas grande-

zas. Suponha por exemplo que queiramos formar grupos de alunos em duas escolas, de modo que
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cada grupo tenha o mesmo numero de estudantes. Uma das escolas (digamos a escola A) tem 24
alunos e a outra (escola B) tem 36 alunos. Qual a quantidade maxima de alunos em cada grupo?

Eu poderia, por exemplo, formar duplas de alunos. Concorda? Ficariam 12 duplas naescola A e 18
duplas na escola B. Nesse caso, cada grupo teria dois alunos. Mas esse é o maximo de estudantes?
Claro que n3o, eu poderia formar trios, por exemplo. Poderia formar quartetos também. E claro
também que eu ndo poderia formar grupos de 8 alunos, porque apesar de 24 ser divisivel por 8, 0 36
nao o é. Entdo, afinal, qual é o maximo de alunos que eu poderia ter em cada grupo? Ora, devera
ser o maior numero que divida ambas as quantidades de alunos em ambas as escolas. Entdo devera
ser o MDC entre 24 e 36, que é 12. Sei que ja fizemos a fatoragdo dele aqui, mas quero fazer de novo

para apontar algo importante. Veja:

24 36 |2
12 18
6 9213
2 3

Percebe os dois nUmeros que sobraram ao final das duas colunas? No final da coluna do 24, sobrou
o numero 2. Ja no final da coluna do numero 36, sobrou o nimero 3. Esses numeros constituem o
total de grupos em cada escola! Incrivel, ndo é? Havera 2 grupos de 12 alunos na escola A, e 3 grupos
de 12 alunos na escola B.

Numeros primos entre si

Uma definicao rapida: dois numeros serao ditos primos relativos ou primos entre si quando o MDC
entre esses numeros forigual a 1. Isso significa que havera apenas um divisor em comum entre esses
dois nimeros: o 1.

Veja por exemplo, 4 e 9. Perceba que eles ndo sdo primos. Mas o MDC entre eles é 1. Entdo

podemos dizer que 4 e 9 sdo numeros primos entre si.

2.2- MMC

Vamos novamente comecar a entender o que vem a ser um MMC por um exemplo. Considere
os numeros 4 e 7. Quais sdo os multiplos de 4? Ora, basta irmos somando de quatro em quatro,
certo? Entdo, sdo: 4,8,12, 16, 20, 24, 28, 32, 36,40,44,48,52,56, 60, . . .; e quais sdo os multiplos de
7? Ora, sdo: 7,14,21,28,35,42,49,56,...; agora, a pergunta: houve algum multiplo comum aos
dois? Houve, correto? Houve o0 28, 56, .. .. E qual foi o menor desses multiplos comuns? Observando
vemos que foi 0 28. O 28 é, portanto, o minimo multiplo comum entre 4 e 7, ou seja, o MMC entre 4

e 7. Escreve-se: mmc(4,7) = 28.
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Como calculamos o MMC? Praticamente da mesma forma que o MDC, mas com uma diferenca:
dessa vez ao fatorar, tanto faz se o fator primo divide ou ndao todos ao mesmo tempo; contanto que
divida um, ja esta de bom tamanho. Entdo, vejamos como funciona. Calculemos, por exemplo, o

MMC entre 18 e 20. Iniciamos a fatoracgdo:

18 202
9 1012
9 5|3
3 513
1 5|5
1T 1

Vé que fomos utilizando os fatores primos sem a necessidade de ter de dividir ambos os niumeros.

Essa é a diferenca entre o calculo do MDC e o cdlculo do MMC.

Relagao entre o MMC e o MDC

Aqui, novamente sem me preocupar com a demonstragdo, enuncio um importante teorema sobre o
MDC e o MMLC. Se vocé calcular o MDC entre 24 e 36, encontrara 12. Se vocé calcular o MMC entre
24 e 36 encontrard 72. Agora, multiplique 12 por 72. Encontrard 864. E se vocé multiplicar 24 por 36

também encontrard 864. Entao:

mdc(a,b)-mmc(a,b)=a-b

Vejamos entdao questdes sobre esses assuntos. Vamos 1a.
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QUESTOES

COMENTADAS

EEE(EPCAR-2010) QUESTAO 22

Um ndmero x de trés algarismos, tal que v/x < 14, tem o produto de seus algarismos igual a 24;
se permutarmos os dois Ultimos algarismos de x, o nimero y assim obtido excede x de 18 unidades.

Com base nos dados acima, é correto afirmar que

(a) o maximo divisor comum de y e x NAO é um nimero primo.
~ X, 3

(b) arazdor = — étalquer > i

(c) y tem 2 divisores a mais que x.

(d) asoma dos algarismos de x com os algarismos de y é menor que 20.

R: Vamos por partes. Primeiro, quais sao os algarismos que podemos utilizar? Ora, todos os
algarismos em {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9}. Bom, tudo comega usando o fato de que /x < 14. Eleve ao
quadrado em ambos 0os membros: obteremos x < 14% = 196. Logo x < 196. Entdo x é um nUmero
de trés digitos menor que esse valor. Descobrimos entdo o digito das centenas de x: 1, certo? Entdo
nos resta descobrir a dezena e a unidade. Sabemos que o produto dos seus algarismos é 24.
Algarismos que se multipliguem em 24 sdo apenas quatro pares: 3e 8;4e6;6e4; 8 e 3. Entdo ha

guatro candidatos para x

138;
146;
164;
183.

E como fazemos para escolher y? Bom, ele nos informa primeiro que y é “fabricado” a partir de x,

trocando os seus dois ultimos algarismos. Entdo, criemos todos os candidatos a y:

@ Matematica Il p/ EPCAR 2019 (Escola Preparatéria de Cadetes do Ar) Com videoaulas - Pos-Edital
www.estrategiaconcursos.com.br 42



Ismael de Paula dos Santos, Italo Marinho S& Barreto i |
Aula 00 |

x [y
138183
146 | 164
164 | 146
183 | 138

Mas também sabemos que y deve exceder x de 18 unidades. Apenas um desses casos cumpre essa
necessidade: x = 146 ey = 164 (veja que, de fato, 164 — 146 = 18). Agora, comentemos

alternativa por alternativa:

(a) Calculemos o MDC entre 146 e 164

146 164 | 2
73 82

Veja que 2 é o MDC, e também é primo. Logo a alternativa é falsa.

(b) Vejamos se isso é verdade. Calculemos S:

x 146
v~ Té
73
- 82

74

! = “ Portanto X < = 37 o contrario do que a alternativa nos
4782 'y 82T A g
informa. Alternativa falsa.

Veja também que

(c) Teremos de fatorar ambos os nimeros:

146 | 2
73|73
1

E portanto 146 = 2 - 73. Somando 1 a cada expoente e multiplicando-os: 2 - 2 = 4 divisores.

Para o outro:

164 | 2
82 |2
41 | 41

1
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Temos entdo que 164 = 22 -.41. Logo a quantidade de divisores sera: 3-2 = 6. De fato, 164 tem
dois divisores a mais que 146. Alternativa correta.

(d) Bastasomar: 1+4+6+1+6+4 =22, que ndo é menor que 20.

EEE(EPCAR-2011) QUESTAO 23

Um agricultor fara uma plantacdo de feijdo em canteiro retilineo. Para isso, come¢ou a marcar os
locais onde plantaria as sementes. A figura abaixo indica os pontos ja marcados pelo agricultor e as

distancias, em cm, entre eles.

15 . 70 150 500

o o o o
A B C D E

Esse agricultor, depois, marcou outros pontos entre os ja existentes, de modo que a distancia d
entre todos eles fosse a mesma e a maior possivel.
Se x representa o numero de vezes que a distancia d foi obtida pelo agricultor, entao x é um nimero

divisivel por

(a) 4
(b) 5
(c) 6
(d) 7

R: A quantidade de divisdes sera o MDC entre as extensdes, visto que queremos que os tamanhos

das mesmas sejam o maximo possivel. Fagamos entao:

15 70 150 500 |5
3 14 30 100

Entdo, cada pedaco medira 5cm, e, no total, haverd: x =3+ 14 + 30 + 100 = 147, que é um
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EEN(EPCAR-2011) QUESTAO 24

Sabe-se que x, Yy e z sdo nimeros naturais distintos e x > y. Considere A =x-ye B = (x-y-z)?
e que o mdc(A,B) e o mmc(A, B) sdo, respectivamente, 21 e 1764. Se W = x? +y? + 2%, entdo o

conjunto formado pelos divisores naturais de W possui

(a) 4 elementos.
(b) 6 elementos.
(c) 9 elementos.
(d) 12 elementos.

R: Aprendemos que mdc A, B - mmcA,B = A - B. Ainda, observemos a forma fatorada de 1764:

1764 | 2
882 | 2
441 | 3
147 | 3

49 | 7
77

Entdo 1764 = 22 . 3% .72, Ja mostrarei o porqué dessa fatoracdo ser essencial para essa resolucio.

Temos entao:

mdcA,B-mmcA,B=A"-B
211764 =x-y - (x -y -z)?
3-7)-(22-3%-7)=x-y-x*-y*. 2
22.33.73 :x3-y3-zz.
Veja entdo que a esquerda e a direita da igualdade temos termos de mesmos expoentes se
multiplicando. Podemos concluir, portanto, que z = 2. Quanto a x e y, parece que ha duas

possibilidades para ambos: 3 e 7. Porém, o problema nos afirma que x > y. Logo,x =7 ey = 3.
Calculando W =22 + 32 472 =4 4+ 9 + 49 = 62. Os divisores naturais de 62 s3o:

D(62) ={1,2,31,62} sendo um conjunto de, portanto, 4 elementos.
Gabarito: A
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EEN(EPCAR-2012) QUESTAO 25

Em um prédio de 90 andares, numerados de 1 a 90, sem contar o térreo, existem 4 elevadores que
sao programados para atender apenas determinados andares. Assim, o elevador

O para nos andares multiplos de 11

S para nos andares multiplos de 7

C para nos andares multiplos de 5

T para em todos os andares.

Todos estes elevadores partem do andar térreo e funcionam perfeitamente de acordo com sua

programacdo. Analise as afirmativas abaixo, classificando cada uma em V (verdadeira) ou F (falsa).
() No ultimo andar para apenas 1 elevador.

() Nao ha neste prédio um andar em que parem todos os elevadores, com exce¢ao do préprio

térreo.
() Existem, neste prédio, 4 andares em que param 3 elevadores com exce¢do do proprio térreo.
Tem-se a sequéncia correta em

(a) F-V-V
(b) F-V-F
(c) V-F-V
(d) F-F-V

R: Analisemos afirmativa por afirmativa:

(F) Para que um elevador para em algum andar, o nimero associado a esse elevador deve dividir
aquele andar. Entdo, por exemplo, é claro que o elevador O para nos andares 11, 22 e 33, pois
sao todos multiplos de 11. Mas perceba que apesar de nem 7 e nem 11 dividirem 90, 5divide!

Logo, haverd dois elevadores parandoem 90: o Ceo T.

(V) Para que esse prédio possua um andar aonde param todos os elevadores, algum dos andares
devera ser o MMC entre as restricdes dadas pelos elevadores. Calcular o MMC entre niumeros
primos entre si é mole: é sé multiplicar todos: 5-7 - 11 = 385. Entdo, de 385 em 385 andares,
havera um andar em que param os trés elevadores. Como o prédio tem apenas 90 andares, de

fato, ndo hd nesse prédio andar algum em que todos os elevadores parem (além do térreo).

(V) O elevador T ja para em todos os andares. Entdo, estamos interessados em saber se outros
dois também param. As combinagdes possiveis de elevadores sao O, S; O,Ce S, C.

Analisemos cada uma delas.
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O, S : Esses dois elevadores pararao nos andares que sao multiplos comunsde 11 e 7. O MMC
entre esses dois numeros é 7 - 11 = /7. Logo, hd apenas um andar aonde param os

elevadores O,S e T: o andar 77.

O, C : Esses dois elevadores parardo nos andares que sao multiplos comuns de 11 e 5. 0 MMC
entre esses dois niumeros € 5- 11 = 55. Logo, hd apenas um andar aonde param os

elevadores O, C e T: o andar 55.

S, C : Esses dois elevadores pararao nos andares que sdo multiplos comunsde 5 e 7. 0 MMC
entre esses dois numeros é 5 - 7 = 35. Aqui, porém, haverd dois andares para que parem
os elevadores S, C e T: o andar 35, que é o préprio MMC, e o andar 70, porque é multiplo
do MMC!

Ha portanto, quatro andares possiveis em que parem trés elevadores: 35,55,70 e /7.

EEE(EPCAR-2009) QUESTAO 26

Uma mulher tinha entre 20 e 55 a¢Ges de uma empresa para dividir igualmente entre todos os
seus filhos. No ano de 2003, quando tinha 3 filhos, se fossem divididas as acdes, sobrariam duas. Em
2005, nasceu mais um filho e, se dividisse igualmente entre os quatro filhos a mesma quantidade de
acoes, sobrariam trés acdes. No ano de 2007 essa mulher teve, para sua surpresa, dois filhos gémeos e
dividiu igualmente as a¢des entre os seus seis filhos, observando que sobraram cinco a¢des. Sabendo-
se que a mulher ndo teve mais filhos e que o numero total de a¢des foi mantido nesse periodo de
2003 a 2007, é INCORRETO afirmar que

(a) nas trés situacdes citadas, a quantidade maxima comum de a¢des que a mulher poderia ter é
um numero tal que a soma de seus algarismos é impar.

(b) quando a mulher tinha apenas 3 filhos, cada um receberia no maximo 15 agdes.

(c) em todas as situacdes citadas, existem trés possibilidades comuns do nimero total de ac¢des x,
yez (x <y < z),tal quey é a média aritméticade x e z

(d) se na partilha das a¢des entre seus seis filhos, cada filho recebeu o maior nimero possivel x de

acoes, entdo x divide exatamente 48
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R: Comecemos falando que N é o nimero de a¢des dessa mulher. Em 2003, caso dividisse essa
guantidade pelo nimero de filhos (que na época eram trés), sobrariam duas. Podemos entao

escrever:

N |3
5 |—,eportanto:N =3q1+2,ouN+1=3(q;+1).
qi

Em seguida, o numero de filhos aumenta; em 2005 sdo 4. A nova divisdo, segundo o problema,

deixa resto 3. Logo:

N |4
, |—,eportanto:N:4q2+3,ouN+1:4(qz+1)-
q2

Em 2007 o numero de filhos aumenta para 6. A nova divisdo das a¢des deixa resto 5. Logo:

N |6
|—, e portanto: N =6q3+5,o0uN+1=6(q;+1).

5 a3
Veja entdo que N + 1 é multiplo de 3,4 e 6. Logo, N + 1 deve ser multiplo do MMC entre 3,4 e 6,
que é:
34 6|2
3 2 3|2
31 313
1T 11

O MMC é, entdo, de 22 -3 = 12. Como ela tem entre 20 e 55 a¢des, devemos achar os multiplos de
12 que estejam nesse intervalo. Podemos simplesmente escrever os nimeros: 24, 36,48.
Lembre-se, porém, que esses numeros encontrados sdo os valores de N + 1. Os valores de N serdo,
entdo, os antecessores imediatos de cada um desses valores: 23,35,47. Essas sdo as possibilidades
para a quantidade de a¢des dessa mulher.

Agora, comentemos alternativa por alternativa, lembrando-nos de que ele deseja a INCORRETA:

(a) A quantidade maxima se agdes é 47. A soma dos algarismos é4 47 = 11, um numero
impar, de fato.

(b) O numero méaximo de agdes é 47. Dividindo para trés filhos:

47 |3
17|15
2

Veja que, de fato, cada filho receberia no maximo 15 a¢Ges.
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(c) Na ordem que ele menciona: x = 23,y = 35 e z = 47. Veja que a média aritméticade x e z

6 ;— G- 23 —547 = 770 = 35 =y. Entdo é verdade o que é falado.
(d) Para que cada filho receba o maios nimero de a¢des, devemos ter a maior quantidade

possivel de acBes totais. Portanto, nessa hipdtese, N = 47. Dividindo para os seis filhos:

47 |6
517
S3o 7 acdes para cada filho, nimero que NAO divide 48. Essa é, portanto, a alternativa

incorreta.

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2003) QUESTAO 27

Um colecionador possui entre 150 e 200 moedas antigas. Agrupando-as de 6 em 6 sobram 5 mo-
edas, agrupando-as de 12 em 12 ou de 15 em 15 também sobram 5 moedas. Quantas moedas tém

esse colecionador?

(a) 155 moedas.
(b) 165 moedas.
(c) 175 moedas.
(d) 185 moedas.

R: Vamos chamar de N o nimero de moedas desse colecionador. Agrupar essas moedas de 6 em 6

e sobrarem 5 moedas é o mesmo que dizer que a divisdo de N por 6 deixa resto 5, isto é:

N |6
. , onde q; é um numero inteiro qualquer.
qr

Escrever isso, pelo algoritmo de Euclides, € o mesmo que escrever N = 64 + 5, isto €,

N — 5 = 6(j. Isso nos faz entender que N — 5 é multiplo de 6.

Podemos fazer um raciocinio inteiramente analogo para com as organizacdes desse colecionador de
12em 12 oude 15 em 15, isto é:

N |12 N
, onde ¢, é um numero inteiro qualquer.

q2
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N |15
, onde (3 é um numero inteiro qualquer.

5 a3
Dairetiramosque N =12, +5 =N —-5=12g, e N =153 +5 = N — 5 = 15(q3; isto nos diz
qgue N — 5 além de ser multiplo de 6, também é multiplo de 12 e de 15. Entdo N — 5 devera ser, no

minimo, o MMC entre 6,12 e 15. Calculemos esse MMC:

6 12 152
3 6 152
3 3 153
1 1 515
1T 1 1

O MMC é, entdo: 22-3-52=4.3.5 = 60. Assim, N — 5 é certamente multiplo de 60, s3o eles:
0, 60,120, 180,240, .... Mas lembre-se que o colecionador possui entre 150 e 200 moedas. Entdo,
N deve estar entre 150 e 200. A Unica opcdo, portanto é que N — 5 = 180 e, portanto, N = 185.

HEE(FUZILEIRO NAVAL-2006) QUESTAO 28

Na entrada de um porto, ha um farol e duas bdias luminosas, para assinalar os pontos mais peri-
gosos para a navegacdo. O farol pisca a cada 15 segundos, uma das bdias pisca a cada 30 segundos
e a outra bdia, a cada 40 segundos. Num dado instante, o farol e as duas béias piscam ao mesmo

tempo. Quantas vezes, em uma hora, ocorrera essa situagao?

(a) 30
(b) 60
(c) 80
(d) 100
(e) 120

R: O farol que pisca a cada 15 segundos piscard em todos os instantes multiplos de 15, concorda? E
os outros? Bom, o que pisca de 30 em 30 piscara em todos os multiplos de 30 e o que pisca de 40
em 40 piscard em todo instante multiplo 40. Assim, temos que esses fardis piscardo juntos em todo
instante que seja multiplo dos trés ao mesmo tempo. O menor instante serda o MMC desses

ndameros:
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15 30 40 |2
15 15 202
15 15 102
15 15 3
5 5 5|5
T 1 1

Assim, o MMC entre esses trés nimeros sera: 23 -3 -5 = 120. Como em uma hora ha 3600

L . 3600
segundos, os fardis piscarao simultaneamente 10 = 30 vezes

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2008) QUESTAO 29

Sendo x = MDC dos numeros 300 e 400, e y = MMC entre os numeros 24 e 60, marque a opgao

correta.

(a) x=y
(b) x <y
(c) x>y
(d) x é divisor exato de y

(e) y édivisor exato de x

R: Fagamos o calculo do MDC primeiro:

300 400
150 200
75 100
15 20
3 4

G O DN

Logo x = 2%2-52 =4 .25 = 100. Agora, ao MMC:
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30
15
15

— = W o N
Gl W N NN

Assim,y =23.3.5=238-15=120.
Logo, x <y, visto que 100 < 120.

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2008) QUESTAO 30
Os numeros 14 e 15 sdo primos entre si porque

(a) omdcentreelesé 1.

(b) sdo divisiveis por zero.

(c) um é par e o outro é impar.
(d) ndo possuem nenhum divisor.

(e) nenhum dos dois numeros é primo.

R: Comentarei alternativa por alternativa:

(a) o mdcentre eles é 1: trata-se justamente da definicdo de nimeros primos entre si. Op¢ao
correta.

(b) sdo divisiveis por zero: Nenhum numero é divisivel por zero (divisores tém de ser
ndo-nulos).

(c) um é par e o outro é impar: 24 é par e 15 é impar, mas mesmo assim ndo sdo primos entre si
(o MDC entre os dois é 3, ndo 1).

(d) ndo possuem nenhum divisor: Claro que possuem divisores. Os divisores de 14 sdo: 1,2,7 e
14; os divisores de 15sdo 1,3,5 e 15.

(e) nenhum dos dois numeros é primo: Isso é verdade, mas ndo explica o porqué dos nimeros
serem primos entre si. Veja que 7 e 14 sdo numeros tais que um deles é primo mas ndo sdo,

por isso, primos entre si.
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EEE(FUZILEIRO NAVAL-2011) QUESTAO 31

O pelotdo A, a cada 15 dias realiza adestramento de tiro em sua base; o pelotdo B realiza o mesmo
adestramento no mesmo local a cada 18 dias. Se hoje, ambos os pelotdes realizaram esse adestra-
mento, apds quantos dias coincidird o adestramento novamente (sem contar o dia de hoje)?

(a) 58
(b) 60
(c) 80
(d) 8
(e) 90

R: Novamente uma questao aonde desejamos fazer acontecimentos coincidirem. Basta

calcularmos o MMC entre 15 e 18:

15 182
15 913
5 313
5 115
1T 1

OMMCé2.32.5=2.9.5=90.

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2011) QUESTAO 32
O m.d.c. dos numeros 36,40 e 56 é

(a) 4
(b) 6
(c) 8
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(d) ¢
(e) 10

R: Fagcamos a fatoracao:

36 40 56 |2
18 20 28 |2
9 10 14

O MDC é 22 = 4.

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2016) QUESTAO 33

Num sitio temos uma rua de laranjeiras e, ao seu lado, uma rua de limoeiros. Os pés de laranja
sdao plantados a cada 4 metros e os de limdo, a cada 6 metros. No comeco das ruas, foi plantado um

pé de laranja na frente de um pé de limdo. De quantos em quantos metros isso acontece?

(a) 12
(b) 10
(c) 8
(d) 7
(e) 5

R: Havera pés de laranja a cada 4 metros, e havera pés de limdo a cada 6 metros. Logo, haverd pés

de ambas as frutas em um multiplo comum, em metros, de 4 e 6. Fagamos entao o MMC:

4 612
2 312
1 33
11
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Logo o MMC serd de: 2% -3 = 12.

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2017) QUESTAO 34

Determine o Maximo Divisor Comum (M.D.C) dos numeros (12; 15; 18), e marque a resposta cor-
reta.

(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4
(e) 5

R: Facamos os calculos:

12 15 18
4 5 6

3

Vemos entdo que o MDC é 3.

EEE(FUZILEIRO NAVAL-2018) QUESTAO 35

Determine o MDC( maximo divisor comum ) dos nimeros (24; 32; 40), e marque a resposta correta.

(a) 6
(b) 7
(c) 8
(d) 9
(e) 10
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R:
24 32 402
12 16 20 |2
6 8 102
3 4 5

O MDC serd entdo: 23 = 8.
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EEE(FUZILEIRO NAVAL-2019) QUESTAO 36

Uma sala retangular, medindo 3,52m de largura e 4, 16 m de comprimento, tera seu piso total-
mente revestido com ladrilhos inteiros, quadrados e de mesma dimensao, sem que haja espago entre
os ladrilhos vizinhos. Os ladrilhos serdo escolhidos de modo que possuam o maior tamanho possivel.

Nessas condicdes, qual o tamanho maximo do lado do ladrilho?

(a) Maior de 10cm e menor de 15cm
(b) Maior de 15cm e menor de 20cm
(c) Maior de 20cm e menor de 25cm
(d) Maior de 25cm e menor de 30cm
(e) Maior de 30cm e menor de 35cm

R: Observe a tentativa de preenchimento abaixo:

° 352 cm

416 cm

Perceba que, como os ladrilhos sdo quadrados, precisaremos dividir 416 e 352 em comprimentos
iguais (perceba a transformacdo que fiz de metros para centimetros, multiplicando por 100). Para

descobrirmos o maior nimero que possa dividir ambos, basta calcularmos o MDC de 416 e 352:

416 352 |2

208 176 |2

104 88 |2
52 442
26 222
13 11

O MDC ent3o sera de 2° = 32. Logo, cada quadrado podera ter no maximo 32cm de lado, que esta
entre 30 e 35.
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EEE(EEAR-2002) QUESTAO 37

Assinale a alternativa falsa.

(a) Se dois numeros sdao primos distintos, entdo eles sdo primos entre si.
(b) Dois numeros primos entre si podem ser primos.
(c) Um numero par e outro impar podem ser primos entre si.

(d) Se dois numeros sdo primos entre si, entdo eles sdo necessariamente primos.

R: Comentemos alternativa por alternativa:

(a) Se dois numeros sdo primos distintos, entdo eles sGo primos entre si: de fato, isso é verdade.
Se p e g sdo primos distintos, p s6 tem dois divisores (1 e p) assim como q (divisores sao 1 e q).
Logo, o Unico divisor comum dois dois é 1, definicdo de nimeros primos entre si.

(b) Dois numeros primos entre si podem ser primos: Sim, podem! Quaisquer dois ou mais
primos serdo primos entre si. A exemplo, veja o 2 e 0 3; sdo primos e também sdo primos entre
Si.

(c) Um numero par e outro impar podem ser primos entre si: Podem, de fato! Acabamos de ver
um exemplo desses acontecendo: 2 e 3.

(d) Se dois numeros sGo primos entre si, entéo eles sdo necessariamente primos: Falso. Os

numeros 9 e 10 ndo sdo primos, mas sdo primos entre si.

EEE(EEAR-2002) QUESTAO 38

Vitor tem mais de 80 discos. Quando ele forma pilhas com 2 discos, sobra 1 disco; quando ele
forma pilhas com 3 ou 4 discos, também sobra 1 disco; quando ele forma pilhas com 7 discos, ndo
sobram discos.

O menor numero de discos que ele podera ter € um nimero
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(a) divisivel por 5
(b) multiplo de 6
(c) maior que 130
(d) menor que 120

R: Comecemos falando que N é o numero de discos de Vitor. Formar pilhas de 2 e sobrar 1 é o

mesmo que escrever:

N |2
| |—,eportanto:N:2q1+1,ouN—1 = 2q;.
qi

Analogamente, com as outras divisoes:

N |3
|—, e portanto: N =3q,+ 1,ou N — 1 =3q;.

1 q
N | 4
| |—, e portanto: N =4q3+1,ou N — 1 =4q;.
qs
N |7
|—, e portanto: N =7q4+0,0u N =7qy.
0 da
Veja entdo que N — 1 é multiplo de 2, 3 e 4. Logo, N — 1 deve ser multiplo do MMC entre 2, 3 e 4,
qgue é:
2 3 4|2
1 3 2
1 3 1|3
1T 1 1

O MMC &, entdo, de 22 - 3 = 12. Como ele tem mais de 80 discos, devemos achar o menor multiplo
de 12 que seja maior que 80. Podemos simplesmente escrever os nimeros até |a:
12,24,36,48,60,72,84. Porém, aqui vai uma técnica para fazer isso sem precisar escrever os
numeros exaustivamente.

Divida o nimero 80 por 12, diminua o resto de 80 e some 12. Sabe o porqué disso funcionar? E
porque quando diminuimos o resto de 80, encontraremos um numero divisivel por 12 MENOR que

80. Somando 12, portanto, encontraremos justamente o proximo, que além de ser divisivel por 12

80|£

8 6

sera maior que 80. Vejamos:
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Faca 80 — 8 = 72 e, finalmente, some 12: 72 + 12 = 84. Esse é o menor valor candidatoa N — 1.
Agora devemos utilizar o fato de que N é multiplo de 7. Dai, fagamos o seguinte. Comecaremos a
listar os multiplos de 12 a partir de 84, resolveremos para N — 1 e verificaremos se o N encontrado

é, de fato, multiplo de 7. Vejamos:

N —1| N | Edivisivel por 7?
84 85 NAO
96 97 NAO
108 | 109 NAO
120 | 121 NAO
132 | 133 SIM

Veja entdo que tudo se encaixa: 132 é multiplo de 12 e 133 é multiplo de 7. Logo, N = 133.

EEN(EEAR-2003) QUESTAO 39

Dois numeros primos entre si tém por produto 5184. Se o menor deles é a maior poténcia inteira
de 2, menor que 100, entdo o maior deles é

(a) uma poténcia de 5.
(b) uma poténcia de 3.
(c) multiplo de 11.

(d) multiplo de 7.

R: As poténcias inteirasde 2s30: 20 =1,21=2,22 =4,23 == 8,24 =16,2° =32, 2° = 64,
27 =128 que, pode-se ver, ultrapassa 100. Logo a menor poténcia inteira de 2 menor que 100 é 64.
O problema afirma que 64 é um dos fatores de 5184. Basta portanto dividir 5184 por 64:
5184 |64
64|81
0

Assim, temos 5184 = 64 - 81. O maior desses fatores é, entdo, 81 que é uma poténcia de 3.
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EEN(ESSA-2006) QUESTAO 40

O maior nimero pelo qual se deve dividir 243 e 391 para obter respectivamente os restos 3 e 7 é

Xx. Pode-se afirmar que o algarismo das dezenas de x é igual a:

(a) 2
(b) 8
(c) 2
(d) 6
(e) 4

R: Se o resto da divisdo de 243 por x é 3, entdo 240 é divisivel por x. Se o resto da divisdo de 391

por x é 7, entdo 384 é divisivel por x. Devemos encontrar entdo o mdc entre 240 e 384:

240
120
60
30
15
5

384
192
26
48
24
8

2

w N NN

Entdo o mdc entre 240 e 384 é x = 2% -3 = 16 - 3 = 48, cujo algarismo das dezenas é 4, como

requisitado.

EEN(ESSA-2007) QUESTAO 41

Em uma unidade do Exército, a soma do efetivo formado por soldados e cabos é 65. Em um deter-

minado dia, 15 soldados ndo compareceram ao expediente. Em consequéncia dessas faltas, o efetivo

de cabos ficou igual ao efelivo de soldados presentes naquele dia. Qual € o minimo multiplo comum

entre o numero total de soldados e cabos desta unidade militar?
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(a) 280
(b) 260
(c) 200
(d) 240
(e) 220

EEE(ESSA-2010) QUESTAO 42

Sep = i g i sendo p e g numeros inteiros positivos primos entre si, calcule p9.
375
2

(a) 415

(b) 154
(c) 158
(d) 815

(e) 16"

R: Fagamos primeiro a conta no denominador da fragdao. Vejamos:

1 1 543
375 _353
2 2
8
_ 5.3
2
I
~5.3.2
4
g
1
5.3.7
_ 4
~ 15
Dai temos:

_ 4 _ 49 _15
PrT T
3'5 15

2
p_15
q 4
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- . 15 . .
Como p e g sdo primos entre si e — ja estd em sua forma irredutivel, temosp = 15 e q = 4. Logo,

4
pd =15%
Gabarito: B
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2.2- [NDICE REMISSIVO
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Subtracdo de naturais, 10
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. . Sucessor, 7
Conjunto dos divisores, 16
Critérios de divisibilidade, 12 Teorema Fundamental da Aritmética, 15

Diferenga, 10
Dividendo, 10

Divisor, 10

Fator, 9

Fatoragado prima, 15

MDC, 39

Minuendo, 10

MMC, 40

Multiplicagdao de naturais, 8
Multiplo, 11

Numero composto, 14
Numero par, 7
Numero primo, 14
Numero impar, 7
Numeros naturais, 5

Numeros primos entre si, 40
Ordem, 12

Parcela, 6
Produto, 9

Quociente, 10

Representacao de numeros pares e impares, 7
Resto, 10
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