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Aula00:Elementosfundamentais,ângulos,
triângulos,congruência,semelhança,Teorema

detales
Antesdeiniciarmosonossocurso,vamosaalgunsAVISOSIMPORTANTES:

1)Comoobjevodeomizarosseusestudos,vocêencontrará,emnossaplataforma(Áreado

aluno),algunsrecursosqueirãoauxiliarbastanteasuaaprendizagem,taiscomo☜Resumos☝,☜Sli-

des☝e☜MapasMentais☝dosconteúdosmaisimportantesdessecurso.Essasferramentasde

aprendizagemirãoteauxiliaraperceberaquelestópicosdamatériaquevocêprecisadominar,

quevocênãopodeirparaaprovasemler.

2)EmnossaPlataforma,procurepelaTrilhaEstratégicaeMonitoriadasuarespecvaárea/con-

cursoalvo.ATrilhaEstratégicaéelaboradapelanossaequipedoCoaching.Elairáteindicarqual

éexatamenteomelhorcaminhoaserseguidoemseusestudosevaiteajudararesponderas

seguintesperguntas:

ⅫQualamelhorordemparaestudarasaulas?Quaissãoosassuntosmaisimportantes?

ⅫQualamelhorordemdeestudodasdiferentesmatérias?Porondeeucomeço?

Ⅻ☜Estousemtempoeoconcursoestápróximo!☝Possoestudarapenasalgumaspartesdocurso?

Oquepriorizar?

ⅫOquefazeracadasessãodeestudo?Quaisassuntosrevisarequandodevorevisá-los?

ⅫAquaisquestõesdeveserdadaprioridade?Quaissimuladosdevoresolver?

ⅫQuaissãoostrechosmaisimportantesdalegislação?

3)Procure,nasinstruçõesiniciaisda☜Monitoria☝,peloLinkdanossa☜ComunidadedeAlunos☝no

Telegramdasuaárea/concursoalvo.Essacomunidadeéexclusivaparaosnossosassinantes

eseráulizadaparaorientá-losmelhorsobreaulizaçãodanossaTrilhaEstratégica.Asmelho-

resdúvidasapresentadasnastransmissõesda☜Monitoria☝tambémserãorespondidasnanossa

ComunidadedeAlunosdoTelegram.

(*)OTelegramfoiescolhidoporseraúnicaplataformaquepreservaainmidadedosassinantes

eque,alémdisso,temrecursostecnológicoscompaveiscomosobjevosdanossaComuni-

dadedeAlunos.
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Oláesmadoaluno.Éumprazertê-loconosconestenovotrajetoparaoaprendizadodama-

temáca!SouoprofessorItaloMarinho,formadoemmatemácapelaUERJ;atuonoensinode

matemá caesicanoestadodoRiodeJaneirohá12anoscomenfoqueemconcursosmilitares.Me

especializeinaproduçãodemateriaisdidácosdentrodomesmoenfoque.

Amatemácaéumaciênciaconstante.Galera,elanãomuda.Ésempreamesma.Sabemoque,de
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fato,muda?Nossaperspecva.Nossoobjevoaquiéfazervocêmudaraformadeveramatemá ca.

Podeteracertezadequeaabordagemasertomadaaquiédiferentedequalquerexperiêncianegava

quevocê,estudante,possatervindoaternodecorrerdesuavidadeestudos.Aaeronáucacobra

elementospadronizadosemsuasprovas.Pretendofazervocêvisualizaressepadrãoe,aparrde

muitaprá ca,alcançarseusobjevos.Semmaisdelongas,vamosaoqueinteressa!

Fizemosumadivisãobastanteprecisadeeditalparavocê,aluno.Separamosamatemácaemtrês

grandespartes.AmatemácaI,amatemácaIIeamatemácaIII(atodalindaebelageometria).

Esselivroeletrônicotratará,claro,degeometria. Masdegeometriaparaconcursosmilitares,que

temumenfoquebastanteespecíco.Antesdevocêcomeçaraleressematerial,gostariadefazer

algumasressalvas.VocênãoencontrarámuitasquestõesEFOMMnesseprimeiromaterial,aula00.E

sabeoporquê?ÉporqueaEFOMMnãoulizaesseconteúdoaservistonessaaulacomochavedireta

paraasquestões.Elaulizaessesconceitoscomoferramentasparaoutrasresoluções(deáreas,

trigonometrias,etc).Então,cabeavocê,estudante,conarnasreuniõesfeitasaquieacreditarna

experiênciaquetenhoemsaladeaulaparaiden carospontosmaisbaixosdeumalunoquealmeja

acarreiramilitar.FaçatodososexercíciosindependentedeserounãodaEFOMM.Geometriase

aprendeassim.Então,vamoslá!

3

Italo Marinho Sá Barreto

Aula 00

Matemática III p/ EFOMM 2019 (Escola de Formação de Oficiais da Marinha Mercante)  Com videoaulas

www.estrategiaconcursos.com.br



4

Italo Marinho Sá Barreto

Aula 00

Matemática III p/ EFOMM 2019 (Escola de Formação de Oficiais da Marinha Mercante)  Com videoaulas

www.estrategiaconcursos.com.br



1.0F G P : ,

1.1E

Começaremosagoraonossoestudosobregeometria.Paratanto,precisaremosconhecerosseus

entesfundamentais,quenãosãomaisdoqueasformasbásicasqueconstroemtodaequalquer

gura.Existemtrêsentesfundamentaisparaageometriaeuclidiana1plana:

Acimavemos,naordem,oponto,aretaeoplano

Para conseguirmos visualizar melhor con-

ceitos como:

duas retas se intersectando;

menor distância de ponto a ponto;

menor distância de ponto a reta.

Mas para que serve?

.Umdosmaioreserrosaquiénegligenciaroes-

tudosdesseselementos.Oestudoeobomentendimentodamecânicadessasformaséincrivelmente

relevanteparanãoerrarmoscoisasbobasdepois.

Vocêpodeveressasformasnoseu

dia-a-dia,nosseusarredores.Estão

portodaaparte! Asparedesque

delimitamasuacasasãoexemplos

darepresentaçãodeumplano,assim

comoasquinasecantossãoexem-

plosderetasepontos.

Émuitoimportantequeentenda-

mosqueapesardeintui vas,nãohá

umadeniçãoespecícaparaosen-

tesfundamentais.Nãohácomoex-

plicaroqueseriaumponto,umareta

ouumplano.Podemos,porém,veri-

carsuaspropriedades,padrõesque

surgemquandosãoestudadosmaisa

fundo.AprovadaEFOMMfocadiretamentenessaspropriedades.
1Essenomederivadocriadordomodeloclássicodageometria,Euclides.
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Retaseplanoscomoconjuntos

Éexatamenteisso.Retaseplanossãoconjuntos,galera.Aquelesmesmosconjuntosqueaprendemos

láemálgebra!Daívocêpoderiameperguntarassim:☜masprof.,quaisseriamoselementosdesses

conjuntos?☝,eeumagicamenteterespondo:☜pontos

A
B

ツ

r

☝!

Representaçõesderetaeplano

Éissomesmo.Retaseplanossão

conjuntosdepontos! Pontos,são,

emgeral,iden cadosporumaletra

maiúsculadonossoalfabeto(comoM

ouP),enquantoretassãoidencadas

porumaletraminúscula(comorous).

Planos,porém,sãoiden cadosporle-

trasgregas(comooツ).Daí,nagura

aoladopodemosdizerqueAéumelementoderassimcomoBéumelementodeツ(istoé,A鰀r

eB鰀ツ).

Innitude

Retaseplanossãoinnitos.Issoquerdizerquevocênuncaconseguirádesenharumaretaouum

planoperfeitos.Vocêconseguiráapenasrepresentarumapartedeles.Naguraanterior,porexem-

plo,oquechamamosderetaré,naverdade,apenasumpedaçodareta

Mas prof, como
que isso cai 
na prova?

(poisaretamesmo,emsi,

éinnita).Omesmopodemosdizersobreoplano(éinnitoparatodasasdireções).

Calmaquejávamoschegarlá.Esseéumestudo

preliminarimportanssimoparapodermospros-

seguir. Denadavaiadiantarirmosdiretopara

os☜nalmentes☝senãoentendermoscomofun-

cionaabasedenossosestudos.Porenquanto,

foqueemaprendereentenderoqueestásendo

passado.Comeceaolharasgurasgeométricaseavisualizarospontos,asretas,issoérealmente

muitoimportante.Estouconandoemvocê!

Subconjuntosnotáveisdareta:semirretaesegmentodereta

Aretaé,talvez,oentefundamentalmaisimportantesdentreostrêsemtermosdeprovasmilitares.

Retasdeterminamladosdetriângulos,polígonos,ângulos,arestasdesólidosespaciais,etc.Retas
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A

estãorealmenteemtodasaspartes.Masàsvezes(namaioriadasvezes),nãoestamosinteressados

naretatoda,massimemum☜pedaço☝dela.Hádoissubconjuntosfundamentaisqueprecisamos

conhecer.

TemosnaguraumaretacomumpontoAqueapertence.

Ficabemclarodeseverquetalretacoudivididaemdois

pedaçosbastantedisntos.Acadaumdessespedaçosda-

mosonomedesemirretas.PercebaqueAéopontocomum

dessasduassemirretas;eleéchamadodeaorigemdessas

semirretas.

Percebatambémquesemirretasnãosãoinnitaspara

ambosossendos,masapenasparaumdeles(poisooutro

élimitadopelopontoA).

Consideremosagoraumoutropontosobreareta(um

pontodisntodeA

A

B

).

Agoraquetemosdoispontossobreareta,umoutrosub-

conjuntodelaapareceautomacamente.Seriaoconjunto

dospontosentre2osdoispontostomados,istoé,oconjunto

dospontosentreAeB.Aesseconjuntodepontos(subcon-

juntodareta)damosonomedesegmentodereta.Pode-

ríamosrepresentá-losemrecências,percebe?Porqueele

nãoéinnitoparaqualquersendoqueseja.Élimitadoem

ambos.Porissodizemosqueépossívelmedi-lo

Então os lados de
um triângulo são
segmentos de reta?

!

Vejaquenãodáparamedirocomprimentodeumareta

oudeumasemirreta(porquetêmextensãoinnita). Mas

umsegmentoderetadá!Podemosmedi-lonosulizandodasunidadesbásicasdecomprimento(o

metro,ocen metro,ouqualqueroutraunidadedecomprimento).

Sim,trata-sedeumexcelenteexemplo!Ape-

sardepareceróbvio,faráumaenormediferença

termosessanoçãodecabeça.Ah,aquivaiuma

dica:quandoquisermosnosreferiràretaque

contémumsegmentodereta,chamamosessa

retadearetasuportedosegmento.

2Aquilevareiemconsideraçãoquesejaintuivooquequerodizercom☜entreospontos☝.
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1.2P

Aquicomeçaremosaestudarsobreasposiçõesentredoisentesfundamentais.Focaremosno

pontoenareta.Oplanoserádiscudomaistarde,quandocomeçarmosanospreocuparcoma

terceiradimensão.

Háduasposiçõesrelavasadiscurmos:entrepontoeretaeentrepontoeponto.Analisemos

cadaumadelas.

A

B r

Pontoereta

Nadamaisdoquejásabemos.Naguraaolado

observamosumaretaredoispontos,AeB.Cada

umocupaumaposiçãorelavadiferenteemrela-

çãoàretar.IstoporqueA鰀reBｉ鰀r.Essas

sãoasduasúnicasposiçõesrelavaspossíveisen-

trepontoereta:ouopontopertenceàretaounãopertence.MuitasvezesleremosqueAestásobre

areta3,enquantoBnão.

Retaereta

Aquiprecisamoscarligados.Hátrêsimportantesposiçõesrela-

vasaqui,cobradascomextremafrequênciaemquestões.Preci-

samostomarbastantecuidadoaotentarmosentenderessescon-

ceitos.Vamoslá!

Hátrêsclassicaçõesimportantesquedevemosdaraduasretasemposiçõesrelavas:transver-

sais,paralelasecoincidentes4

A
r

s

.

ⅫRetastransversais5:Sãoretasquetêmexata-

menteumpontoemcomum,ouseja,intersectam-

seapenasumasvez(comoilustraa guraao

lado). VejaqueopontoAécomum(estáao

mesmotempo)tantonaretarquantonaretas.

Lembrando-nosdequeressãoconjuntosdepon-

tos,podemosdizerquer9s=A(ainterseção

entreosconjuntosreséopontoA).
3Expressãomuitoulizadaemquestões.
4Algumasbibliograasfamosasnegamaexistênciaderetascoincidentes;asbancasmilitaresaquiestudadas,porém,consideramessadeniçãoexistente.
5Tambémulizaremosmuitasvezesotermoretasconcorrentes
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r

s

ⅫRetasparalelas: Vamosdeixarclarauma

coisa:adeniçãoquevoupassarparavocêsaqui

somenteéválidaparaageometriaplana.Noes-

paçoadeniçãoaseguirnãoésucienteparaque

duasretassejamparalelas.Sabendodisso,vamos

àdenição:duasretas(nummesmoplano)serão

ditasparalelasquandonãoverempontosemco-

mum,istoé,quandonãoseintersectarem.Dizemosentãoqueasretasressãodisjuntas6,istoé,

quer9s=鮏(interseçãovazia,nãoháelementoscomuns).Paraarepresentaçãoderetasparalelas

uliza-seanotação:r//s

Observe o cubo acima e as retas re- 
presentadas pelas arestas vermelhas. 
Responda as perguntas seguintes:

1. Essas retas se intersectam em 
algum ponto?

2. Essas retas são paralelas?

.

ⅫRetascoincidentes

rqs

:Sãoretasquepossuem

maisdeumpontoemcomum.Naprá ca,quando

duasretastêmmaisdeumpontoemcomum,

signicaquesãonaverdaderepresentaçõesda

mesmareta.Vejanaguraabaixo:

As☜duas☝retasrepresentadasnagura☜estão

umasobreaoutra☝,fazendocomquesejamna

verdadearepresentaçãodamesmareta.Sãore-

presentadaspor:rqs.

ⅫRetasperpendiculares:Sãoposespeciais

deretastransversais. Dizemosqueduasretas

sãoperpendicularesquandointersectam-sefor-

mandoumânguloreto7.Anoçãodeperpendicu-

larismoguradentreasmaisimportantesdetoda

ageometria.

Vejaaseguirumparderetasperpendiculares:

6Termoulizadonoestudosdeconjuntosquandonosreferimosaconjuntosquenãotenhaminterseçãoentresi.
7anoçãodeânguloseráexplicadanapróximaseção
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r

s
Trata-sederetasconcorrentesporémcomaes-

pecicidadedeformaremumânguloretoentre

si,comofoidito.Algunstextosulizarãootermo

ortogonalparasereferirataisretas;caberessal-

taraqui,porém,queotermoortogonaltemsig-

nicadoumpoucomaisamplo,eserádiscudo

quandopassarmosaconsideraraterceiradimen-

são.Ulizaremososímboloßparaindicarper-

pendicularidadeentreduasretas,ouseja:rßslê-se☜réperpendicularas

Pertence à reta

Não pertence
à reta

Transversais 
(concorrentes)

Paralelas

Coincidentes

P
O
SI
Ç
Õ
ES
 R
EL
A
TI
V
A
S 
P
LA
N
A
S

PONTO E
RETA

RETA E
RETA

☝.

Terminamosassimoestudodasposiçõesrelavasnoplano.Vejaerevejaesseconteúdoatévocê

teracertezadequeentendeuasdeniçõesquepasseiparavocê(nãoseesquecendonuncadeque

partedessacertezasóseráacomedaquandoformosfazerasquestões).
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2.0Â

2.1C

Começaremosentãoonossoestudosobreângulos.Ângulossãonossossegundoselementosa

seremmedidos,vistoquejáaprendemosquesegmentosderetatambémtêmmedida(decompri-

mento).Muitaatençãodeveserdadaaessetópico,ângulossãoanossaentradaparaapartemétrica

denossosproblemas.

Deniçãoenotações

r

s
A

O

B

サ

Umângulonadamaiséqueaguraformadapelauniãodeduassemirretas(chamadasdelados)de

mesmasorigens.

Vejaabaixooexemplodeumângulo:

Na gura,vemosduassemirretas,representadasporres.Não

apenasaaberturaentreasretasmassimaguratodaéconside-

radaoângulodefato.Vejaqueambastêmamesmaorigem(o

pontoO).Numângulo,aorigemcomumàssemirretaséchamada

devércedoângulo.Demodomaissimples:vérceéo☜bico☝do

ângulo.NonossoexemplooângulotemvérceO.Hádiversas

notaçõesangulares,easprovascostumamserbastantediversas

nesseponto.Citoaquiasprincipaismaneirasdenotarmosumângulo(ulizareiaguraanteriorpara

osexemplos):

Ⅻ℃O:Notaçãoquefocanovércedoângulo.Casohajaângulosadjacentes1

r

s

O

t

nomesmovérce,

essanotaçãonãoéamelhor,poistrazambiguidade.Vejaumexemplodessaambiguidade:

1Denidomaisàfrente.
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Suponhaqueeupeçaquevocêolheparaoângulo℃Onaguraanterior.Paraqualânguloque

vocêolharia?Hápossibilidadesmúlplas,correto?Portanto,essanãoéamelhornotaçãopara

ocaso.

Ⅻ0AOB:Notaçãoqueenfazaassemirretasdoângulo.Nãogeranenhumpodeambiguidade.

ⅫA℃OB:Notaçãoquaseidêncaàanterior,mudaapenaspelaformadeescrita.

ⅫMuitasvezesoânguloteráumnomejáescritonagura.Emnossocaso,porexemplo,trata-se

doânguloサ.

Medidasangulares

Eaí,comoseráquemedimosumângulo?Háduasmaneirasdemedirmos,essencialmente.Umaé

ulizandooradiano,quenãoveremosatéfalarmosdearcos.Aoutra,queulizaremosagora,éo

grau.Masentão,oquevemaserumgrau?Vamosaoentendimento.

Dividaabordadeumcírculo2em360partes,como

ilustraaguraaolado.Agoraconsidereduassemirretas

parndodoseucentro.Amedidadoânguloformado

seráaquandadededivisõesentreasduassemirretas.

Nonossoexemploaoladohá60divisõesentreumase-

mirretaeaoutra.Dizemosentãoquetrata-sedeum

ângulode60graus(escreve-se60⁸).Umgrau,então,

éamenordivisãofeitadentreas360divisões.Umân-

gulode45⁸éentão,porexemplo,umânguloemque

couberam45

r

s
1⁸

divisõesdeumgrau.Essaéaformamais

recorrenteparaamedidadeumângulo.

Vemosaoladoarepresentaçãodeumângulode

1⁸. Seconstruíssemossucessivamente,aparrde

cadaladodosângulos,umângulode1⁸,precisaríamos

de360construçõesparacobrirtodoocírculo.Dessa

forma,todoequalquerângulopodesermedidoaparte

deumacomparaçãode☜quantosângulosde1⁸cabem

emseuinterior,parndodomesmovérce☝.Veremos

aseguiralgunsângulosespeciaisquemerecemdesta-

que.

2Círculossãogurasimportanssimasqueserãoestudadasnasaulasseguintes.
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Ângulo de 
uma volta (360°)

Ângulo de
270°

Ângulo de meia-volta
ou ângulo raso (180°)

Ângulo reto
(90°)

Ângulo nulo
(0°)

O

A

B

C

D

Ângulosconsecuvos

Sãoângulosquepossuemomesmovérceeumasemirretaemco-

mum.Noexemploaolado,osângulos0AOBe0BOCsãoexem-

plosdeângulosconsecuvos(poistêmomesmovérceOetêm

umasemirretaemcomum,queseriaasemirretaBO).Osângulos

0AOCe0BOCtambémsãoconsecuvospelosmesmosmo-

vos.Jáosângulos0AOBe0CODnãosãoconsecuvos,pois

apesardeparremdomesmovérce,nãotêmumladoemco-

mum.Seguemmaisalgunsparesdeângulosconsecu vos:0BOC

e0COD;0AOCe0COD;0AODe0BOD;0AOBe0BOA;

etc.Veremosaseguiroutropodeânguloparecidocomosângu-

losconsecuvos,mascomumadiferençaessencial.Vamosaele.

Ângulosadjacentes

Sãoângulosconsecuvossempontosinteriores3emcomum,ouseja,ângulosquenãoseauto-

intersectem.Parapodermosadquirirumaboaintuiçãodequeissosignica,precisaremosdeuma

demonstraçãovisualdoquequerodizer.Muitaatençãoentãonoexemploaseguir.Separareialguns

ângulosdeuma gura,evamostentariden caraquelesquesãoadjacenteseaquelesquenão.

Lembre-sedeobservarbemadeniçãoedeternacabeçaanoçãodeângulodeumaformabem

clara.Vamoslá!

3Esseconceito(odepontointerior)nãoserádenidoformalmente,porseraltamenteintuivo.

13

Italo Marinho Sá Barreto

Aula 00

Matemática III p/ EFOMM 2019 (Escola de Formação de Oficiais da Marinha Mercante)  Com videoaulas

www.estrategiaconcursos.com.br



Na gura,hátrêsângulos:umazul(que

seriaoânguloサou0AOB),umvermelho

(queseriaoânguloザou0BOD)eumverde

(queseriaoânguloシou0AOD).Antesde

destacá-losesepará-los,estavamtodosem

umamesmagura.Dizemosentãoqueoân-

guloazuléinterioraoânguloverde,assim

comooângulovermelhotambémoé.Eles

sãointerioresaoverdeporquetêmpontos

interioresemcomum.Percebaqueomesmo

nãoaconteceentreosângulosvermelhoe

azul.Estesângulosnãotêmpontosinterio-

resentresieportantosãoosúnicosadjacen-

tesdagura.

Pergunta,vamoslá:osângulos0AOBe

0AODsãoconsecuvos?Eadjacentes?

Elessãoconsecuvos,porquetêmmes-

mosvér cesetêmumladoemcomum,po-

rém,nãosãoadjacentes,porqueapesarde

consecuvos,têmpontosinterioresemco-

mum;issofereadenição.Entãoapesardeconsecuvos,acabamnãosendoadjacentes.

(EEAR-2002)QUESTÃO1

Éfalsoarmar:

(a)SeA℃OBéumânguloraso,então
#     ☝
OAe

#    ☝
OBsãosemirretasopostas.

(b)SeA℃OBéumângulonulo,então
#     ☝
OAe

#    ☝
OBsãosemirretasopostas.

(c)Doisângulosadjacentes,cujosladosnãocomunssãosemirretasopostas,somam180⁸.

(d)Doisângulosadjacentessãosempreconsecuvos.
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Trata-sedeumaquestãoemqueinevitavelmenteteremosdeanalisaralternavaporalternava.

Demosumaolhadaentão:

Alternava(a):SeA℃OBéumânguloraso,então
#     ☝
OAe

#    ☝
OB

OA B

sãosemirretasopostas.

Alternavaverdadeira.VejaquenaguraaoladoA℃OB

éumânguloraso,semirretasemoposição.Casoassemirre-

tasnãosejamopostas,necessariamenteoângulonãomedirá

180⁸.

Alternava(b):SeA℃OBéumângulonulo,então
#     ☝
OAe

#    ☝
OBsãosemirretasopostas.

Alternavafalsa.Acabamosdediscurisso.Seassemirretasquepartemdovércedeumângulo

sãoopostas,entãooânguloéraso,nãonulo.Paraoângulosernulo,énecessárioqueassemirretas

tenhamsendosiguais,nãoopostos.

Alternava(c):Doisângulosadjacentes,cujosladosnãocomunssãosemirretasopostas,somam

180⁸

OA B

C

サ ザ

.

Alternavaverdadeira.Observeosângulosda guraao

lado.Vejaqueosângulos0AOCe0BOCsãoadjacentes

(poissãoconsecuvosenãotêmpontosinterioresemco-

mum).Vejatambémqueambostêmassemirretasnãoco-

munsopostas,queseriamassemirretas
#     ☝
OAe

#    ☝
OB.Issonos

dizque0AOBéumângulorasoeportantoサ+ザ=180⁸.

Alternava(d):Doisângulosadjacentessãosempreconsecuvos.

Sim,fazpartedadeniçãodeângulosadjacentes.Paraquedoisângulossejamadjacenteseles

têmdeserconsecuvos(enãoterempontosinterioresemcomum).Alternavaverdadeira.

Gabarito:B

Ânguloscomplementares

Galera,aquivaiumaconvençãoquefaremosdeagoraemdiante:todasasvezesqueforemulizada

expressõescomosomarousubtrairângulos,estareimereferindoàmedidadoângulo.Façoissopra

nãoterdefalarmedidatodasasvezesemqueformereferiraumaoperação.

Poisbem,àdenição:doisângulosserãoditoscomplementaresquandosomarem90⁸,istoé,

quandocompletaremumânguloreto.Osângulosde20⁸e70⁸sãoexemplosdeânguloscomple-

mentares(pois20⁸+70⁸=90⁸).

Sejamagoraサeザdoisânguloscomplementares.Entãoサ+ザ=90⁸,edaíザ=90⁸"サ.

Issonosdizque,paracalcularmosocomplementodeumânguloサ,bastacalcularmos90⁸"サ.
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A

B

C

サ

90⁸"サ

O

Vemosaoladoarepresentaçãodedoisângulosadjacentescom-

plementares:サe90⁸"サ.Importantevocênotarquetrata-se

deumarelaçãosimétrica:podemosdizerque0AOBéocom-

plementode0BOCassimcomopodemosdizerque0BOCéo

complementode0AOB.Emambososcasosoqueimportade

fatoéque0AOB+0BOC=90⁸.

Valetambémdizerque45⁸éoúnicoânguloqueécomplemento

desimesmo.Consegueveroporquê?

Ângulossuplementares

Adeniçãoéquasequeamesmadeânguloscomplementares.Aúnicadiferençaéqueparaosângu-

lossuplementaresasomadeveserde180⁸.Entãodoisângulosserãoconsideradossuplementares

quandoasomadosdoisresultaremumânguloraso(180⁸).Comoexemplo,valeque120⁸e60⁸são

ângulossuplementares,vistoque120⁸+60⁸=180

OA B

C

サ180⁸"サ

⁸

Quandodoisângulosサeザsãosuplementares,valeque

サ+ザ=180⁸,comojásabemos.Logoザ=180⁸"サ.Issonos

dizquequandoquisermoscalcularosuplementodeサbas-

tarácalcularmos180⁸"サ.Aoladovemosasituaçãopadrão

dedoisângulosadjacentessuplementares.Comovimosem

exercícioanterior,assemirretasnãocomunssãonecessaria-

menteopostas(
#     ☝
OAe

#    ☝
OB).

(EEAR-2018)QUESTÃO2

Ocomplementodosuplementodoângulode112⁸mede

(a)18⁸

(b)28⁸

(c)12⁸

(d)22⁸
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Comoqueremoscalcularocomplementodosuplemento,oidealéprimeirocalcularmososuple-

mento.Osuplementode112⁸é180⁸"112⁸=68⁸.Queremoscalcularocomplementodesseângulo.

Logo,bastacalcularmos90⁸"68⁸=22⁸.

Gabarito:D

Ângulosreplementares

Sãoângulosquesomadosresultamem360⁸,comoopar270⁸e90⁸.Oreplementodeumânguloサ

é360⁸"サ,inteiramenteanálogoaoqueconcluímosanteriormenteparaânguloscomplementares

esuplementares.Ângulosreplementaresentão,quandosomados,resultamemumângulodeuma

volta.

ab

c d

ab

c d

t

r

s

Ângulosemretasparalelascortadasportransversal

Algunsângulosimportanssimosaparecem

quandocortamosduasretasparalelascom

umaretatransversal.Aolado,vemosoitoân-

guloselementares:a,b,c,d,a▋,b▋,c▋ed▋.

Começareiagoraaatribuiralgunsnomesque

serãoulizadosnodecorrerdetodasasnos-

saspróximasaulas.Vamosentãoaessesno-

mes:

ⅫÂnguloscolateraisinternos:Seriamosângulosced,assimcomoosângulosa▋eb▋.Ambosos

parescitadossãoânguloscolateraisinternos.Dizemosquesãocolateraisporquetêmumlado

emcomum(aquelesobrearetat).Esãointernosporqueestãodentrodaregiãodelimitadapelas

retasres.Suacaracteríscaprincipaléquesãosempresuplementares,istoé:c+d=180⁸e

a▋+b▋=180⁸(podendoserpercebidoporanáliseimediatadagura).

ⅫÂnguloscolateraisexternos:Seriamosângulosaeb,assimcomoosângulosc▋ed▋,análogoao

anterior.Nessecasosãoexternosporqueestãoforadaregiãodelimitadapelasretasres.Sua

caracteríscaprincipaléquesãosempresuplementares,istoé:a+b=180⁸ec▋+d▋=180⁸.

ⅫÂnguloscorrespondentes:Háquatroparesdeânguloscorrespondentesnagura:aea▋,beb▋,

cec▋,ded▋.Suacaracteríscaprincipal4équetaisparestêmmesmasmedidasangulares,isto

é:a=a▋,b=b▋,c=c▋ed=d▋.
4Trata-sedeumfatoaxiomáco,istoé,nãosedemonstra.Éumfatoqueésimplesmenteaceito,semanecessidadedejuscavas.
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ⅫÂngulosopostospelovérce(OPV):Essessãobastantefamosos!Hátambémquatropares:a

ec,bed,a▋ec▋,b▋ed▋.Percebaquetodoselessãodefatoformadospelomesmovérce,

massãoopostosemrelaçãoaele.Acaracterís camaisimportantedosângulosopostospelo

vérceéquetêmmedidasiguais,assimcomooscorrespondentes.Entendamosoporquêdisso.

Vejamosporexemploosângulosaec.Comoconseguiríamosprovarquesão,defato,iguais?

Bom,vejaqueosângulosaebsãosuplementares,eportantoa+b=180⁸.Daí,a=180⁸"b.

Agoraobserveosângulosbec.Sãosuplementarestambém,correto?Então,b+c=180⁸,e

portanto,c=180⁸"b.Logoa=c,vistoqueambososângulossãoiguaisa180⁸"b

Então ângulos corres-
pondentes e os OPV 
são sempre iguais?

.Aprova

paraosoutrosparesdeângulosOPVsedádemodoanálogo.

Issomesmo!Viuânguloscorresponden-

tesouopostospelovérce,podedizerque

sãoiguaissemmedodeserfeliz!Tomecui-

dadoporémparanãosairachandoquetudo

éOPVoucorrespondente,vocêpodeacabar

errando.Temqueseguirdireinhoadeni-

çãoqueeutedei,etera guranacabeça.

Assimnãotemerro.Tranquilo?Vamosdarprosseguimentoentão!

ⅫÂngulosalternosinternos:Tambémsuperfamosos!Sãoosparescea▋,deb▋.Assimcomo

osOPVeoscorrespondentes,elestambémsãoiguaisentresi.Vejamosoporquê.Considere

osânguloscea▋.Porqueelesseriamiguais?Então,observequecec▋sãocorrespondentes.

Então,c=c▋.Masc▋éOPVcoma▋,logoc▋=a▋eportanto,c=a▋,provandooquequeríamos.

ⅫÂngulosalternosexternos:Superanálogosaosalternosinternos.Sãoospares:aec▋,bed▋.

Sãoiguais,sempre.Asrazõessãoasmesmasparaângulosalternosinternos.

Vemosentãoque,comoilustraaguraao

lado,temosummontedeângulosiguais.Per-

cebaqueosverdessãoiguaisentresiassim

comoosvermelhostambémsão.Tentejus-

caoporquêdessesângulosseremiguaisba-

seadonoquevimosnessaseção;vocêestu-

dante,seajudarámuitosejásouberessesân-

guloscomanomenclaturacorreta,decabeça.

Estareicontandocomisso,nãoseesqueçadisso!
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Bissetriz

サ

サ

r

Rapaz,quedeniçãoimportantefaremosagora.Você,estudante,provavelmenteconheceessenome

dealgumlugar.Vamosdarumaclareadanadeniçãodebissetriz.

Chamamosdebissetrizaretaquedivideumângulo

emduaspartesdemesmasmedidas5.Veja,então,a-

guraaolado,ondetemosaretarexercendopapelde

bissetriz.Vejaqueela,defato,divideoângulodeseu

vérceemduaspartesiguais(medindoサ

Para resolvermos problema que 

envolvam:

Teorema da bissetriz (interna e externa);

Incentro;

Construções com bissetrizes.

Mas para que serve?

).

Porora,nãofalaremosmuitomaissobrebissetrizes.

Porém,posteriormente,essaseráumaconstruçãogeo-

métricamuitoimportante.Tenhaessadeniçãonaca-

beça.Precisaremosmuitomesmodela.Tudobem,en-

tão?Tudotranquilo?

Declaroentãoessaparteangular

quasenalizada,jájápoderemosfa-

larsobretriângulos.Vimosbastante

coisanessecapítulo.Vimosasde-

niçõesprincipaisdeângulos,algu-

masclassicações,algunsnomeses-

peciais,todosnomesquecaemem

suaprova.Por m,veremosaseguir

maisduasclassicaçõesimportan-

tes. Muitasvezesestaremosinte-

ressadosemseumângulotemme-

didasuperiorouinferioraumân-

guloreto(90⁸).Daíasnovasclassi-

cações,quedaremosagora.

Ângulosagudoseobtusos

Deniçãosupersimples:ângulosagudossãoângulosmenoresqueumângulode90⁸,enquantoân-

gulosobtusossãoângulosmaioresqueumângulode90⁸.Sãotermosulizadoscombastantecons-

tância,quedevemosreconhecerprontamentequandosurgirem.

5Adeniçãomaisprecisadebissetrizéadequebissetrizéumlugargeométrico.Nãoentraremosnessepontoaqui,masposteriormenteserámencionado.
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(EEAR-2000)QUESTÃO3

Na guraBA5EF.AmedidadeXé:

(a)105⁸

(b)106⁸

(c)107⁸

(d)108⁸

R:
r s

42⁸

52⁸

サ

ザ

シ
ゼ

Observeailustraçãoabaixo.

Da guraquenosfoiapresentada,traçamosduasretasparalelasaABeEF,queseriamasque

representeicomores.Essasduasretas☜quebraram☝oângulode96⁸emdoispedaços(サeザ),eo
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ânguloXemdoispedaçostambém(シeゼ).Percebaqueサe42⁸sãoalternosinternos,eportanto

サ=42⁸.Mascomoサ+ザ=96⁸,temos42⁸+ザ=96⁸eportantoザ=96⁸"42⁸=54⁸.Atéaí,

tudobeleza?

Vejatambémqueザéalternointernocomシ,eportanto,ザ=シ.Logoシ=54⁸.Masvejatambém

queゼe52⁸tambémsãoalternosinternos!Portantoゼ=52⁸edaíoângulopedido,X,vale:

X=シ+ゼ=54⁸+52⁸=106⁸.

Aquivai,porém,umaformamaissimplesderesolvermos.Resolveremospormeiodeumteorema

conhecidocomoteoremadobico

42⁸

52⁸

96⁸

X

.Vamosentendê-lo.Observeagurainicialdoproblema:

Esseteoremasófuncionaquandoasretaslateraisquedelimitamasuagurasãoparalelas.Nesse

caso,oproblemadefatoarmouseremparalelas.Entãopodemosusaroteoremadobico.O

teoremadobicodizqueseumapoligonal6fordesenhadacomextremidadessobreduasretas

paralelas,asomadosângulosqueolhamparaumladoseráigualàsomadosângulosqueolham

paraooutro.Emnossaquestão,então,podemosverqueosângulos42⁸eXolhamparacima

enquanto96⁸e52⁸olhamparabaixo.Logo:42⁸+X=96⁸+52⁸,eportanto

X=148⁸"42⁸=106⁸.

Gabarito:B

(EEAR-2003)QUESTÃO4

Nestagura,asretasressãoparalelasentresi.
Osvaloresdex,yezsão,respecvamente
6Sequênciadesegmentosderetacomumaextremidadecomum.
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(a)23⁸45▋,85⁸e95⁸.

(b)25⁸,90⁸e90⁸.

(c)23⁸7▋5▋▋,95⁸e85⁸.

(d)26⁸15▋,85⁸e95⁸.

R: Vejaqueosângulosdexe3x"10⁸,juntos,formamumângulocorrespondenteaoângulode

85⁸.Então:

x+3x"10⁸=85⁸

4x=85⁸+10⁸

4x=95⁸

x=
95⁸

4

x=23,75⁸.

Temosentãoquex=23,75⁸,istoé,23grauscomadicionais0,75graus.Parapassarmosesse

excedenteparaminutos7,bastamulplicarpor60.Então:0,75⁸=60·0,75=45▋(45minutos).

Entãox=23⁸45▋.

Vamosayez.Vejaqueyéalternoexternocom85⁸,eportantoy=85⁸.Por m,zéumângulo

suplementara85⁸;portantoz=180⁸"85⁸=95⁸.

Gabarito:A

7Grausfuncionamcomohoras,quandocomparadosaminutos.Umgrauequivalea60minutoseumminutoequivalea60segundos.
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(EEAR-2003)QUESTÃO5

Sejaサumânguloagudo.Sesomarmosamedidadeumânguloretoàmedidadeサe,emseguida,

subtrairmosdessasomaamedidadosuplementodeサ,obteremossempreamedidadeumângulo

(a)nulo,qualquerquesejaamedidadeサ.

(b)reto,qualquerquesejaamedidadeサ.

(c)agudo,desdeque45⁸<サ<90⁸.

(d)raso,desdequeサ<45⁸.

R: Primeirosoma-seumânguloretoaサ,chegandoa90⁸+サ.Emseguidasubtrai-seamedidado

suplementodeサ.Osuplementodeサé180⁸"サ,logo,subtraindoessamedidade90⁸+サ,

obtém-se:

90⁸+サ"(180⁸"サ)=90⁸+サ"180⁸+サ

=2サ"90⁸.

Agorafaçamosaanálisedosvaloresquepodemserobdoscom2サ"90⁸.Primeiro,ângulosaqui

sãoposivos.Logo:

2サ"90⁸>0

2サ>90⁸

サ>45⁸.

Emseguida,analisemosquandoqueesseângulotorna-sereto.Paraisso,bastaigualarmostal

ânguloa90⁸.Assim,temos:

2サ"90⁸=90⁸

サ=90⁸.

Como2サ"90⁸écrescente,seサ>90⁸,oânguloseráobtuso;porém,seサ<90⁸,seráagudo.Veja

entãoqueparaoânguloseragudo,devemosterサ<90⁸eサ>45⁸(paragaranrqueseja

posivo).Logoseráagudose45⁸<x<90⁸.

Gabarito:C
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(EEAR-2016)QUESTÃO6

Osângulos℃Ae℃Bsãocongruentes.Sendo℃A=2x+15⁸e℃B=5x"9⁸.Assinaleaalternavaque

representa,corretamente,ovalordex.

(a)2⁸

(b)8⁸

(c)12⁸

(d)24⁸

R: Como℃Ae℃Bsãocongruentes,devemoster:

2x+15⁸=5x"9⁸

2x"5x="9⁸"15⁸

"3x="24⁸

x=8⁸.

Gabarito:B

(EEAR-2002)QUESTÃO7

Duasretasparalelassãocortadasporumatransversal,demodoqueasomadosângulosagudos

formadosvale144⁸.Entãoadiferençaentreasmedidasdeumânguloobtusoedeumagudoé

(a)85⁸

(b)92⁸

(c)108⁸

(d)116⁸

R: Desenharumaboaguranessaquestãoéessencial.Nãoquetentandofazerdecabeça,não.

Mesmoqueconsiga,nãoéesseopropósitoaqui.Vamosentãodarumaolhadanaguraque

resolveesseexercício.
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サ

サ

サ

サ

Comosãoquatroângulosagudosquesomam144⁸,temos:

サ+サ+サ+サ=144⁸

4サ=144⁸

サ=36⁸.

Osuplementode36⁸éoângulo180⁸"36⁸=144⁸.Daíadiferençaentreoânguloobtusoeo

agudoé:144⁸"36⁸=108⁸.

Gabarito:C

(EFOMM-2005)QUESTÃO8

Doisbarcosnavegamemdireçõesperpendiculares.Atrajetóriadeumdelesformaumângulode

18⁸24▋comadireçãoindicadapelaagulhadabússola,indicandoonorte.Qualéamedidadoângulo

agudoformadopelatrajetóriadooutrobarcoepeladireçãoindicadapelaagulhadabússola?

(a)41⁸36▋

(b)51⁸36▋

(c)71⁸36▋

(d)75⁸36▋

(e)79⁸36▋

R: Montandoasituação,temosoânguloサ=18⁸24▋formadopelassemirretasdatrajetóriaeda

bússoladonaviohorizontal,eoânguloザ,formadopelatrajetóriadonaviovercaleadireçãoda

agulhadabússola.Vejaarepresentaçãonaguraabaixo:
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Comoサeザsãocomplementares,ザ=90⁸"18⁸24▋=71⁸36▋.

Gabarito:C

(AFA-2001)QUESTÃO9

Sejamresretasparalelas.Amedidadoânguloサ,naguraabaixo,é

(a)115⁸

(b)125⁸

(c)135⁸

(d)145⁸

R: Observeagura,naqualdestaqueioânguloyeseuOPVimediato.
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50⁸

y y

40⁸

サ"y

ササ"y

Então,peloTeoremadoBico,podemosarmarquey=50⁸+40⁸=90⁸.Vejatambémque,na

direitadagura,oânguloサ"yreaparececomseualternointerno,tornando-secolateralcomサ.

Portanto(サ"y)+サ=180⁸.Vistoquey=90⁸:

(サ"y)+サ=180⁸

サ"90⁸+サ=180⁸

2サ=180⁸+90⁸

2サ=270⁸

サ=135⁸.

Gabarito:C
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3.0T

3.1E

A

サ

ザ

シ

r

s

t

サ

ザ

シ

B

C

Eisentãoquecomeçamosafalardas gurasmaisimportantesdetodaageometriaplana:os

triângulos.

Triângulossãoaformamaissimplesdepolígonos,gu-

rasqueposteriormentediscuremosdemodomaisgeral.

Essencialmenteoquedevemosentenderagoraéquetri-

ânguloéaguraformadaedeterminadaportrêssegmen-

tosderetacomvércesmutuamentecomparlhados.Ao

ladovemosumtriângulocomtodososseuselementos

maisimportantes.Falaremosaseguirdecadaumde-

les,explicandoosseusfuncionamentos,suasdenições,

esuaspropriedadesmaisimportantes.Devemostomar

muitocuidadocomessasdenições,apesardesseassuntoserrela vamentefácil.Vamoslá!

ⅫVérces:sãoospontosnão-colinearesA,BeC.Umtriângulo,comopodeserpercebido,sempre

têmtrêsvérces.

ⅫLados:sãoossegmentosderetacomextremidadesnosvérces.Essadeniçãosomenteéválida

paratriângulos.Polígonoscommaisdetrêsladosserãovistosnaspróximasaulas.Emnossa

gura,sãoladosossegmentos:AB,ACeBC.Asretasr,setsãoasretassuportesdesses

lados.

ⅫÂngulosinternos:Sãoosângulosinternosaotriânguloformadospelosseuslados.Emnossa

gura,seriam:サ,ザeシ.

ⅫÂngulosexternos:Sãoosângulossuplementaresadjacentesaosângulosinternosdotriângulo.

Emnossagura,seriam:サ▋,ザ▋eシ▋.

ⅫRegiãotriangular:Éosubconjuntodoplanodelimitadopeloslados.Nagura,seriaaregião

azuladainterioraotriângulo.

Percebaentãoqueexistemdoisposdeângulosemtriângulos:osângulosexternoseosângulos

internos.Elessãosuplementaresadjacentes,vêissonasguras?
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Então um ângulo in-
terno somado com o
seu externo, sempre
dá 180°?

Issomesmo!Sevocêsabeovalordeumdeles,o

outroserácomcertezaosuplementardessevalor.

Issovalenãosóparatriângulos,masparapolígo-

nosquaisquer,comoveremosnasaulasseguintes.

Veremosqueexistemdiversosatalhosparaachar-

mosângulosquedependemjustamentedessano-

ção.Excelente!

Faladodisso,vamosdarumaolhadaagoranoteoremaangularmaisimportantedetodaageome-

triaplana,semsombradedúvidas.

3.2R

A

サ

ザ

シ

B

C

Somadosângulosinternos

Observeotriânguloaolado.Suponhaquedesejemoscal-

cularサ+ザ+シ.Comopodemosprosseguirparaencontrar-

mosumresultadodefato?

Poisbem,esseé,comojádito,umdosteoremasmais

importantesdetodaageometriaesemsombradedúvidas

épelomenosoangularmaisimportante.Vamosmostrara

seguirqueessasomasempreéiguala180⁸

A

サ

ザ

シ

B

C

a

b
c

.

Trace,passandoporC,umaparalelaaAB,

comoilustraaguraaolado.Prolonguetam-

bémosladosBCeAC.Vejaqueformaram-se

osângulosa,becnaturalmente,evejaque

a+b+c=180⁸.

Masvejatambémqueaeサsãoânguloscor-

respondentes,assimcomoceシ.Logoa=サ

ec=シ.VistoquebeザsãoOPV,temosnal-

mentequeb=ザeportantoサ+ザ+シ=180⁸.

Portanto:

Asomadosângulosinternosdeumtriânguloésempreiguala180⁸.
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A

サ

ザ

シ

r

s

t

サ

ザ

シ

B

C

Somadosângulosinternosnão-adjacentes

Olhemosnovamenteanossa gurainicial.Veja

queサ▋+サ=180⁸,eportantoサ▋=180⁸"サ.

Certo,mastambémsabemosqueサ+ザ+シ=

180⁸,eportantoザ+シ=180⁸"サ.Orasetanto

サ▋quantoザ+シsãoiguaisa180⁸"サ,então

サ▋=ザ+シ.Vejaqueザeシsãojustamenteos

ângulosinternosdeðABC(triânguloABC)que

nãosãoadjacentesaサ▋.Então,ésemprever-

dadequeumânguloexternoqualquerdeumtri-

ânguloserásempreasomadasmedidasdosân-

gulosinternosnão-adjacentesàqueleânguloex-

terno.Paraessetriângulo,porexemplo,podemosdizerque:サ▋=ザ+シ,ザ▋=サ+シeシ▋=サ+ザ.

Essapropriedadeéumgrandeatalhoparaaresoluçãodequestõesdiversas.Veremosnosexercícios.

3.3C

Imaginetrêsmedidasparaosladosdeumtriângulo.Sériomesmo,imagine.Imaginetrêsnúmeros

posivoseassumaqueessesnúmerossejamasmedidasdosladosdeumtriângulo.

Muitobem,aperguntaé:seráqueessetriânguloquevocêimaginouexiste?Seráqueexisteum

triângulocomlados7,9e11?Ou11,20,35?Paraanalisarmosessascondições,devemosulizaro

quechamamosdecondiçãodeexistênciatriangular.Vamosentãoaoconceito.

Paraqueumtriânguloexista,bastaqueasomadedoisladosquaisquersempresupereoterceiro.

issonosdiz,porexemplo,queexisteoprimeirotriângulosugerido,delados7,9e11;issoporquea

somadequaisquerdoisladossuperaráorestante.Vejaque7+9=16,quesupera11;7+11=18,

quesupera9;e9+11=20,quesupera7.

Porém,omesmonãoacontececomohipotécotriângulodelados11,20e35.Vejaque11+20=

31,quenãosupera35

Então se eu somar dois
lados e achar um nú-
mero menor que o ter-
ceiro lado, o triângulo 
não existe?

.Logo,taltriângulonãoexiste.

Muitobemresumido!Sim,esseéoteste

quesemprefazemosparavericarseumtri-

ânguloexisteounão. Algebricamentefa-

lando,podemosdizerquedadoumtriângulo

deladosa,bec,sempredeveacontecer

a+b>cparaqueotriânguloexista.Ex-

celente,vamosquevamos!
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TRIÂNGULO 
ESCALENO

Todos os lados com
medidas diferentes.

Dois lados com mes-
mas medidas.

Todos os lados com
mesmas medidas.

TRIÂNGULO 
ISÓSCELES

TRIÂNGULO 
EQUILÁTERO

QUANTO AOS LADOS

TRIÂNGULO 
ACUTÂNGULO

Todos os ângulos
agudos.

Um ângulo reto. Um ângulo obtuso.

TRIÂNGULO 
RETÂNGULO

TRIÂNGULO 
OBTUSÂNGULO

QUANTO AOS ÂNGULOS

Existemalgumasclassicaçõesdetriângulosquemerecemanossaatenção.Vamosaelas.

Essasclassicações,achoquenãoprecisonemfalar,sãoextremamenterecorrentesemexercícios

diversos.
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(EEAR-2002)QUESTÃO10

ColoqueVouFconformeasarmaçõessejamverdadeirasoufalsas:

()Doisângulosadjacentessãosuplementares.

()Doisângulosquetêmomesmocomplementosãocongruentes.

()Doisângulossuplementaressãoadjacentes.

()Umtriânguloobtusângulopodeserisósceles.

()Umtriânguloretânguloéescaleno.

Assinaleaseqüênciacorreta.

(a)F-V-F-V-V

(b)F-V-V-V-F

(c)F-V-F-V-F

(d)F-F-V-V-F

R: Comentemosarmavaporarmava.

ⅫDoisângulosadjacentessãosuplementares:Nãonecessariamente.Temosdetomarmuito

cuidadocomessasarmaçõescategóricasassim,porqueelassãogeneralizantes.Temosde

tomarcuidadocomessasgeneralizações,podemesconderumabaitadeumapegadinha.Bom,

selembradoconceitodeânguloadjacente?Edeângulossuplementares?Poisbem,construa

umeoutronasuacabeça.Agorapense:necessariamenteseradjacenteimplicaemser

suplementar?Vamosdarumaolhada.Observeaguraaseguir:
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サ

ザ

Vejaqueosângulosサeザsãoadjacentes,defato,masnãosãosuplementares.Como

conseguimosencontrarumcontra-exemploquequebraaarmaçãofeita,elaéfalsa.Não

podemosgeneralizardaformaqueelefez.

ⅫDoisângulosquetêmomesmocomplementosãocongruentes:Vamosdarumnomeparaesses

doisângulos:サeザ.Éditoqueelestêmomesmocomplement.Ocomplementodeサé

90⁸"サ,enquantoocomplementodeザé90⁸"ザ.Vamosentãodaracondiçãodeigualdadee

vernoquedá:

90⁸"サ=90⁸"ザ

BB
B90⁸"サ=BBB90⁸"ザ

"サ="ザ

"サ="ザ

サ=ザ.

Concluímosdissoque,defato,casooscomplementosdeサeザsejamiguais,seus

complementostambémserão.

ⅫDoisângulossuplementaressãoadjacentes:Nãonecessariamente.Novamenteaquielefaz

umageneralização.Enovamenteaquieupeçoquevocê,estudante,procureimaginara

comdicionalqueelecriou.Seráqueéverdade?Seráquedoisângulossuplementaressão

sempre,necessariamente,adjacentes?Vocêconseguecriarnasuacabeçaaimagemdedois

ângulosadjacentesquenãoosejam?Sevocêconseguir,achouumcontra-exemploepode

concluirqueaarmavaéfalsa.Mascasonãotenhaconseguido,nãosepreocupe.Estouaqui

paraajudarvocê.Vemcomigoeobservaaguraaseguir.

33

Italo Marinho Sá Barreto

Aula 00

Matemática III p/ EFOMM 2019 (Escola de Formação de Oficiais da Marinha Mercante)  Com videoaulas

www.estrategiaconcursos.com.br



45⁸
135⁸

Essesângulossão,defato,suplementares,pois45⁸+135⁸=180⁸.Masnãosãoadjacentes,

poisnãocomparlhamumamesmasemirretacomolado.

ⅫUmtriânguloobtusângulopodeserisósceles:

140⁸
5cm5cm

Sim,verdadeiro!Observeaguraabaixoe

constateporsimesmoumexemplodetriânguloobtusânguloisósceles.

ⅫUmtriânguloretânguloéescaleno:

45⁸

45⁸

Nãonecessariamente.Observeabaixoumtriângulo

retânguloisósceles,porexemplo(todososoutros,porém,sãonecessariamenteescalenossim;

esseéoúnicocontra-exemplo).

Trata-sedeumtriânguloretânguloquenãoéescaleno,falsicandoportantoaarmava.

Baseando-nosnasconclusõesquezemos,temosFVFVF.

Gabarito:C
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(EEAR-2003)QUESTÃO11

Observandoasgurasabaixo,ovalor,emgraus,dex"yé

(a)25

(b)20

(c)15

(d)10

R: Naprimeiragura,bastausarmosoTeoremadoBico,vistoqueasretasressãoparalelas.Os

ângulos☜olhandoparacima☝são:65⁸e40⁸;osângulos☜olhandoparabaixo☝são30⁸ex.Logo:

30⁸+x=65⁸+40⁸

x=65⁸+40⁸"30⁸

x=75⁸.

y
150⁸

25⁸

30⁸

Nasegundagura,observequetemosumtriângulo.
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Jácoloqueiaqueleangulode30⁸adjacentesuplementaraode150⁸,calculadoaparrde

180⁸"150⁸=30⁸.Agora,éúlreconhecermosqueyéumânguloexternoaotriânguloazul.

Lembre-seentãoqueoânguloexternoéasomadosexternosnão-adjacentes.Portanto,

y=30⁸+25⁸=55⁸.Comooproblemapedeovalordex"y,temosnalmenteoresultado

75⁸"55⁸=20⁸.

Gabarito:B

(EEAR-2003)QUESTÃO12

Na gura,r5setßu.

Ovalordea"bé

(a)100⁸

(b)90⁸

(c)80⁸

(d)70⁸

R: Essaéumaexcelentequestãoparaintegrarmosnossasteoriasangularesetriangulares.Mas

antes,umrecadoparaoestudante.Vocêtalvezestejaperguntandoequesonando-sequantoa:

mascadêasquestõesdaEFOMM?Jovem,nãoquesefazendoessapergunta.Oconcursoda

EFOMMapenasnãocobraoassuntodiretamente,maseleénecessário.Daíulizoquestõescom

similaridadeequeenvolvamoconteúdotécnicoparaoseuaprendizado.Pareimediatamentecom

essesquesonamentosenãoosdeixemperpetuar.Essaperpetuidadeénociva.Conenotrabalho

queestamosfazendo.Nonalvocêsóteráasesurpreendercomarapidezeconsigo.Agora,à

resolução.

Observeaguracomumdostriângulosdestacados:
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a

b

b

Vejaquejátrouxeoângulobparaoseucorrespondenteinternoaotriângulo.Novamente,vêcomo

aéumânguloexternoaotriângulo?Lembraqueumânguloexternodeumtriânguloésemprea

somadosinternosnão-adjacenteàqueleângulo?Poisbem,issovaleparaqualquertriângulocerto?

Entãológicoquetambémserveparaodagura,eportanto:

a=b+90⁸

a"b=90⁸.

Professor, só tem essa 
maneira? Eu z muito 
mais rápido. Vi que -
nha um ângulo de 0°
e só fui na opção!

Gabarito:B

Issosechamacartear,coruja!Enão,nãobasta

apenasacertar,porqueseseusestudosforemgui-

adosdessaforma,podeserqueemalgummo-

mentovocêdêum ronopé.Façasemprepela

técnica.Sempre!Atécnicaéocaminhoparao

acertodireto.Cartearéatécnicaparaoacerto

nasorte.Eseformosdependerdesorte,melhor

começarcarreiradeapostadordeloteria,correto?

Aquinãotemcarteadonão,étécnicaseguidadeboaordenação.Agoraváestudar!

(EEAR-2004)QUESTÃO13

Na gura,ED//BC,med(E℃AB)=80⁸emed(C℃BA)=35⁸.
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Assim,amedidadeD℃EAé

(a)100⁸.

(b)110⁸.

(c)115⁸.

(d)120⁸.

R: Essaéaprimeiraquestãoquefazemosqueprecisaremosprolongarumsegmentodereta

(especicamenteosegmentoAE

80⁸

35⁸

サ

サ

).Vamosdarumaolhada:

Observeoprolongamentoqueznagura.Percebequecomeleconseguimosfecharumtriângulo?

Issoéúlporquetriângulossãogurascheiasdepropriedades,comoporexemplooaparecimento

dedoisângulosiguais(osângulosサcorrespondentes,queaparecemnaturalmentenagura).

Eolhasóqueinteressante:oânguloサéumânguloexternoaotriângulo!Ecomofuncionam

ângulosexternos?Emumtriângulo,comojácansamosdever,umânguloexternoéasomados

internosnão-adjacentes.Então,サ=80⁸+35⁸=115⁸,queéexatamenteoquebuscamos!

Gabarito:C

(AFA-1998)QUESTÃO14

SejaotriânguloeqüiláteroDEF,inscritonotriânguloisóscelesABC,comAB=ACeDEparalelo

aBC.Tomando-seA℃DE=サ,C℃EF=ザeD℃FB=シpode-searmarque:

(a)サ+ザ=2シ

(b)シ+ザ=2サ
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(c)2サ+シ=3ザ

(d)ザ+2シ=3サ

R:

D E

FB C

A

サ

ザ

シ

60⁸ 60⁸

60⁸

Antesdequalquerraciocínio,desenhemosagura:

D E

FB C

A

サ

ザ

シ

60⁸ 60⁸

60⁸
シ

サ

Devidoàssimetriaseàpresençadetriângulosisósceles,podemosredesenharaguradaseguinte

forma:

Daíreramosduasinformações:シ+60⁸+シ=180⁸eportanto:2シ=120⁸,permindo-nos

concluirqueシ=60⁸.Masvejaqueサ+ザ+60⁸=180⁸,istoé,サ+ザ=120⁸.Edaí,caro

estudante,podemosescreverqueサ+ザ=2·60⁸=2シ.Logoサ+ザ=2シ.

Gabarito:A
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3.4C

Nãoéoassuntomaisimportantedomundo.Nãomesmo.Masaimportânciadacongruênciade

triângulossedáparaquepossamos,posteriormente,aprenderoquevemaserumasemelhançade

triângulos.Entãoumbomentendimentodessetópicotrarábeneciosdepois(inclusive,aindanesse

livroeletrônico).Vamoslá!

Masoquesão,anal,gurascongruentes?Bom,observeatentamenteasduasformasdesenhadas

aseguir:

Imaginequeeurecorteumadelas(recortarmesmo,imaginequeestãodesenhadasnumpapel

equesãorecortadascomumatesoura)ecoleemcimadaoutraquerestou.Seas gurasseen-

caixamperfeitamente,dizemosquesãocongruentes.Acima,então,vemosumexemplodeformas

congruentes.

Equantoàsformasabaixo?Oquevocêacha?Sãocongruentes?

Pense,antesderesponder.Seráque,apósrecortarumadasformas(qualqueruma),poderemos

encaixartalformanarestanteperfeitamente,comperfeitaharmonização?

Éclaroquenão.Asformastêmtamanhosdiferentes,umaémaiorqueaoutra.Acabarásobrando

espaçooufaltando,dependendodocorte.

Seguemalgunsexemplosdeparesdegurascongruentes:
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Então guras con-
gruentes são gu-
ras iguais?

☜Iguais☝éumapalavramuitoforte,massim,es-

sencialmentesão☜iguais☝(masasaspasaquise

fazemsupernecessárias).Oqueaconteceéque

emmatemáca,quandodizemosqueduascoisas

sãoiguais,éporquenãoháamenordiferençaen-

treelas.Nocasodasformasquevimos,aodizer

quesãoiguais,pecamospelaposiçãodelas.Ari-

gor,nãosãoiguaisporque,porexemplo,umaestá

acimadaoutra.Issojáseriasucienteparanãoseremiguais,iguais.Porém:quandonãoháris-

cosdeconfusão,podemosdizer☜iguais☝semproblemas.Eumesmoemnossosmateriaisulizarei

deliberadamenteessetermo,aoinvésdecongruente.Porsimplicidade.

Aqui,oquediscuremoséquantoàcongruênciadetriângulos.Napráca,éclaroquevocênão

vaisairrecortandoostriângulosparaverseencaixamperfeitamente.Éimpracáveleinviável.O

quepodemosfazer,porém,éadotarcasosdecongruência,situaçõesquesemprequeacontecem,

concluímosostriânguloscongruentes.Entendamosmelhor.

Existemquatrocasosdecongruênciadetriângulos.Vejamoseanalisemoscadaumdeles:

ⅫLLL:

A

B

C A

B

C☂

a b

c

a b

c

Quandodoistriângulospossuemladoscorrespondentementeiguais,pode-seconcluirque

ostriângulossãocongruentes.Vejaarepresentaçãoabaixo:

Comoosladossãoiguais,temosqueðABCqðA▋B▋C▋(osímbolo☜q☝refere-seàcongruência

entreasguras).
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ⅫLAL:

A

B

C A

B

C☂

a

c

a

c

サ サ

Quandodoistriângulospossuemdoisladosiguais,e,também,oânguloformadoporesses

lados,essestriângulosserãoconsideradoscongruentes.

Comoosladosaecsãoiguaise,oânguloformadoentreeles(サ)também,temosðABCq

ðA▋B▋C▋.

ⅫALA:

A

B

C A

B

C☂c c

サ サザ ザ

Quandodoistriângulosposseumdoisângulosiguaise,também,oladocomumaesses

ângulos,essestriângulsoserãoconsideradoscongruentes.

Comoosângulosサeザsãoiguaiseoladocomumctambém,temosðABCqðA▋B▋C▋.

ⅫLAAo:

A

B

C A

B

C☂c c

サ サ

ザザ

Quandodoistriângulos veremumladoigual,umânguloadjacenteaesseladoiguale,

também,oânguloopostoàqueleladotambémigual,ostriângulosserãoconsideradoscongru-

entes.Meicomplicadaessa,não?Dêumaboaolhadanaguraenquantolêerelêadenição.

Vejaquetemosumladoigual(c),umânguloadjacenteigual(サ)e,nalmente,oângulooposto

àqueleladotambémigual(ザ).

Meiocomplicadoné?Massãoapenasregrasparavericarmossedoistriângulossãoounãocon-

gruentes.Avantagemdedoistriângulosseremcongruenteséquesevocêdescobrirquedefatosão,

todasasmedidasdeumpodemsertransferidasparaooutro,evice-versa.
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Então,vamosentãoaoconceitodesemelhançadetriângulos.Queroporém,antesdecomeçara

próximaseção,criarumclímaxnasuacabeça:prestebastanteatençãonafrasequeiniciaráapróxima

seção.Éumfrasesuperimpactanteporémextremamenteverdadeira.Emnossomaterialatual,já

faleipordiversasvezessobreaimportânciadeteoremas,como,porexemplo,asomadosângulos

internosdeumtriângulo(mencioneiseroteoremaangularmaisimportantedageometriaplana).

Massemelhançadetriângulos,temumaimportânciaqueestáemoutronível.Vamoslá.

3.5S

EsseéoassuntomaisimportantedeTODAageometria

plana.Sim,jovem,omaisimportante

110⁸ 110⁸

160⁸

120⁸ サ

ザ
160⁸

120⁸

14

4

8

10

12
サ

ザ2

4

5

6

7A

B

C
D

E A

B

C D

E

.Pracamentetudoo

queveremosdeagoraemdiante(enissoeuincluoospróxi-

mosmateriais)vemdoconceitodesemelhançadetriângulos:

potênciadepontoemrelaçãoacírculos,TODASasrelações

métricasemtriângulosretângulos(inclusiveoTeoremadePitágoras),atrigonometriaINTEIRAnasce

doconceitodesemelhançadetriânguios,etc.Então,olhandosériopravocê,comênfaseeudigo:

dêbastanteatençãoparaessetópico.Parecesimples,masnãoé.Vamosjuntosquetudodácerto

aonal.Mastemosdeirjuntos.Nãohouveentendimento?Usenossofórumemnossaplataforma

onlineefalediretamenteconosco.Tereimuitoprazerem rartodasassuasdúvidas.

Bom,aoassunto.Observeopardegurasabaixo:

Percebequeseusângulossãotodosiguais?Maspercebetambémqueasgurasnãosãocongru-

entes?Poisbem,masháumarelaçãosuperúlnelastambém.

Queroquevocêfaçaessasoperaçõesdedivisãoquevoutesugeriragora.Façaprimeiro:
AB

A▋B▋
.

Encontrouquanto?Achou2? Muitobom.Agora,façaessasaqui:
BC

B▋C▋
,
CD

C▋D▋
,
DE

D▋E▋
,
AE

A▋E▋
.Pois

bem.Encontrouresultadoparatodaselas?Emaisimportante,encontrou2paratodaselas?Agora,

porcausadissoeporqueseusângulossãotodosiguais,podemosdizerqueessasduasgurassão

semelhantes(escreve-seABCDELA▋B▋C▋D▋E▋,onde☜L☝éosímboloqueindicasemelhançaentre

duasguras).
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Deformamaisprácaeresumida,aquivãoasduascondiçõesparaqueduasgurassejamconsi-

deradassemelhantes:

Ⅻosânguloscorrespondentesdevemseriguais;

Ⅻosladoscorrespondentesdevemterrazõesiguais.

Nanossaguraanterior,porexemplo,alémdosângulosseremtodosdefatoiguais,constatamos

quequalquerladodomaiordivididopeloseucorrespondente1nomenorresultaem2.Logo,veri-

cadasverdadeirasasduascondições,podemosarmarsemmedoqueasgurassãosemelhantes.

Inclusive,aquivaiumnomenovoparavocê.Noexemploanterior,aodividiroladodomaiorpeloseu

correspondente,encontramossempre2,correto.Poisbem,esse2recebeonomeespecialderazão

desemelhança.Entãorazãodesemelhançanadamaiséqueovalorconstantequeseencontraao

dividirolado(ououtramedidaqualquer)deumadasformascomasuamedidacorrespondentena

outraforma.

Eemtriângulos?Comofuncionaasemelhança?Ora,triângulosseguemasmesmasregrasque

faleiacima,sóque:paratriângulos,eexclusivamenteparatriângulos,vocênãoprecisachecarasduas

condições,APENASUMA!

Então em triângulos
quando os ângulos
correspondentes forem 
iguais, já posso concluir 
que os triângulos são 
semelhantes?

Sim,escolhaumadelas,sefuncionar,jápodeconcluirqueostriângulossão

semelhantes.Entãoseosladosdividiremnamesmarazão,jápodedizerquesãosemelhantessem

precisarchecarqueosângulossãoiguais.Eseosângulosforemiguais,podearmarsemmedoque

ostriângulossãosemelhantes,semprecisarchecararazãodesemelhança.

Sim,coruja.Incrivelmenteésófazerisso!Se

emalgummomentodoistriângulosforamnota-

dosevocêperceberqueelestêmânguloscorres-

pondentementeiguais,vaipormim:sãoseme-

lhantescomcerteza!Edaífuncionatudooque

eufaleisobrearazãodesemelhança.Osladosdi-

vidirãonamesmarazão,simplesmenteporquevocêpercebeuqueosângulossãoiguais.Edigo

mais:nemprecisafazeravericaçãodetrêsângulos;sevocêconseguirperceberquedoisângulos

jásãoiguais,gameover!Sãosemelhantes(porqueoterceiroânguloseráinevitavelmenteigual

também).

Atençãoparaosnossosexercíciosagora.Dareiumaboamisturadaaquiparamexercomângulos

mastambémresolvermosasquestõesdesemelhança.LembrandoqueasquestõesdaEFOMMnão

pedemquevocêresolvasemelhançadiretamente.PorissonãoveremosquestõesEFOMMaqui.Mas
1Muitasvezesaoinvésdotermocorrespondentes,ulizar-se-áotermohomólogos.

44

Italo Marinho Sá Barreto

Aula 00

Matemática III p/ EFOMM 2019 (Escola de Formação de Oficiais da Marinha Mercante)  Com videoaulas

www.estrategiaconcursos.com.br



precisaremosdesemelhançaposteriormente.Lembre-sequenãohámuitasquestõesdoconcurso

daEFOMMeestamosadotandoaestratégiadaregularidade.Aprendaaferramentasemquesona-

mentos.Nãobusqueesse podeatalhos.Conenagente.Então,vamoslá!

(EEAR-2018)QUESTÃO15

Na gura,seBC=60cm,amedidadeDE,emcm,é

(a)20

(b)24

(c)30

(d)32

サ

サ

ザ

ザ

A

DE

B
C

R:
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Nossaprimeiraquestãoqueenvolvesemelhançadetriângulos.ObserveostriângulosðAEDe

ðABC.Seráquesãosemelhantes?Comoesseéonossoprimeiroexercíciodesemelhança,

resumireipassoapassocomopodemosconcluirquedefatosão.Redesenheiotriângulodo

enunciadocomalgunsângulos,naguraacima.

Consegueveroporquêdeoângulo0AEDserigualaoângulo0ABC?Issoaconteceporqueas

retasDEeBCsãoparalelas,eportantotaisângulossãocorrespondentes.Daísópodemseriguais.

Casonãotenhaentendidooporquê,retorneláondecomentamossobreretasparalelascortadas

portransversaisedêumarevisada.

Muitobem.Percebaquezemosissocomosângulos0ADEe0ACBtambém,poistambémsão

correspondentes.Daíoporquêulizeiasmesmasletrasparaidencá-los(サeザ

サ ザ

A

D
E

サ ザ

A

B
C

(40"x)cm

x60cm

40cm

).Bom,agoracou

muitofácilvermosqueostriânguloscitadosnoiníciosãodefatosemelhantes.Veja-osdesenhados

separadamente:

Umaexplicaçãosobreo(40"x)cmqueescrevinotriângulomenor:trata-sedasubtraçãodo40cm

queoproblemamencionanagurainicialeamedidadeEF,queéx.Aofazermosessasubtração,

sobraapenas40"x.

Vêentãoqueessestriângulossãosemelhantes?Simplesmenteporqueencontramosdoisângulos

correspondentementeiguais!Daípodemosfazer:

40

40"x
=
60

x
(condiçãodesemelhança)

40·x=60·(40"x) (mulplicaçãoemcruz)

に
に
2

40 ·x=にに
3

60 ·(40"x) (dividindotudopor20)

2x=3(40"x)

2x=120"3x
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2x+3x=120

5x=120

x=
120

5

x=24cm.

Gabarito:B

(EEAR-2017)QUESTÃO16

SeABCéumtriângulo,ovalordeサé

(a)10⁸

(b)15⁸

(c)20⁸

(d)25⁸

R: VejaquenotriânguloABC,temos3サ+40⁸+℃B=180⁸,eportanto℃B=140⁸"3サ(verique!).

Então,notriânguloABEpodemosfazerサ+70⁸+℃B=180⁸.Fazendoasubstuição:

サ+70⁸+℃B=180⁸

サ+70⁸+140⁸"3サ=180⁸

210⁸"2サ=180⁸

"2サ=180⁸"210⁸

"2サ="30⁸

"2サ="30⁸
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2サ=30⁸

サ=15⁸.

(EEAR-2017)QUESTÃO17

NoquadriláteroABCD,ovalordey"xéiguala

(a)2x

(b)2y

(c)
x

2
(d)
y

2

R: NotriânguloBCD,asomadosângulosinternosnosfornece:

60⁸+70⁸+x=180⁸

130⁸+x=180⁸

x=180⁸"130⁸

x=50⁸.

Assim,notriânguloABD,asomadosângulosinternosnospermiteconcluir:

y+y+x"20⁸=180⁸

2y+50⁸"20⁸=180⁸

2y+30⁸=180⁸

2y=180⁸"30⁸

2y=150⁸

y=75⁸.
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Eportantoy"x=75⁸"50⁸=25⁸,queéametadede50⁸,logoéigualàmetadedex.Essenalaí

quepoderianosassustar.Masnãoassustamais,caremossuperacostumadoscomessas

pegadinhas.Sigamos!

Gabarito:C

(EEAR-2017)QUESTÃO18

SejaumtriânguloABC,conformeagura.

SeDeEsãopontos,respecvamente,deABeAC,deformaqueAD=4,DB=8,DE=x,

BC=y,eseDE//BC,então

(a)y=x+8

(b)y=x+4

(c)y=3x

(d)y=2x

R: OstriângulosADEeABC

A

B C

A

D Exy

4

12

sãosemelhantes(veriquequedoisângulossãoiguais).Separemos

osdoistriângulosparapodermosanalisarmelhor:
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VejaqueAB=12poisAD=4eDB=8,ecomoAB=AD+DB,temosAB=4+8=12.

Aplicandoacondiçãodesemelhança:

12

4
=
y

x

3=
y

x

y=3x.

Gabarito:C

(EEAR-2016)QUESTÃO19

UmtriânguloABCdebaseBC=(x+2)temseusladosABeACmedindo,respec vamente,

(3x"4)e(x+8).Sendoestetriânguloisósceles,amedidadabaseBCé

(a)4

(b)6

(c)8

(d)10

R: ComoabaseéBC,osladoscongruentes(☜iguais☝)sãoosladosABeAC,quemedem3x"4e

x+8.Logo:

3x"4=x+8

3x"x=8+4

2x=12

x=6.

Porém,estamosinteressadosemacharabasedessetriângulo,quemedex+2;portantoabase

mede6+2=8cm.

Gabarito:C
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(EEAR-2015)QUESTÃO20

SejaABCumtriânguloisóscelesdebaseBC=(x+3)cm,comAB=(x+4)cmeAC=

(3x"10)cm.AbasedeABCmede cm.

(a)4

(b)6

(c)8

(d)10

R: ComeçamosnovamentevendoquecomoabaseéBC,osladoscongruentes(☜iguais☝)sãoos

ladosABeAC,quemedemx+4e3x"10.Logo:

3x"10=x+4

3x"x=10+4

2x=14

x=7.

Porém,estamosinteressadosemacharabasedessetriângulo,quemedex+3;portantoabase

mede7+3=10cm.

Gabarito:D

(EEAR-2012)QUESTÃO21

NumtriânguloRSTamedidadoângulointernoRé68⁸edoânguloexternoSé105⁸.Entãoo

ângulointernoTmede

(a)52⁸.

(b)45⁸.

(c)37⁸.

(d)30⁸.
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R:

T

R S

68⁸

サ

105⁸

Desenhemosagura:

Jáfalamosdiversasvezes:umânguloexternodeumtriânguloésempreigualàsomadosinternos

não-adjacentes.Então:

サ+68⁸=105⁸

サ=105⁸"68⁸

サ=37⁸.

(EEAR-2010)QUESTÃO22

SeotriânguloCDEésemelhanteaotriânguloABC,ovalorde|a"b|é

(a)30⁸.

(b)45⁸.

(c)60⁸.

(d)90⁸.

R: Antesdequalquercoisa,vejaquepodemoscalcularx.VejaquenotriânguloABCasomados

ângulosinternosnosdá:
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2x+x+90⁸=180⁸

3x=180⁸"90⁸

3x=90⁸

x=30⁸.

Agoravamosaumaargumentaçãorápida.ElenosdizqueostriângulosCDEeABCsão

semelhantes,certo?Entãoessestriângulostêmdeterânguloscorrespondentesiguais.Poisbem.

UmdosângulosdeABCéreto.EntãoumdosângulosdeCDEtambémtemdeserreto.Éclaro

quenãoéx,poisvale30⁸.Sobramentãoaeb.ComoDEnãoéparaleloaAB,bnãopodesero

ânguloreto.Issonosdizentãoquesomenteapodesertalângulo,eportantoa=90⁸.Agora

equacioneasomadosângulosinternosdeCDE:

a+b+x=180⁸

90⁸+b+30⁸=180⁸

120⁸+b=180⁸

b=180⁸"120⁸

b=60⁸.

Daí|a"b|=|90⁸"60⁸|=|30⁸|=30⁸.

Gabarito:A

(EEAR-2009)QUESTÃO23

Na gura,MN//BC.

SeAB=30cm,entãoMBmede,emcm,
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(a)5.

(b)10.

(c)15.

(d)20.

R: Essaénovamenteumaquestãodesemelhançadetriângulos.OstriângulosABCeAMNsão

triângulossemelhantes.Tentevericarisso,mostrandoquehádoisângulosiguaisentreeles.Bom,

vamosentãoàresolução.Chamareiosegmentopedidodex

12

x30"x

8

18

.Observeasconsequênciasdisso:

18

12

30"x30

Separandoostriângulossemelhantes:

Edaí,bastaaplicaracondiçãodesemelhança:

18

12
=
30

30"x

に
に
3

18

に
に
2

12
=
30

30"x
(simplicandopor6)

3

2
=
30

30"x

LLE
1

3

2
=
に
に
10

30

30"x
(simplicandopor3)

1

2
=
10

30"x

30"x=20(mulplicandoemcruz)

"x=20"30

x=10.
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Gabarito:B

(EEAR-2008)QUESTÃO24

UmtriânguloABCtemdoisladoscongruentesqueformamentresiumângulode42⁸.Umdos

outrosdoisângulosinternosdessetriângulomede

(a)39⁸.

(b)48⁸.

(c)58⁸.

(d)69⁸.

R:

42⁸

サ サ

Comohádoisladoscongruentes,otriânguloéisósceles.Portanto,podeserdesenhadocomo

segue:

Daí,fazendoasomadosângulosinternos(vejaaquandadedevezesquejázemosisso):

42⁸+サ+サ=180⁸

2サ=180⁸"42⁸

2サ=138⁸

サ=69⁸.

Gabarito:D
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(EEAR-2008)QUESTÃO25

Na gura,AB=ACeBC=CM.Ovalordexé

(a)50⁸.

(b)45⁸.

(c)42⁸.

(d)38⁸.

R: VistoqueAB=AC,pode-searmarqueotriânguloABC

38⁸

サ

サ

x

éisósceles.Assim,temos:

OsdoisângulosサsãodefatoiguaisdevidoaofatodotriânguloABCserisósceles.Comoasoma

dosângulosinternosdeumtriânguloé180⁸,temos:

サ+サ+38⁸=180⁸

サ=71⁸.

Masvejaque,segundooenunciado,BC=CM,eportantoðBCM

38⁸

71⁸

x

71⁸

tambéméisósceles,eportanto

nossagurasetorna:
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Edaí,equacionandoasomadosângulosinternosemBCM:

x+71⁸+71⁸=180⁸

x=180⁸"142⁸

x=38⁸.

Gabarito:D

(EFOMM-2005)QUESTÃO26

DetermineamedidadoângulointernoAnotriânguloABCdaguraabaixo,sabendo-seque,BD

éabissetrizdoângulointernoB,eCDabissetrizdoânguloexternoC.

(a)60⁸

(b)80⁸

(c)100⁸

(d)110⁸

(e)120⁸

50⁸x

サ
サ ザ

ザ
B

A D

C

R:
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Monteiagurajácomosângulosboninhosparavocêpoderanalisarjuntocomigo.Observeo

triânguloABC.Vêque2ザéumânguloexternodele(emC)?Eoquesabemossobreângulos

externos?Sabemosqueelessãoasomadosinternosnão-adjacentes,certo?Entãopodemos

armarque2ザ=2サ+x,ouseja,x=2ザ"2サ.

Ok,agoraolheparaotriânguloBCD.Vêqueザéumânguloexternodele(emC)?Entãopodemos

damesmaformaarmarqueザ=サ+50⁸,ouseja,ザ"サ=50⁸.

Comox=2ザ"2サ=2·(ザ"サ)=2·50⁸=100⁸,temosnalmentequex=100⁸.

Gabarito:C

(EFOMM-2018)QUESTÃO27

NumtriânguloABC,asbissetrizesdosângulosexternosdovérceBeCformamumângulode

medida50⁸.CalculeoângulointernodovérceA.

(a)110⁸

(b)90⁸

(c)80⁸

(d)50⁸

(e)20⁸

R:

サ

サ

ザ
ザ

50⁸

B

CA

x

y

z

Observeaguradevidamentedesenhadaabaixo:

Vejaquenotriângulobranco,podemosarmarqueサ+ザ+50⁸=180⁸,ouseja,

サ+ザ=180⁸"50⁸=130⁸.
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Certo.Agora,vejaque,devidoaoângulorasoem℃B,temos:y+2サ=180⁸,ouseja,y=180⁸"2サ.

Analogamente,de℃C,temosz+2ザ=180⁸,istoé,z=180⁸"2ザ.Vistoquex+y+z=180⁸

(somadosângulosinternosdotriânguloABC),temosnalmente:

x+y+z=180⁸

x+(180⁸"2サ)+(180⁸"2ザ)=180⁸

x+GGG180⁸"2サ+180⁸"2ザ=GGG180⁸

x"2サ+180⁸"2ザ=0

x=2サ+2ザ"180⁸

x=2(サ+ザ)"180⁸

x=2·130⁸"180⁸

x=260⁸"180⁸

x=80⁸.

Gabarito:C

3.6T T

a

b

a

b

r

s

t

Aquiapresentareiumaferramentaextremamenteúldageometriaplanacomum.Nãoébemum

conceitointrínsecodostriângulosapenas,masumadasgrandesulidadessãopernentesaeles,

sim.Vamosentãodarumaolhadanesseteorema.

Naguraacima,vemostrêsretasparalelas(r,set)cortadasporduastransversais.Perceba,então,

quequatrosegmentosforamformados,decomprimentosa,a▋,beb▋.Valeentãoque:
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a

a▋
=
b

b▋
ou
a

b
=
a▋

b▋
.

Então,podemosdizerqueessastransversaisdeterminamsobreasparalelassegmentosproporci-

onais2.Vejamosumexemplodeaplicação.

(AFA-2002)QUESTÃO28

Nodesenhoabaixo,estãorepresentadososterrenosI,IIeIII.

QuantosmetrosdecomprimentodeveráteromuroqueoproprietáriodoterrenoIIconstruirá

parafecharoladoquefazfrentecomaruaB?

(a)28

(b)29

(c)32

(d)35

R: Observecomoaguraestácontextualizadacomotemaderuas,muros,terrenos,masna

verdadesãoapenasretasparalelascortadasportransversais.Dessaforma,podemosredesenhara

guradeacordocomnossasnecessidades:

2Essefatoserádemonstradoposteriormente,quandofalarmosdetrigonometria.
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24 15

x
20

Daí,peloTeoremadeTales:

x

20
=
24

15

x=
20·24

15

x=32.

Gabarito:C
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4.0C

4.1C

Emumtriângulo,chamamosdecevianasquaisquerretasquepassempelovércedeumtriângulo

equenãosejaparalelaanenhumdeseuslados.existemessencialmentetrêscevianasquedevemos

darumamaioratenção:

ⅫMediana

x x

:Éacevianaquecortaoladoopostoaovérceaomeio.Vejaumexemplodemediana.

Vejaqueeladefatocortaoladoopostoemmetades.

ⅫAltura

x x

:Éacevianaquecortaoladoopostoaovérceperpendicularmente.Vejaumexemplode

altura.

Vejaqueeladefatoéperpendicularaoladooposto.

ⅫBissetriz:Jáanalisada,eladivideoânguloemmetades.Partesempredeumvérce,comojá

vistonocomeçodenossomaterial.

Mediatriz

Éumaconstruçãoàparte.Trata-sedeumaretaquedivideumsegmentoqualquerperpendicular-

menteaomeio.Vejaentãoosegmentoaseguir:
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r

A

B

x

x

Aretarrepresentadanaguraéumamediatriz,poisalémdedividirosegmentoaomeio,também

lheéperpendicular.Essasconstruçõessãoimportantesprincipalmenteparalidarmoscomostermos

ealinguagemquealgumasquestõespodemvirater.

4.2P

Ascevianasqueacabamosdecitar(mediana,alturaebissetriz)têmumacaracteríscaespecial.

Quandodesenhadasporcompletoemumtriângulo,elassempreseencontramnumpontoúnico.

Vejamoscadaumdessespontos:

ⅫBaricentro:

x

2x

y
2y

z

2z

Éoencontrodasmedianasdotriângulo.Suacaracteríscaprincipaléadedividira

medianaemdoispedaços,omaiorsendoosobrodomenor.Veja:

Opontodeencontroéobaricentro.

ⅫOrtocentro:Éoencontrodasalturasdotriângulo.Omaisimportanteasabermosaquiéque

oortocentronemsempreseencontranointeriordotriângulo.Seotriânguloforacutângulo

estaráemseuinterior.Seforretânguloestarásobreovércereto.Eseforobtusângulo,estará

foradotriângulo.Nãoprecisasepreocuparcomcálculosnemnadadopocomoortocentro

não.Apenasessaleveteoria,quetranquilo.

ⅫIncentro:Éoencontrodasbissetrizesdotriângulo.Suagrandecaracteríscaésercentrodo

círculoinscritonotriângulo.Veja:
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Inscriçãodecírculosempolígonosseráestudadoposteriormente.Massemprequeumcírculo

forinscritoemumtriângulo,seucentroseráoencontrodasbissetrizes.

ⅫCircuncentro:Éoencontrodasmediatrizesdosladosdeumtriângulo.Acaracteríscamarcante

dessepontoéqueeleéocentrodocírculocircunscritoaotriângulo.Veja:

Ospontosnotáveisdevemser,porenquanto,apenascompreendidosemsuasdenições.Éim-

portantequeentendamosquaiscevianasqueosgeramesuaspropriedades.Finalizaremosagora

comalgunsexercíciosvariadoseatéapróximaaula.Juízonessacabeça,nadadecarachandotudo

dicil,impossível.Tiresempreassuasdúvidas,nãoseesqueça.Umgrandeabraço!
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(EEAR-2008)QUESTÃO29

Dadoumtriânguloqualquer,éFALSOarmarque

(a)umadesuasalturaspodecoincidircomumdeseuslados.

(b)suasalturaspodeminterceptar-senumpontoexternoaele.

(c)oincentroéocentrodacircunferêncianeleinscrita.

(d)ocircuncentroéoencontrodassuasmedianas.

R: Analisemosarmavaporarmava:

Ⅻumadesuasalturaspodecoincidircomumdeseuslados:Sim,defato,quandoumtriânguloé

retângulo,seuscatetosexercempapeldealtura(porquesãoperpendicularesentresi).

Ⅻsuasalturaspodeminterceptar-senumpontoexternoaele:Sim,podem,quandootriânguloé

obtusângulo.

Ⅻoincentroéocentrodacircunferêncianeleinscrita:Sim,éaprincipalpropriedadedoincentro,

trata-sedocentrodacircunferênciainscritanotriângulo.

Ⅻocircuncentroéoencontrodassuasmedianas:Falso!Ocircuncentroéoencontrodas

mediatrizes!Encontrodasmedianaséobaricentro,certo?

(EEAR-2007)QUESTÃO30

SendoEobaricentrodotriânguloABC,AE=10cm,EN=6cm,eCE=14cm,ovalor,emcm,

dex+y+zé
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(a)18.

(b)20.

(c)22.

(d)24.

R: ComoAE=10cm,ME =z=5cm,poiséametade(propriedadedobaricentro).Omesmo

valeparaEN=6cm,fazendocomqueBE=y=12cm;eCE=14cmfazendocomquex=7cm.

Daíx+y+z=7+12+5=24cm.

Gabarito:D

(EEAR-2010)QUESTÃO31

Na gura,AHéalturadotriânguloABC.

Assim,ovalordexé

(a)20⁸.

(b)15⁸.

(c)10⁸.

(d)5⁸.

R: OlhandoparaotriânguloAHB,bastasomarmososseusângulosinternos,vistoqueAHéa

cevianaaltura:

30⁸+50⁸+x+90⁸=180⁸

170⁸+x=180⁸

x=10⁸.
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(EEAR-2006)QUESTÃO32

NumtriânguloABC,oânguloB℃ECmede114⁸.SeEéoincentrodeABC,entãooângulo℃Amede

(a)44⁸.

(b)48⁸.

(c)56⁸.

(d)58⁸.

R:

B

A

C

114⁸

E

サ

サ

ザ

ザ

x

Precisamosdeumaboaguraparaessaquestão:

VejaquenotriânguloBEC,temosサ+ザ+114⁸=180⁸,ouseja,サ+ザ=66⁸.EnotriânguloABC?

Tambémpodemosfazeromesmo,certo?Asomadosângulosinternosseria:

2サ+2ザ+x=180⁸

2(サ+ザ)+x=180⁸.

Comoサ+ザ=66⁸,podemossubstuirnaexpressãoencontrada,obtendo:

2·66⁸+x=180⁸

132⁸+x=180⁸

x=48⁸.

Aseguirfaremosumasériedequestõessobretodaanossaaula00.Assimconseguiremosassentar

todooconteúdocomembasamentoeoaprofundamentonecessário.Vamoslá!
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(EEAR-2006)QUESTÃO33

NumtriânguloABC,AB=BC=5
*
2cm.SeRéopontomédiodeAC,eSéopontomédiode

AB,entãoamedidadeRS,emcm,éiguala

(a)
5

2

(b)
5
*
2

4

(c)
5
*
2

3

(d)
5
*
2

2

R:

A

B

CR

5
*
2

S

x

Observeaguraformada:

Aquiteapresentooulíssimoconceitodebasemédia.Umconceitomuitomelhoraprendidono

decorrerdaresoluçãodeumexercício.VêqueosegmentoRSfoiconstruídoaparrdospontos

médios(pontosdomeio)dedoislados?Essaéadeniçãodebasemédia.Umaconclusãoquepode

serardissoéqueabasemédiasempremedeametadedoladooposto.Então,RS=x=
5
*
2

2
.
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Entãosempreque,emumtriângulo,doispontosmédiosforemtomados,osegmentoformadopor

essespontosmédiosseráumabasemédiaemediráaexatametadedoladooposto.Beleza?Vamos

prapróxima!

Gabarito:B

(EEAR-2006)QUESTÃO34

EmumtriânguloABC,oânguloexternodevérceAmede116⁸.Seadiferençaentreasmedidas

dosângulosinternosBeCé30⁸,entãoomaiorângulointernodotriângulomede

(a)75⁸.

(b)73⁸.

(c)70⁸.

(d)68⁸.

R:

AB

C

116⁸
サ

ザ

Observeotriânguloqueaquestãosugere:

Umdosângulosinternoséosuplementode116⁸,queé64⁸.Comosempre,sabemosque

116⁸=サ+ザ.Masaquestãotambémnosinformaqueサ"ザ=30⁸,supondoサomaiorângulo.

Então:

{
サ+ザ=116⁸

サ"ザ=30⁸
.

Somandoasduasequações,temos2サ=146⁸eportantoサ=73⁸.Comoサ+ザ=116⁸,temos

ザ=116⁸"73⁸=43⁸.Omaiorânguloé,portanto,73⁸.
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Gabarito:B

(EEAR-2007)QUESTÃO35

Doistriângulossãosemelhantes,eumaalturadoprimeiroéigualaos
2

5
desuahomóloganose-

gundo.Seoperímetrodoprimeirotriânguloé140cm,entãooperímetrodosegundo,emcm,é

(a)250.

(b)280.

(c)300.

(d)350.

R: Seostriângulossãosemelhantes,eaalturadoprimeiroé
2

5
daalturadosegundo,entãoo

perímetrodoprimeirotambémdeveráser
2

5
doperímetrodosegundo.Nãosabemosoperímetrox

dosegundo,logo:

140=
2

5
x

700=2x

x=350cm.

Gabarito:C

(AFA-2005)QUESTÃO36

ConsidereotriânguloABC,deladosAB=15,AC=10,BC=12eseubaricentroG.Traçam-se

GEeGFparalelosaABeAC,respecvamente,conformeaguraabaixo.

OperímetrodotriânguloGEFéumnúmeroque,escritonaformadefraçãoirreduvel,tema

somadonumeradorcomodenominadoriguala:
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(a)43

(b)40

(c)38

(d)35

R:

A

B CM

G

E F

15 10

Demosumaboaolhadanagura:

Daquiemdiantecomeçareiafazeralgumasconclusõessobreagura.Nãoleiatudodeumavez.Vá

tentandojus cararmavaporarmavaqueeufaço,casocontráriovocêpodeacabarse

perdendo.Vamoslá.ChamareiamedidadosegmentoGMdex.Issofarácomqueamedidade

AGtorne-se2x,usandoumadaspropriedadesdobaricentro.

Ainda,vistoqueMépontomédiodeBC,quemede12,temosBM=MC =6.Vejatambémqueo

triânguloGEFésemelhanteaotriânguloABC.Porisso,podemosdizerqueGMémedianadeGEF

eportantoEM=MF.ChamareiamedidaEMdey.ComoBMmede6,temosqueBE=6"y

A

B CM

G

E F

15 10

yy6"y 6"y
x

2x

.

Estamosinteressadosemcalcularoperímetro1dotriânguloGEF.Vamoscomeçarcalculandoa

medidadoladoEF.PodemosusaroTeoremadeTalesnotriânguloAMC:
1Somadosladosdotriângulo
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x

2x
=
y

6"y
にx

2にx
=
y

6"y
1

2
=
y

6"y

2y=6"y

3y=6

y=2.

Portanto,vistoqueEF=2y,temosqueEFmede2·2=4.Podemosentãoachararazãode

semelhançadotriângulomaiorparacomomenor.Podemosfazerissodaseguinteforma.Sabemos

queoladoBCdotriânguloABCmede12.Sabemostambémqueseucorrespondentenotriângulo

GEFmede4(queseriaEF).Entãoarazãodesemelhançadomaiorparaomenoré
12

4
=3.Visto

queoperímetrodotriânguloABCé15+10+12=37,temosqueoperímetrodeGEFé
37

3
.

Essafraçãojáestáemsuaformairreduvel(pois37e3sãoprimosentresi2).Logo,asomado

numeradoreodenominadoré37+3=40.

Gabarito:B

(EEAR-2005)QUESTÃO37

Na gura,DE//AB.Ovalordex+yé

(a)12,5.

(b)17,5.

(c)20.

(d)22.
2MDCiguala1
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R: Terminamoscomumaquestãosimplesdesemelhançadetriângulos.Percebaqueosângulos℃B

e℃Dsãoiguais(alternosinternos),eoângulo℃Cécomumaosdoistriângulos,logo,sãosemelhantes.

Temosentão:

10,5+17,5

7
=
x+y

5
28

7
=
x+y

5

4=
x+y

5

x+y=20.

73

Italo Marinho Sá Barreto

Aula 00

Matemática III p/ EFOMM 2019 (Escola de Formação de Oficiais da Marinha Mercante)  Com videoaulas

www.estrategiaconcursos.com.br



4.2Í R

Altura,62

Ângulo,11

Ângulosadjacentes,13

Ângulosagudos,19

Ângulosalternosexternos,18

Ângulosalternosinternos,18

Ânguloscolateraisexternos,17

Ânguloscolateraisinternos,17

Ânguloscomplementares,15

Ângulosconsecuvos,13

Ânguloscorrespondentes,17

Ângulosobtusos,19

Ângulosopostospelovérce(OPV),18

Ângulosreplementares,17

Ângulossuplementares,16

Baricentro,63

Bissetriz,19

Casosdecongruênciadetriângulos,41

Ceviana,62

Circuncentro,64

Condiçãodeexistênciatriangular,30

Entesfundamentais,5

Grau,12

Incentro,63

Mediana,62

Mediatriz,62

Ortocentro,63

Plano,5

Ponto,5

Razãodesemelhança,44

Reta,5

Retascoincidentes,9

Retasparalelas,9

Retasperpendiculares,9

Retastransversais,8

Segmentodereta,7

Semirreta,7

TeoremadeTales,59

Teoremadobico,21

Triânguloacutângulo,31

Triânguloequilátero,31

Triânguloescaleno,31

Triânguloisósceles,31

Triânguloobtusângulo,31

Triânguloretângulo,31

Vércedeumângulo,11
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