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Aula 00: Elementos fundamentais, angulos,
triangulos, congruéncia, semelhanca, Teorema
de tales

Antes de iniciarmos o nosso curso, vamos a alguns AVISOS IMPORTANTES:

1) Com o objetivo de otimizar os seus estudos, vocé encontrara, em nossa plataforma (Area do
aluno), alguns recursos que irdo auxiliar bastante a sua aprendizagem, tais como “Resumos”, “Sli-
des” e “Mapas Mentais” dos conteudos mais importantes desse curso. Essas ferramentas de
aprendizagem irao te auxiliar a perceber aqueles topicos da matéria que vocé precisa dominar,

gue vocé nao pode ir para a prova sem ler.

2) Em nossa Plataforma, procure pela Trilha Estratégica e Monitoria da sua respectiva area/con-
curso alvo. A Trilha Estratégica é elaborada pela nossa equipe do Coaching. Ela ird te indicar qual
€ exatamente o melhor caminho a ser seguido em seus estudos e vai te ajudar a responder as

seguintes perguntas:

* Qual a melhor ordem para estudar as aulas? Quais sdao os assuntos mais importantes?

Qual a melhor ordem de estudo das diferentes matérias? Por onde eu comeco?

“Estou sem tempo e o concurso estd proximo!” Posso estudar apenas algumas partes do curso?

O que priorizar?

O que fazer a cada sessao de estudo? Quais assuntos revisar e quando devo revisa-los?

A quais questdes deve ser dada prioridade? Quais simulados devo resolver?

* Quais sao os trechos mais importantes da legislacao?

3) Procure, nas instrucdes iniciais da “Monitoria”, pelo Link da nossa “Comunidade de Alunos” no
Telegram da sua area / concurso alvo. Essa comunidade é exclusiva para 0os nossos assinantes
e sera utilizada para orienta-los melhor sobre a utilizagao da nossa Trilha Estratégica. As melho-
res duvidas apresentadas nas transmissGes da “Monitoria” também serdo respondidas na nossa

Comunidade de Alunos do Telegram.

(*) O Telegram foi escolhido por ser a Unica plataforma que preserva a intimidade dos assinantes

e que, além disso, tem recursos tecnolégicos compativeis com os objetivos da nossa Comuni-

dade de Alunos.
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4.2 -Pontos notaveis do triGngulo

Ol4 estimado aluno. E um prazer té-lo conosco neste novo trajeto para o aprendizado da ma-
tematica! Sou o professor Italo Marinho, formado em matematica pela UERJ; atuo no ensino de
matematica e fisica no estado do Rio de Janeiro ha 12 anos com enfoque em concursos militares. Me
especializei na produc¢do de materiais didaticos dentro do mesmo enfoque.

A matemaética é uma ciéncia constante. Galera, ela ndo muda. E sempre amesma. Sabem o que, de
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fato, muda? Nossa perspectiva. Nosso objetivo aqui é fazer vocé mudar a forma de ver a matematica.
Pode ter a certeza de que a abordagem a ser tomada aqui é diferente de qualquer experiéncia negativa
que vocé, estudante, possa ter vindo a ter no decorrer de sua vida de estudos. A aeronautica cobra
elementos padronizados em suas provas. Pretendo fazer vocé visualizar esse padrao e, a partir de
muita pratica, alcangar seus objetivos. Sem mais delongas, vamos ao que interessa!

Fizemos uma divisao bastante precisa de edital para vocg, aluno. Separamos a matematica em trés
grandes partes. A matematica |, a matematica Il e a matematica lll (a toda linda e bela geometria).
Esse livro eletronico tratara, claro, de geometria. Mas de geometria para concursos militares, que
tem um enfoque bastante especifico. Antes de vocé comecar a ler esse material, gostaria de fazer
algumas ressalvas. Vocé nao encontrara muitas questdoes EFOMM nesse primeiro material, aula 00. E
sabe o porqué? E porque a EFOMM n3o utiliza esse conteldo a ser visto nessa aula como chave direta
para as questOes. Ela utiliza esses conceitos como ferramentas para outras resolugdes (de areas,
trigonometrias, etc). Entdo, cabe a vocé, estudante, confiar nas reunides feitas aqui e acreditar na
experiéncia que tenho em sala de aula para identificar os pontos mais baixos de um aluno que almeja
a carreira militar. Faca todos os exercicios independente de ser ou nao da EFOMM. Geometria se

aprende assim. Entao, vamos la!
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1.0- FUNDAMENTOS DA GEOMETRIA PLANA: ELEMENTOS PRIMITIVOS, AXIOMAS E POSTULADOS

’ 1.1- ENTES FUNDAMENTAIS

Comegaremos agora o nosso estudo sobre geometria. Para tanto, precisaremos conhecer os seus

entes fundamentais, que nao sdao mais do que as formas basicas que constroem toda e qualquer

figura. Existem trés entes fundamentais para a geometria euclidiana® plana:

Acima vemos, na ordem, o ponto, a reta e o plano. Um dos maiores erros aqui € negligenciar o es-

tudos desses elementos. O estudo e o bom entendimento da mecanica dessas formas é incrivelmente

relevante para nao errarmos coisas bobas depois.

Mas para que serve?

Para conseguirmos visualizar melhor con-
ceitos como:

duas retas se intersectando;
menor distdncia de ponto a ponto;

menor distdncia de ponto areta.

Vocé pode ver essas formas no seu
dia-a-dia, nos seus arredores. Estao
por toda a parte! As paredes que
delimitam a sua casa sao exemplos
da representacao de um plano, assim
como as quinas e cantos sao exem-
plos de retas e pontos.

E muito importante que entenda-
mos que apesar de intuitivas, ndo ha
uma definicdo especifica para os en-
tes fundamentais. N3o ha como ex-
plicar o que seria um ponto, uma reta
ou um plano. Podemos, porém, veri-
ficar suas propriedades, padroes que

surgem quando sao estudados mais a

fundo. A prova da EFOMM foca diretamente nessas propriedades.

1Esse nome deriva do criador do modelo cldssico da geometria, Euclides.
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Retas e planos como conjuntos

E exatamente isso. Retas e planos sdo conjuntos, galera. Aqueles mesmos conjuntos que aprendemos

|a em algebra! Dai vocé poderia me perguntar assim: “mas prof., quais seriam os elementos desses

conjuntos?”, e eu magicamente te respondo: “pontos”!
E isso mesmo. Retas e planos s3o

conjuntos de pontos! Pontos, sao,

em geral, identificados por uma letra

mailscula do nosso alfabeto (como M A

ou P), enquanto retas sao identificadas

por uma letra minuscula (como r ou s).
Planos, porém, sao identificados por le- T r——
tras gregas (como o 7). Dai, na figura

ao lado podemos dizer que A € um elemento de r assim como B é um elemento de 7t (isto é, A e r

e B emn).

Infinitude

Retas e planos sao infinitos. Isso quer dizer que vocé nunca conseguira desenhar uma reta ou um
plano perfeitos. Vocé conseguira apenas representar uma parte deles. Na figura anterior, por exem-
plo, o que chamamos de reta r €, na verdade, apenas um pedacgo da reta (pois a reta mesmo, em si,

¢ infinita). O mesmo podemos dizer sobre o plano (& infinito para todas as diregdes).

Mas prof, como
que isso cai
na prova?

Calma que ja vamos chegar Ia. Esse é um estudo
preliminar importantissimo para podermos pros-
seguir. De nada vai adiantar irmos direto para
os “finalmentes” se nao entendermos como fun-
ciona a base de nossos estudos. Por enquanto,
foque em aprender e entender o que esta sendo
passado. Comece a olhar as figuras geométricas e a visualizar os pontos, as retas, isso é realmente

muito importante. Estou confiando em vocé!

Subconjuntos notaveis da reta: semirreta e segmento de reta

A reta é, talvez, o ente fundamental mais importantes dentre os trés em termos de provas militares.

Retas determinam lados de triangulos, poligonos, angulos, arestas de solidos espaciais, etc. Retas
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estdo realmente em todas as partes. Mas as vezes (na maioria das vezes), nao estamos interessados
na reta toda, mas sim em um “pedac¢o” dela. Ha dois subconjuntos fundamentais que precisamos
conhecer.
Temos na figura uma reta com um ponto A que a pertence.
Fica bem claro de se ver que tal reta ficou dividida em dois .
pedacos bastante distintos. A cada um desses pedacgos da-
mos o nome de semirretas. Perceba que A € o ponto comum
dessas duas semirretas; ele € chamado de a origem dessas
semirretas.
Perceba também que semirretas nao sao infinitas para
ambos os sentidos, mas apenas para um deles (pois o outro
é limitado pelo ponto A). .
Consideremos agora um outro ponto sobre a reta (um
ponto distinto de A).
Agora que temos dois pontos sobre a reta, um outro sub-
conjunto dela aparece automaticamente. Seria o conjunto .
dos pontos entre? os dois pontos tomados, isto é, o conjunto
dos pontos entre A e B. A esse conjunto de pontos (subcon-
junto da reta) damos o nome de segmento de reta. Pode-
riamos representa-lo sem reticéncias, percebe? Porque ele
n3o é infinito para qualquer sentido que seja. E limitado em
ambos. Por isso dizemos que é possivel medi-lo!
Veja que nao da para medir o comprimento de uma reta .
ou de uma semirreta (porque tém extensao infinita). Mas
um segmento de reta da! Podemos medi-lo nos utilizando das unidades basicas de comprimento (o

metro, o centimetro, ou qualquer outra unidade de comprimento).

Sim, trata-se de um excelente exemplo! Ape-

Entdo os lados de
um tridngulo sdo
segmentos de reta?

sar de parecer o6bvio, fara uma enorme diferenga

termos essa nogao de cabega. Ah, aqui vai uma
dica: quando quisermos nos referir a reta que
contém um segmento de reta, chamamos essa

reta de a reta suporte do segmento.

2 Aqui levarei em consideracdo que seja intuitivo o que quero dizer com “entre os pontos”.
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1.2- POSICOES RELATIVAS

Aqui comegaremos a estudar sobre as posigoes entre dois entes fundamentais. Focaremos no
ponto e na reta. O plano sera discutido mais tarde, quando comegarmos a nos preocupar com a
terceira dimensao.

Ha duas posi¢oes relativas a discutirmos: entre ponto e reta e entre ponto e ponto. Analisemos

cada uma delas.

Ponto e reta

Nada mais do que ja sabemos. Na figura ao lado

observamos uma reta r e dois pontos, A e B. Cada B T
um ocupa uma posi¢do relativa diferente em rela-
gao a reta r. Isto porque A € re B ¢ r. Essas
sao as duas Unicas posigoes relativas possiveis en-
tre ponto e reta: ou o ponto pertence a reta ou ndo pertence. Muitas vezes leremos que A estd sobre

a reta3, enquanto B n3o.

Reta e reta

Aqui precisamos ficar ligados. Ha trés importantes posigoes rela-

o tivas aqui, cobradas com extrema frequéncia em questoes. Preci-

ATENTQO! samostomarbastante cuidado ao tentarmos entender esses con-

ceitos. Vamos la!
Ha trés classificagdes importantes que devemos dar a duas retas em posicoes relativas: transver-

sais, paralelas e coincidentes®.

e Retas transversais®: S3o retas que tém exata-
mente um ponto em comum, ou seja, intersectam-
se apenas umas vez (como ilustra a figura ao

A lado). Veja que o ponto A é comum (esta ao
mesmo tempo) tanto na reta r quanto na reta s.

Lembrando-nos de que r e s sao conjuntos de pon-

S tos, podemos dizer que rN's = A (a interse¢ao

entre os conjuntos r e s € o ponto A).

3Expressdo muito utilizada em questdes.
4 Algumas bibliografias famosas negam a existéncia de retas coincidentes; as bancas militares aqui estudadas, porém, consideram essa definicdo existente.
*Também utilizaremos muitas vezes o termo retas concorrentes
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e Retas paralelas: Vamos deixar clara uma
coisa: a defini¢ao que vou passar para vocés aqui
somente é vdlida para a geometria plana. No es-
paco a defini¢do a seguir nao é suficiente para que
duas retas sejam paralelas. Sabendo disso, vamos
a defini¢ao: duas retas (hnum mesmo plano) serao

ditas paralelas quando nao tiverem pontos em co-

mum, isto é, quando n3o se intersectarem. Dizemos entdo que as retas r e s sdo disjuntas®, isto &,

que rN's = & (interse¢do vazia, ndao ha elementos comuns). Para a representacao de retas paralelas

utiliza-se a notagao: r//s.

e Retas coincidentes: Sao retas que possuem
mais de um ponto em comum. Na pratica, quando
duas retas tém mais de um ponto em comum,

significa que sdo na verdade representagdes da

mesma reta. Veja na figura abaixo:

As “duas” retas representadas na figura “estao
uma sobre a outra”, fazendo com que sejam na
verdade a representa¢dao da mesma reta. Sao re-
presentadas por: r = s.

e Retas perpendiculares: Sao tipos especiais
de retas transversais. Dizemos que duas retas
sao perpendiculares quando intersectam-se for-
mando um dngulo reto’. A nocdo de perpendicu-
larismo figura dentre as mais importantes de toda
a geometria.

Veja a seguir um par de retas perpendiculares:

INDO MAIS

FUNDOQ!

L

Observe o cubo acima e as retas re-
presentadas pelas arestas vermelhas.
Responda as perguntas seguintes:

1. Essas retas se intersectamem
algum ponto?

2. Essas retas sao paralelas?

5Termo utilizado no estudos de conjuntos quando nos referimos a conjuntos que ndo tenham interse¢io entre si.

7a nogdo de angulo sera explicada na proxima secdo
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Trata-se de retas concorrentes porém com a es-

pecificidade de formarem um angulo reto entre

si, como foi dito. Alguns textos utilizarao o termo

ortogonal para se referir a tais retas; cabe ressal-

tar aqui, porém, que o termo ortogonal tem sig-

nificado um pouco mais amplo, e sera discutido

guando passarmos a considerar a terceira dimen-

sao. Utilizaremos o simbolo L para indicar per-

pendicularidade entre duas retas, ou seja: r L s |é-se “r é perpendicular a s”.
Terminamos assim o estudo das posi¢des relativas no plano. Veja e reveja esse conteudo até vocé

ter a certeza de que entendeu as definicdes que passei para vocé (ndo se esquecendo nunca de que

parte dessa certeza s6 sera acometida quando formos fazer as questdes).

8

ESQUEMATIZANDO

Pertence a reta

|

( PONTO E

k RETA

( Nao pertence
areta

Transversais
(concorrentes)

POSICOES RELATIVAS PLANAS
u u

( RETA E \
k RETA )

Paralelas

) fLr
—

Coincidentes

i
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2.0- ANGULOS

2.1- CARACTERISTICAS BASICAS

Comecaremos entdo o nosso estudo sobre dngulos. Angulos sd3o nossos segundos elementos a
serem medidos, visto que ja aprendemos que segmentos de reta também tém medida (de compri-
mento). Muita atencdo deve ser dada a esse topico, angulos sao a nossa entrada para a parte métrica

de nossos problemas.
Definicao e notacoes

Um angulo nada mais é que a figura formada pela unido de duas semirretas (chamadas de lados) de

mesmas origens.
Veja abaixo o exemplo de um angulo:

Na figura, vemos duas semirretas, representadas por r e s. Nao

A apenas a abertura entre as retas mas sim a figura toda é conside-

rada o dngulo de fato. Veja que ambas tém a mesma origem (o

ponto O). Num angulo, a origem comum as semirretas € chamada

0 o de vértice do angulo. De modo mais simples: vértice é o “bico” do

angulo. No nosso exemplo o angulo tem vértice O. Ha diversas

B notagdes angulares, e as provas costumam ser bastante diversas

nesse ponto. Cito aqui as principais maneiras de notarmos um angulo (utilizarei a figura anterior para

os exemplos):

»

e O: Notacdo que foca no vértice do dngulo. Caso haja dngulos adjacentes! no mesmo vértice,
essa nota¢ao nao é a melhor, pois traz ambiguidade. Veja um exemplo dessa ambiguidade:

T

1 Definido mais a frente.
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Suponha que eu peca que vocé olhe para o angulo O na figura anterior. Para qual angulo que
voceé olharia? Ha possibilidades multiplas, correto? Portanto, essa nao € a melhor notagao para

0 Ccaso.
e /AOB: Notacdo que enfatiza as semirretas do angulo. Nao gera nenhum tipo de ambiguidade.
« AOB: Notagao quase idéntica a anterior, muda apenas pela forma de escrita.

* Muitas vezes o angulo tera um nome ja escrito na figura. Em nosso caso, por exemplo, trata-se

do angulo «.

Medidas angulares

F

E ai, como sera que medimos um angulo? Ha duas maneiras de medirmos, essencialmente. Uma é
utilizando o radiano, que n3ao veremos até falarmos de arcos. A outra, que utilizaremos agora, é o
grau. Mas entao, o que vem a ser um grau? Vamos ao entendimento.

Divida a borda de um circulo? em 360 partes, como
ilustra a figura ao lado. Agora considere duas semirretas
partindo do seu centro. A medida do angulo formado
sera a quantidade de divisOes entre as duas semirretas.
No nosso exemplo ao lado ha 60 divisGes entre uma se-
mirreta e a outra. Dizemos entao que trata-se de um
angulo de 60 graus (escreve-se 60°). Um grau, entao,
€ a menor divisao feita dentre as 360 divisdes. Um an-
gulo de 45° é entao, por exemplo, um angulo em que

couberam 45 divisGes de um grau. Essa é a forma mais

recorrente para a medida de um angulo.
Vemos ao lado a representagao de um angulo de

1°.  Se construissemos sucessivamente, a partir de

cada lado dos angulos, um angulo de 1°, precisariamos

de 360 construgdes para cobrir todo o circulo. Dessa

forma, todo e qualquer angulo pode ser medido a parte
de uma comparacgao de “quantos angulos de 1° cabem
em seu interior, partindo do mesmo vértice”. Veremos
a seguir alguns angulos especiais que merecem desta-

que.

2Circulos sdo figuras importantissimas que serdo estudadas nas aulas seguintes.
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TOME NOTA!
Angulo de Angulo de Angulo de meia-volta Angulo reto Angulo nulo
uma volta (360°)  270° ou dngulo raso (180°) (90°) (0°)
[ A

G

¢

Angulos consecutivos

A

S3o angulos que possuem o0 mesmo vértice e uma semirreta em co-
mum. No exemplo ao lado, os angulos ZAOB e ZBOC s3ao exem-
plos de angulos consecutivos (pois tém o mesmo vértice O e tém
uma semirreta em comum, que seria a semirreta BO). Os angulos
/AOC e ZBOC também sado consecutivos pelos mesmos moti-
vos. Ja os angulos ZAOB e ZCOD nao sao consecutivos, pois
apesar de partirem do mesmo vértice, nao tém um lado em co-
mum. Seguem mais alguns pares de angulos consecutivos: ZBOC
e Z/COD; ZAOCe ZCOD; ZAOD e ZBOD; ZAOB e ZBOA;

etc. Veremos a seguir outro tipo de angulo parecido com os angu-

los consecutivos, mas com uma diferenga essencial. Vamos a ele.

Angulos adjacentes

Sdo angulos consecutivos sem pontos interiores®> em comum, ou seja, angulos que ndo se auto-

intersectem. Para podermos adquirir uma boa intui¢cao de que isso significa, precisaremos de uma

demonstragao visual do que quero dizer. Muita atencao entao no exemplo a seguir. Separarei alguns

angulos de uma figura, e vamos tentar identificar aqueles que s3ao adjacentes e aqueles que nao.

Lembre-se de observar bem a definicdo e de ter na cabec¢a a no¢ao de angulo de uma forma bem

clara. Vamos la!

3Esse conceito (o de ponto interior) ndo seréa definido formalmente, por ser altamente intuitivo.
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A Na figura, ha trés angulos: um azul (que

seria 0 angulo « ou ZAOB), um vermelho

(que seria o angulo 3 ou ZBOD) e um verde

& B (que seria 0 angulo y ou ZAOD). Antes de
destaca-los e separa-los, estavam todos em

uma mesma figura. Dizemos entdo que o an-

gulo azul é interior ao angulo verde, assim

B como o angulo vermelho também o é. Eles

B sao interiores ao verde porque tém pontos
C interiores em comum. Perceba que o mesmo

D nao acontece entre os angulos vermelho e

azul. Estes angulos nao tém pontos interio-

res entre si e portanto sdo os Unicos adjacen-

D A
‘ tes da figura.
Pergunta, vamos la: os angulos ZAOB e
0 v /AQOD sao consecutivos? E adjacentes?
Eles sdo consecutivos, porque tém mes-
C mos vértices e tém um lado em comum, po-
D

rém, ndo sdo adjacentes, porque apesar de

consecutivos, tém pontos interiores em co-

mum; isso fere a defini¢cGo. Entdo apesar de consecutivos, acabam nado sendo adjacentes.

1224

QUESTOES

COMENTADAS

BN (EEAR-2002) QUESTAO 1

E falso afirmar:

A _  —
(a) Se AOB é um angulo raso, entao OA e OB s3ao semirretas opostas.
A e e
(b) Se AOB é um angulo nulo, entao OA e OB sao semirretas opostas.
(c) Dois angulos adjacentes, cujos lados nao comuns sao semirretas opostas, somam 180°.

(d) Dois angulos adjacentes sao sempre consecutivos.

E?J Matematica Ill p/ EFOMM 2019 (Escola de Formagao de Oficiais da Marinha Mercante) Com videoaulas
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Trata-se de uma questao em que inevitavelmente teremos de analisar alternativa por alternativa.
Demos uma olhada entao:
- - I'd A ~ —) —) ~ "
Alternativa (a): Se AOB € um dngulo raso, entdo OA e OB sdo semirretas opostas.

Alternativa verdadeira. Veja que na figura ao lado AOB

m é um angulo raso, semirretas em oposi¢ao. Caso as semirre-
A 0 B tasn3o sejam opostas, necessariamente o dngulo n3o medira
180°.

Alternativa (b): Se AOB é um dngulo nulo, entdo OA e OB sdo semirretas opostas.

Alternativa falsa. Acabamos de discutir isso. Se as semirretas que partem do vértice de um angulo
sao opostas, entao o angulo é raso, nao nulo. Para o angulo ser nulo, é necessario que as semirretas
tenham sentidos iguais, ndo opostos.

Alternativa (c): Dois dngulos adjacentes, cujos lados ndo comuns sdo semirretas opostas, somam

180°.
Alternativa verdadeira. Observe os angulos da figura ao
¢ lado. Veja que os angulos ZAOC e ZBOC s3o adjacentes
(pois sao consecutivos e ndo tém pontos interiores em co-
o B mum). Veja também que ambos tém as semirretas nao co-
. 5 3 muns opostas, que seriam as semirretas OA e OB. Isso nos

diz que ZAOB é um angulo raso e portanto « + 3 = 180°.
Alternativa (d): Dois dngulos adjacentes sGo sempre consecutivos.

Sim, faz parte da definicdao de angulos adjacentes. Para que dois angulos sejam adjacentes eles

tém de ser consecutivos (e ndo terem pontos interiores em comum). Alternativa verdadeira.

Gabarito: B

Angulos complementares

Galera, aqui vai uma convencao que faremos de agora em diante: todas as vezes que forem utilizada
expressoes como somar ou subtrair dngulos, estarei me referindo a medida do angulo. Faco isso pra
nao ter de falar medida todas as vezes em que for me referir a uma operacao.

Pois bem, a definicao: dois angulos serdao ditos complementares quando somarem 20°, isto &,
guando completarem um angulo reto. Os angulos de 20° e 70° sdao exemplos de angulos comple-
mentares (pois 20° + 70° = 90°).

Sejam agora « e 3 dois angulos complementares. Entdao « + 3 = 90°, e dai p = 90° — «.

Isso nos diz que, para calcularmos o complemento de um angulo «, basta calcularmos 90° — «.

@ Matematica Ill p/ EFOMM 2019 (Escola de Formagao de Oficiais da Marinha Mercante) Com videoaulas
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Vemos ao lado a representagao de dois angulos adjacentes com-
plementares: « e 90° — «. Importante vocé notar que trata-se
de uma relacao simétrica: podemos dizer que ZAOB é o com-

B plemento de ZBOC assim como podemos dizer que ZBOC ¢é o
complemento de ZAOB. Em ambos os casos o que importa de
90° — fato é que ZAOB + /BOC = 90°.

fod Vale também dizer que 45° é o Unico angulo que é complemento

O A  desimesmo. Consegue ver o porqué?

Angulos suplementares

A defini¢ao é quase que a mesma de angulos complementares. A Unica diferenca é que para os angu-
los suplementares a soma deve ser de 180°. Entao dois angulos serdo considerados suplementares
guando a soma dos dois resultar em um angulo raso (180°). Como exemplo, vale que 120° e 60° sao
angulos suplementares, visto que 120° + 60° = 180°

Quando dois angulos « e 3 sao suplementares, vale que
o+ = 180° como ja sabemos. Logo 3 = 180°—«. Isso nos
diz que quando quisermos calcular o suplemento de « bas-

tara calcularmos 180° — «. Ao lado vemos a situagao padrao 180° — &

de dois angulos adjacentes suplementares. Como vimos em

exercicio anterior, as semirretas ndo comuns sao necessaria-

%

mente opostas (ﬁ e (Ti).

QUESTOES

COMENTADAS

EEN(EEAR-2018) QUESTAO 2
O complemento do suplemento do angulo de 112° mede

(a) 18°

(b) 28°

(c) 12°
(d) 22°
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Como queremos calcular o complemento do suplemento, o ideal é primeiro calcularmos o suple-

mento. O suplementode 112° é 180°—112° = 68°. Queremos calcular o complemento desse angulo.

Gabarito: D

Logo, basta calcularmos 90° — 68° = 22°.

Angulos replementares

Sao angulos que somados resultam em 360°, como o par 270° e 90°. O replemento de um angulo «
€ 360° — «, inteiramente analogo ao que concluimos anteriormente para angulos complementares
e suplementares. Angulos replementares ent3o, quando somados, resultam em um angulo de uma

volta.

Angulos em retas paralelas cortadas por transversal

Alguns angulos importantissimos aparecem
quando cortamos duas retas paralelas com

b a uma reta transversal. Ao lado, vemos oito an-

gulos elementares: a,b,c,d,a’,b’,c’ e d’.
Comecarei agora a atribuir alguns nomes que

a serao utilizados no decorrer de todas as nos-

p sas proximas aulas. Vamos entdo a esses no-

mes:

e Angulos colaterais internos: Seriam os angulos ¢ e d, assim como os &ngulos a’ e b’. Ambos os
pares citados sao angulos colaterais internos. Dizemos que sao colaterais porque tém um lado
em comum (aquele sobre areta t). E sdao internos porque estao dentro da regidao delimitada pelas
retas r e s. Sua caracteristica principal é que sao sempre suplementares, isto é: ¢ +d = 180° e

a’ 4+ b’ = 180° (podendo ser percebido por analise imediata da figura).

 Angulos colaterais externos: Seriam os angulos a e b, assim como os angulos ¢’ e d’, andlogo ao
anterior. Nesse caso sao externos porque estao fora da regidao delimitada pelas retas r e s. Sua

caracteristica principal é que sdo sempre suplementares, isto é: a +b = 180°e ¢’ + d’ = 180°.

 Angulos correspondentes: Ha quatro pares de angulos correspondentes na figura: ae a’,beb’,
cec’,ded’. Sua caracteristica principal® € que tais pares tém mesmas medidas angulares, isto
ég:a=a,b=b/,c=c’'ed=4d"

*Trata-se de um fato axiomadtico, isto é, ndo se demonstra. E um fato que é simplesmente aceito, sem a necessidade de justificativas.
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e Angulos opostos pelo vértice (OPV): Esses sdo bastante famosos! Ha também quatro pares: a
ec,bed, a’ec’,b’ed’. Perceba que todos eles s3o de fato formados pelo mesmo vértice,
mas sao opostos em relacao a ele. A caracteristica mais importante dos angulos opostos pelo
vértice é que tém medidas iguais, assim como os correspondentes. Entendamos o porqué disso.
Vejamos por exemplo os angulos a e c. Como conseguiriamos provar que sao, de fato, iguais?
Bom, veja que os angulos a e b sdo suplementares, e portanto a+b = 180°. Dai, a = 180° —b.
Agora observe os angulos b e c. Sao suplementares também, correto? Entdo, b +c¢ = 180°, e
portanto, ¢ = 180° — b. Logo a = c, visto que ambos os angulos sao iguais a 180° — b. A prova

para os outros pares de angulos OPV se da de modo analogo.

Isso mesmo! Viu angulos corresponden-

tes ou opostos pelo vértice, pode dizer que

sao iguais sem medo de ser feliz! Tome cui-

Entédio angulos corres-
pondentes e os OPV
sdo sempre iguais?

dado porém para nao sair achando que tudo
é OPV ou correspondente, vocé pode acabar
errando. Tem que seguir direitinho a defini-
¢do que eu te dei, e ter a figura na cabega.

Assim nao tem erro. Tranquilo? Vamos dar prosseguimento entao!

 Angulos alternos internos: Também super famosos! S30 os pares c e a’, d e b’. Assim como
os OPV e os correspondentes, eles também sao iguais entre si. Vejamos o porqué. Considere
os angulos c e a’. Por que eles seriam iguais? Ent3o, observe que c e ¢’ s3o correspondentes.

Entdo, ¢ = c¢’. Masc’é 0PV com a’,logoc’ = a’ e portanto, ¢ = a’, provando o que queriamos.

 Angulos alternos externos: Super analogos aos alternos internos. S8o os pares: aec’/,be d’.

Sao iguais, sempre. As razoes sao as mesmas para angulos alternos internos.

Vemos entao que, como ilustra a figura ao
lado, temos um monte de angulos iguais. Per-

ceba que os verdes sdo iguais entre si assim

como os vermelhos também sdo. Tente justi-
fica o porqué desses angulos serem iguais ba-

seado no que vimos nessa se¢ao; vocé estu-

dante, se ajudara muito se ja souber esses an-
gulos com a nomenclatura correta, de cabega.

Estarei contando com isso, nao se esquega disso!
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Bissetriz

Rapaz, que definicao importante faremos agora. Vocé, estudante, provavelmente conhece esse nome

de algum lugar. Vamos dar uma clareada na defini¢ao de bissetriz.

Chamamos de bissetriz a reta que divide um angulo

em duas partes de mesmas medidas®. Veja, entdo, a fi-

gura ao lado, onde temos a reta r exercendo papel de

¥ bissetriz. Veja que ela, de fato, divide o angulo de seu

vértice em duas partes iguais (medindo «).

Por ora, ndo falaremos muito mais sobre bissetrizes.

Porém, posteriormente, essa sera uma construgao geo-

métrica muito importante. Tenha essa definicdao na ca-

beca. Precisaremos muito mesmo dela. Tudo bem, en-

tao? Tudo tranquilo?

Mas para que serve?

Para resolvermos problema que
envolvam:

Teorema da bissetriz (interna e externa);
Incentro;

Construgoes com bissetrizes.

Angulos agudos e obtusos

Declaro entao essa parte angular
quase finalizada, ja ja poderemos fa-
lar sobre triangulos. Vimos bastante
coisa nesse capitulo. Vimos as de-
finicOes principais de angulos, algu-
mas classificaces, alguns nomes es-
peciais, todos nomes que caem em
sua prova. Por fim, veremos a seguir
mais duas classificacbes importan-
tes. Muitas vezes estaremos inte-
ressados em se um angulo tem me-
dida superior ou inferior a um an-
gulo reto (90°). Dai as novas classifi-

cacOes, que daremos agora.

Defini¢cao super simples: angulos agudos sao angulos menores que um angulo de 20°, enquanto an-

gulos obtusos sdao angulos maiores que um angulo de 90°. Sao termos utilizados com bastante cons-

tancia, que devemos reconhecer prontamente quando surgirem.

3 A definicdo mais precisa de bissetriz é a de que bissetriz € um lugar geométrico. Ndo entraremos nesse ponto aqui, mas posteriormente sera mencionado.
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£y

QUESTOES

COMENTADAS

BN (EEAR-2000) QUESTAO 3

Na figura BA || EF. A medida de X é:

A

(a) 105°
(b) 106°
(c) 107°
(d) 108°

R: Observe ailustragao abaixo.

Da figura que nos foi apresentada, tragamos duas retas paralelas a AB e EF, que seriam as que

representei como 1 e s. Essas duas retas “quebraram” o angulo de 96° em dois pedacos (cce 3), e 0
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angulo X em dois pedacos também (y e 0). Perceba que o e 42° s3ao alternos internos, e portanto
o =42°. Mas como « + 3 = 96°, temos 42° + 3 = 96° e portanto 3 = 96° — 42° = 54°. Até ai,
tudo beleza?

Veja também que 3 é alterno interno com vy, e portanto, 3 = y. Logo y = 54°. Mas veja também
que 0 e 52° também s3do alternos internos! Portanto 8 = 52° e dai o angulo pedido, X, vale:
X=v+0=>54°+52°=106°.

Aqui vai, porém, uma forma mais simples de resolvermos. Resolveremos por meio de um teorema

conhecido como teorema do bico. Vamos entendé-lo. Observe a figura inicial do problema:

52°

42°
26°

Esse teorema so funciona quando as retas laterais que delimitam a sua figura sao paralelas. Nesse
caso, o problema de fato afirmou serem paralelas. Entdao podemos usar o teorema do bico. O
teorema do bico diz que se uma poligonal® for desenhada com extremidades sobre duas retas
paralelas, a soma dos angulos que olham para um lado sera igual a soma dos angulos que olham
para o outro. Em nossa questao, entao, podemos ver que os angulos 42° e X olham para cima
enquanto 96° e 52° olham para baixo. Logo: 42° + X = 96° + 52°, e portanto

X = 148°—42° = 106°.

Gabarito: B

BN (EEAR-2003) QUESTAO 4

Nesta figura, as retas r e s sao paralelas entre si.
Os valores de x, y e z sao, respectivamente

5Sequéncia de segmentos de reta com uma extremidade comum.
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3x-10°

s\

(a) 23°45, 85° e 95°.
(b) 25°, 90° e 90°.

(c) 23°7/5", 95° e 85°,
(d) 26°15/, 85° e 95°.

R: Veja que os angulos de x e 3x — 10°, juntos, formam um angulo correspondente ao angulo de
85°. Entao:

x+3x— 10° = 85°

Ax = 85° 4+ 10°
Ax = 95°
95°
=1
x = 23, 75°.

Temos entao que x = 23,75°, isto &, 23 graus com adicionais 0, 75 graus. Para passarmos esse
excedente para minutos’, basta multiplicar por 60. Entdo: 0,75° = 60 - 0,75 = 45’ (45 minutos).
Entao x = 23°45’.

Vamos a y e z. Veja que y € alterno externo com 85°, e portanto y = 85°. Por fim, z € um angulo
suplementar a 85°; portanto z = 180° — 85° = 95°.

7 Graus funcionam como horas, quando comparados a minutos. Um grau equivale a 60 minutos e um minuto equivale a 60 segundos.
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BN (EEAR-2003) QUESTAO 5

Seja o« um angulo agudo. Se somarmos a medida de um angulo reto a medida de « e, em seguida,

subtrairmos dessa soma a medida do suplemento de «, obteremos sempre a medida de um angulo

(a) nulo, qualquer que seja a medida de «.
(b) reto, qualquer que seja a medida de «.
(c) agudo, desde que 45° < o < 90°.

(d) raso, desde que o < 45°.

R: Primeiro soma-se um angulo reto a «, chegando a 90° + . Em seguida subtrai-se a medida do
suplemento de «. O suplemento de « é 180° — «, logo, subtraindo essa medida de 90° + «,

obtém-se:

90° + ¢ — (180° — o) = 90° + &x — 180° +
= 20— 90°.

Agora fagamos a analise dos valores que podem ser obtidos com 2o — 90°. Primeiro, angulos aqui

sao positivos. Logo:

20— 90° >0
20 > 90°

o > 45°.

Em seguida, analisemos quando que esse angulo torna-se reto. Para isso, basta igualarmos tal

angulo a 90°. Assim, temos:

20— 90° = 90°
o = 90°.

Como 2 — 90° é crescente, se &« > 90°, o angulo sera obtuso; porém, se o« < 90°, sera agudo. Veja

entdo que para o angulo ser agudo, devemos ter x < 90° e o« > 45° (para garantir que seja

Gabarito: C

positivo). Logo sera agudo se 45° < x < 90°.
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EEE(EEAR-2016) QUESTAO 6

Os angulos AeBsio congruentes. Sendo A = 2x+15°e B = 5x — 9°. Assinale a alternativa que

representa, corretamente, o valor de x.

(a) 2°
(b) 8°
(c) 12°
(d) 24°

R: Como A e B s3o congruentes, devemos ter:

2x +15° = 5x — 9°
2x —bhx = —9° —15°
—3x = —24°

x = 8°.

Gabarito: B

EEE(EEAR-2002) QUESTAO 7

Duas retas paralelas sao cortadas por uma transversal, de modo que a soma dos angulos agudos

formados vale 144°. Entdo a diferenca entre as medidas de um angulo obtuso e de um agudo é

(a) 85°
(b) 92°
(c) 108°
(d) 116°

R: Desenhar uma boa figura nessa questao é essencial. Nao fique tentando fazer de cabeca, nao.
Mesmo que consiga, nao é esse o propdsito aqui. Vamos entdao dar uma olhada na figura que

resolve esse exercicio.
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Como sao quatro angulos agudos que somam 144°, temos:
x4 o+ x4+ o0 = 144°
4o = 144°
o = 36°.

O suplemento de 36° € o angulo 180° — 36° = 144°. Dai a diferenca entre o angulo obtuso e o

agudo é: 144° — 36° = 108°.
Gabarito: C

EEE(EFOMM-2005) QUESTAO 8

Dois barcos navegam em dire¢oes perpendiculares. A trajetéria de um deles forma um angulo de
18°24' com a direc¢do indicada pela agulha da bussola, indicando o norte. Qual é a medida do angulo

agudo formado pela trajetoria do outro barco e pela dire¢ao indicada pela agulha da bussola?

(a) 41°36/
(b) 51°36’
(c) 71°36'
(d) 75°36'
(e) 79°36'

R: Montando a situacao, temos o angulo o« = 18°24’ formado pelas semirretas da trajetoria e da
bussola do navio horizontal, e o angulo 3, formado pela trajetoria do navio vertical e a dire¢ao da

agulha da bussola. Veja a representagao na figura abaixo:
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Como « e 3 sdo complementares, 3 = 90° — 18°24' = 71°36/.

EEE(AFA-2001) QUESTAO 9

Sejam r e s retas paralelas. A medida do angulo «, na figura abaixo, €

r
0° =%
y
400 { ~
3

(a) 115°
(b) 125°
(c) 135°
(d) 145°

R: Observe a figura, na qual destaquei o angulo y e seu OPV imediato.
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50° x—y
y Y

40° %—y

Entdo, pelo Teorema do Bico, podemos afirmar que y = 50° + 40° = 90°. Veja também que, na
direita da figura, o angulo @ — y reaparece com seu alterno interno, tornando-se colateral com «.

Portanto (ax —y) + « = 180°. Visto que y = 920°:

(x—y) + o = 180°

& — 90° + o = 180°
200 = 180° + 90°

200 = 270°

o = 135°,
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3.0- TRIANGULOS

3.1- ELEMENTOS FUNDAMENTAIS

Eis entdo que comegamos a falar das figuras mais importantes de toda a geometria plana: os
triangulos.

Triangulos sao a forma mais simples de poligonos, figu-
ras que posteriormente discutiremos de modo mais geral.
Essencialmente o que devemos entender agora é que tri-
angulo é a figura formada e determinada por trés segmen-
tos de reta com vértices mutuamente compartilhados. Ao
lado vemos um triangulo com todos os seus elementos

B mais importantes. Falaremos a seguir de cada um de-

les, explicando os seus funcionamentos, suas defini¢cdes,

t e suas propriedades mais importantes. Devemos tomar

muito cuidado com essas defini¢Oes, apesar desse assunto ser relativamente facil. Vamos 13!

» \Ertices: sao os pontos ndao-colineares A, B e C. Um triangulo, como pode ser percebido, sempre

tém trés vértices.

* Lados: sao os segmentos de reta com extremidades nos vértices. Essa definicao somente é valida
para triangulos. Poligonos com mais de trés lados serao vistos nas proximas aulas. Em nossa
figura, sao lados os segmentos: AB, AC e BC. As retas 1, s e t sdo as retas suportes desses

lados.

 Angulos internos: S3o os angulos internos ao tridngulo formados pelos seus lados. Em nossa

figura, seriam: «, 3 e y.

 Angulos externos: S3o0 os angulos suplementares adjacentes aos angulos internos do triangulo.

Em nossa figura, seriam: o/, B’ ey’.

e Regido triangular: E o subconjunto do plano delimitado pelos lados. Na figura, seria a regido

azulada interior ao triangulo.

Perceba entao que existem dois tipos de angulos em triangulos: os angulos externos e os angulos

internos. Eles sdao suplementares adjacentes, vé isso nas figuras?
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Isso mesmo! Se vocé sabe o valor de um deles, o

outro sera com certeza o suplementar desse valor.

Entdo um é@ngulo in-
terno somado com o
seu externo, sempre
da 180°?

Isso vale nao so6 para triangulos, mas para poligo-
nos quaisquer, como veremos nas aulas seguintes.
Veremos que existem diversos atalhos para achar-
mos angulos que dependem justamente dessa no-
¢ao. Excelente!

Falado disso, vamos dar uma olhada agora no teorema angular mais importante de toda a geome-

tria plana, sem sombra de duvidas.

3.2- RELACOES ANGULARES EM TRIANGULOS
Soma dos angulos internos

Observe o triangulo ao lado. Suponha que desejemos cal-
cular x+ 3 +7vy. Como podemos prosseguir para encontrar-
mos um resultado de fato?

Pois bem, esse €, como ja dito, um dos teoremas mais
importantes de toda a geometria e sem sombra de duvidas

3 Y € pelo menos o angular mais importante. Vamos mostrar a

A B seguir que essa soma sempre € igual a 180°.

Trace, passando por C, uma paralela a AB,
como ilustra a figura ao lado. Prolongue tam-
bém os lados BC e AC. Veja que formaram-se
os angulos a, b e ¢ naturalmente, e veja que
a+b+c=180°.

Mas veja também que a e o sdo dngulos cor-
respondentes, assim como c e y. Logo a = «

e ¢ = y. Visto que b e 3 sdo OPV, temos final-

mente que b = 3 e portanto o+ +vy = 180°.

Portanto:

TOME NOTA!

A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre igual a 180°.
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Soma dos angulos internos ndo-adjacentes

Olhemos novamente a nossa figura inicial. Veja
que &’ + & = 180°, e portanto o’ = 180° — «.
Certo, mas também sabemos que x + 3 + v =
180°, e portanto B + v = 180° — «. Ora se tanto
«’ quanto 3 + vy sao iguais a 180° — «, entdo
«x’ = B +v. Veja que 3 ey sdo justamente os
angulos internos de AABC (triangulo ABC) que

B ndo sdo adjacentes a «’. Entdo, é sempre ver-

dade que um angulo externo qualquer de um tri-
g4 angulo sera sempre a soma das medidas dos an-

gulos internos nao-adjacentes aquele angulo ex-

terno. Para esse triangulo, por exemplo, podemos dizerque: &' =B +v,B' ' =ax+vey' = a+ B.

Essa propriedade € um grande atalho para a resolugao de questdes diversas. Veremos nos exercicios.

3.3- CONDICAO DE EXISTENCIA E CLASSIFICACOES

Imagine trés medidas para os lados de um triangulo. Sério mesmo, imagine. Imagine trés numeros
positivos e assuma que esses numeros sejam as medidas dos lados de um triangulo.

Muito bem, a pergunta é: sera que esse triangulo que vocé imaginou existe? Sera que existe um
triangulo com lados 7,9 e 11? Ou 11,20,35? Para analisarmos essas condi¢Oes, devemos utilizar o
gue chamamos de condi¢do de existéncia triangular. Vamos entao ao conceito.

Para que um triangulo exista, basta que a soma de dois lados quaisquer sempre supere o terceiro.
isso nos diz, por exemplo, que existe o primeiro triangulo sugerido, de lados 7,9 e 11; isso porque a
soma de quaisquer dois lados superara o restante. Vejaque 7 +9 = 16, que supera 11; 7+ 11 =18,
que supera 9; e 9 + 11 = 20, que supera /.

Porém, o mesmo nao acontece com o hipotético tridngulo de lados 11,20 e 35. Vejaque 11+20 =
31, que ndo supera 35. Logo, tal triangulo nao existe.

Muito bem resumido! Sim, esse é o teste

que sempre fazemos para verificar se um tri-

Entdo se eu somar dois
lados e achar um nu-
mero menor que o ter-
ceiro lado, o tridngulo
ndo existe?

angulo existe ou nao. Algebricamente fa-
lando, podemos dizer que dado um triangulo
de lados a, b e ¢, sempre deve acontecer
a + b > c para que o triangulo exista. Ex-

celente, vamos que vamos!
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Existem algumas classifica¢Oes de triangulos que merecem a nossa aten¢ao. Vamos a elas.

TOME NOTA!

QUANTO AOS LADOS

A A

TRIANGULO TRIANGULO TRIANGULO
ESCALENO ISOSCELES EQUILATERO
Todos os lados com Dois lados com mes- Todos os lados com
medidas diferentes. mas medidas. mesmas medidas.

QUANTO AOS ANGULOS
TRIANGULO TRIANGULO TRIANGULO
ACUTANGULO RETANGULO OBTUSANGULO
Todos os dngulos Um dngulo reto. Um dngulo obtuso.
agudos.

Essas classificagdes, acho que nao preciso nem falar, sao extremamente recorrentes em exercicios

diversos.
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QUESTOES

COMENTADAS

EEE(EEAR-2002) QUESTAO 10

Coloque V ou F conforme as afirmagoes sejam verdadeiras ou falsas:

() Dois angulos adjacentes sao suplementares.

() Dois angulos que tém o mesmo complemento sao congruentes.
() Dois angulos suplementares sao adjacentes.

() Um triangulo obtusangulo pode ser isosceles.

() Um triangulo retangulo é escaleno.
Assinale a seqliéncia correta.

(a) F-V-F-V-V
(b) F-V-V-V-F
(c) F-V-F-V-F
(d) F-F-V-V-F

R: Comentemos afirmativa por afirmativa.

* Dois dngulos adjacentes sdo suplementares: Nao necessariamente. Temos de tomar muito
cuidado com essas afirmagOes categoricas assim, porque elas sao generalizantes. Temos de
tomar cuidado com essas generaliza¢des, podem esconder uma baita de uma pegadinha. Bom,
se lembra do conceito de angulo adjacente? E de angulos suplementares? Pois bem, construa
um e outro na sua cabega. Agora pense: necessariamente ser adjacente implica em ser

suplementar? Vamos dar uma olhada. Observe a figura a seguir:
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Veja que os angulos « e 3 sao adjacentes, de fato, mas ndo sdo suplementares. Como
conseguimos encontrar um contra-exemplo que quebra a afirmacao feita, ela é falsa. Nao

podemos generalizar da forma que ele fez.

* Dois dngulos que tém o mesmo complemento sdo congruentes: Vamos dar um nome para esses
dois angulos: « e 3. E dito que eles tém o mesmo complement. O complemento de « é
90° — «, enquanto o complemento de 3 é 90° — 3. Vamos entao dar a condicao de igualdade e

ver no que da:

S —}
—x=—B
x=f.

Concluimos disso que, de fato, caso os complementos de « e 3 sejam iguais, seus

complementos também serao.

* Dois dngulos suplementares sdGo adjacentes: Nao necessariamente. Novamente aqui ele faz
uma generaliza¢ao. E novamente aqui eu pe¢o que vocé, estudante, procure imaginar a
comdicional que ele criou. Sera que € verdade? Sera que dois angulos suplementares sao
sempre, necessariamente, adjacentes? Vocé consegue criar na sua cabeca a imagem de dois
angulos adjacentes que nao o sejam? Se vocé conseguir, achou um contra-exemplo e pode
concluir que a afirmativa é falsa. Mas caso nao tenha conseguido, ndo se preocupe. Estou aqui

para ajudar vocé. Vem comigo e observa a figura a seguir.

b.-. 8 Matematica lll p/f EFOMM 2019 (Escola de Formag&o de Oficiais da Marinha Mercante) Com videoaulas
www.estrategiaconcursos.com.br | 33



Italo Marinho Sa Barreto
Aula 00 \

135°
45°

Esses angulos sao, de fato, suplementares, pois 45° + 135° = 180°. Mas nao sao adjacentes,

pois nao compartilham uma mesma semirreta como lado.

* Um tridngulo obtusdngulo pode ser isosceles: Sim, verdadeiro! Observe a figura abaixo e

constate por si mesmo um exemplo de triangulo obtusangulo isosceles.

5cm 5cm

e Um tridngulo retdngulo é escaleno: Nao necessariamente. Observe abaixo um triangulo
retangulo isdsceles, por exemplo (todos os outros, porém, sao necessariamente escalenos sim;

esse € o Unico contra-exemplo).

Trata-se de um triangulo retangulo que nao é escaleno, falsificando portanto a afirmativa.

Baseando-nos nas conclusoes que fizemos, temos FVF V F.

(cec )
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EEE(EEAR-2003) QUESTAO 11

Observando as figuras abaixo, o valor, em graus, dex —y é

m//t

(a) 25
(b) 20
(c) 15
(d) 10

R: Na primeira figura, basta usarmos o Teorema do Bico, visto que as retas r e s sao paralelas. Os

angulos “olhando para cima” sao: 65° e 40°; os angulos “olhando para baixo” sao 30° e x. Logo:

30° 4+ x = 65° +40°
X = 65° +40° — 30°
x = 75°.

Na segunda figura, observe que temos um triangulo.

[

y 30°

150°
50
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Ja coloquei aquele angulo de 30° adjacente suplementar ao de 150°, calculado a partir de
180° — 150° = 30°. Agora, é util reconhecermos que y é um dngulo externo ao triangulo azul.
Lembre-se entdo que o angulo externo é a soma dos externos ndo-adjacentes. Portanto,

y = 30° 4 25° = 55°. Como o problema pede o valor de x — y, temos finalmente o resultado
75° —55° = 20°.

Gabarito: B

BN (EEAR-2003) QUESTAO 12

Na figura, v || set L u.

B
/

Ovalordea—bé

(a) 100°
(b) 90°
(c) 80°
(d) 70°

R: Essa & uma excelente questao para integrarmos nossas teorias angulares e triangulares. Mas
antes, um recado para o estudante. Vocé talvez esteja perguntando e questionando-se quanto a:
mas cadé as questoes da EFOMM? Jovem, nao fique se fazendo essa pergunta. O concurso da
EFOMM apenas nao cobra o assunto diretamente, mas ele é necessario. Dai utilizo questoes com
similaridade e que envolvam o conteudo técnico para o seu aprendizado. Pare imediatamente com
esses questionamentos e nao os deixem perpetuar. Essa perpetuidade € nociva. Confie no trabalho
que estamos fazendo. No final vocé so tera a se surpreender com a rapidez e consigo. Agora, a
resolucao.

Observe a figura com um dos triangulos destacados:
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Veja que ja trouxe o angulo b para o seu correspondente interno ao triangulo. Novamente, vé como
a € um angulo externo ao triangulo? Lembra que um angulo externo de um triangulo é sempre a
soma dos internos nao-adjacente aquele angulo? Pois bem, isso vale para qualquer triangulo certo?

Entdo logico que também serve para o da figura, e portanto:

a=b+90°
a—b=90°

Isso se chama cartear, coruja! E nao, nao basta

apenas acertar, porque se seus estudos forem gui-

" Professor, s6 tem essa
~ maneira? Eu fiz muito
mais rapido. Vi que ti-
nha um dngulo de 90°
e s6 fui na opgéo!

ados dessa forma, pode ser que em algum mo-
mento vocé dé um tiro no pé. Faca sempre pela
técnica. Sempre! A técnica é o caminho para o
acerto direto. Cartear é a técnica para o acerto
na sorte. E se formos depender de sorte, melhor
comecar carreira de apostador de loteria, correto?

Aqui n3o tem carteado nao, é técnica seguida de boa ordenagdo. Agora va estudar!

BN (EEAR-2004) QUESTAO 13

Na figura, ED//BC, med(EAB) = 80° e med(CBA) = 35°.
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Assim, a medida de DEA é

(a) 100°.
(b) 110°.
(c) 115°.
(d) 120°.

R: Essa é a primeira questdao que fazemos que precisaremos prolongar um segmento de reta

(especificamente o segmento AE). Vamos dar uma olhada:

ot
80°

35° o

Observe o prolongamento que fiz na figura. Percebe que com ele conseguimos fechar um triangulo?
Isso é uftil porque triangulos sdo figuras cheias de propriedades, como por exemplo o aparecimento
de dois angulos iguais (os angulos o correspondentes, que aparecem naturalmente na figura).

E olha s6 que interessante: o angulo o« € um angulo externo ao triangulo! E como funcionam
angulos externos? Em um triangulo, como ja cansamos de ver, um angulo externo é a soma dos

internos ndao-adjacentes. Entao, & = 80° + 35° = 115°, que € exatamente o que buscamos!

Gabarito: C

EEE(AFA-1998) QUESTAO 14

Seja o triangulo equilatero DEF, inscrito no triangulo isosceles ABC,com AB = AC e DE paralelo
a BC. Tomando-se ADE = «, CEF = Pe DFB = Y pode-se afirmar que:

(a) x+B =2y
(b) v+ B =2
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(c) 20+v =3P
(d) B+ 2y =3x

R: Antes de qualquer raciocinio, desenhemos a figura:

Devido as simetrias e a presenca de triangulos isosceles, podemos redesenhar a figura da seguinte

forma:

Dai retiramos duas informacgodes: v + 60° + vy = 180° e portanto: 2y = 120°, permitindo-nos
concluir que y = 60°. Mas veja que & + 3 + 60° = 180°, isto é, o« + 3 = 120°. E dai, caro
estudante, podemos escrever que o+ 3 = 2-60° = 2y. Logo o + 3 = 2.

Gabarito: A
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3.4- CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

N3o é o assunto mais importante do mundo. Nao mesmo. Mas a importancia da congruéncia de
triangulos se da para que possamos, posteriormente, aprender o que vem a ser uma semelhanga de
triangulos. Entdo um bom entendimento desse topico trara beneficios depois (inclusive, ainda nesse
livro eletrénico). Vamos la!

Mas o que sao, afinal, figuras congruentes? Bom, observe atentamente as duas formas desenhadas

2 3

Imagine que eu recorte uma delas (recortar mesmo, imagine que estdo desenhadas num papel

a seguir:

e que sao recortadas com uma tesoura) e cole em cima da outra que restou. Se as figuras se en-
caixam perfeitamente, dizemos que sdo congruentes. Acima, entao, vemos um exemplo de formas
congruentes.

E quanto as formas abaixo? O que vocé acha? Sao congruentes?

; Y

Pense, antes de responder. Sera que, apos recortar uma das formas (qualguer uma), poderemos
encaixar tal forma na restante perfeitamente, com perfeita harmoniza¢ao?

E claro que ndo. As formas tém tamanhos diferentes, uma é maior que a outra. Acabara sobrando
espaco ou faltando, dependendo do corte.

Seguem alguns exemplos de pares de figuras congruentes:
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= @ b
= © b

“lguais” é uma palavra muito forte, mas sim, es-

sencialmente s3ao “iguais” (mas as aspas aqui se

Entdo figuras con-
gruentes sdo figu-
ras iguais?

fazem super necessarias). O que acontece é que

em matematica, quando dizemos que duas coisas

sao iguais, é porque nao ha a menor diferenca en-
tre elas. No caso das formas que vimos, ao dizer
que sao iguais, pecamos pela posicao delas. A ri-
gor, ndo sao iguais porque, por exemplo, uma esta
acima da outra. Isso ja seria suficiente para nao serem iguais, iguais. Porém: quando nao ha ris-
cos de confusao, podemos dizer “iguais” sem problemas. Eu mesmo em nossos materiais utilizarei
deliberadamente esse termo, ao invés de congruente. Por simplicidade.

Aqui, o que discutiremos é quanto a congruéncia de triangulos. Na pratica, é claro que vocé nao
vai sair recortando os tridngulos para ver se encaixam perfeitamente. E impraticavel e invidvel. O
que podemos fazer, porém, é adotar casos de congruéncia, situacdoes que sempre que acontecem,
concluimos os triangulos congruentes. Entendamos melhor.

Existem quatro casos de congruéncia de triangulos. Vejamos e analisemos cada um deles:

e [[L: Quando dois triangulos possuem lados correspondentemente iguais, pode-se concluir que

os triangulos sao congruentes. Veja a representagao abaixo:

B B’

A C A’ c C

Como os lados sdo iguais, temos que AABC = AA'B’C’ (o simbolo “=" refere-se a congruéncia

entre as figuras).
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* [AL: Quando dois triangulos possuem dois lados iguais, e, também, o angulo formado por esses

lados, esses triangulos serao considerados congruentes.
B B’
a a
x x
A c C A’ c C

Como os lados a e ¢ sado iguais e, o angulo formado entre eles («x) também, temos AABC =
AA'B'C’.

* ALA: Quando dois triangulos posseum dois angulos iguais e, também, o lado comum a esses

angulos, esses triangulso serao considerados congruentes.

B B/
A c C A’ c C’

Como os angulos « e 3 sdo iguais e o lado comum ¢ também, temos AABC = AA'B'C’.

* LAA,: Quando dois triangulos tiverem um lado igual, um angulo adjacente a esse lado igual e,
também, o angulo oposto aquele lado também igual, os triangulos serdo considerados congru-

entes. Mei complicada essa, ndao? Dé uma boa olhada na figura enquanto |é e relé a defini¢ao.

B B
P B
x x
A C A’ c C’

c

Veja que temos um lado igual (c), um angulo adjacente igual («) e, finalmente, o angulo oposto

aquele lado também igual (3).

Meio complicado né? Mas sao apenas regras para verificarmos se dois triangulos sao ou nao con-
gruentes. A vantagem de dois triangulos serem congruentes é que se vocé descobrir que de fato sao,

todas as medidas de um podem ser transferidas para o outro, e vice-versa.
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Entdo, vamos entao ao conceito de semelhanga de tridngulos. Quero porém, antes de comecar a
préxima secao, criar um climax na sua cabeca: preste bastante atencao na frase que iniciara a préoxima
secdo. E um frase super impactante porém extremamente verdadeira. Em nosso material atual, ja
falei por diversas vezes sobre a importancia de teoremas, como, por exemplo, a soma dos angulos
internos de um triangulo (mencionei ser o teorema angular mais importante da geometria plana).

Mas semelhanga de triangulos, tem uma importancia que esta em outro nivel. Vamos Ia.

3.5- SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Esse é o assunto mais importante de TODA a geometria

plana. Sim, jovem, o mais importante. Praticamente tudo o A
' DESPENCA NA

PROVA!

gue veremos de agora em diante (e nisso eu incluo os proxi-

mos materiais) vem do conceito de semelhanca de triangulos:

)
poténcia de ponto em relagao a circulos, TODAS as relagoes Oe
métricas em triangulos retangulos (inclusive o Teorema de Pitagoras), a trigonometria INTEIRA nasce
do conceito de semelhanga de tridnguios, etc. Entao, olhando sério pra vocé, com énfase eu digo:
dé bastante atencao para esse topico. Parece simples, mas nao €. Vamos juntos que tudo da certo
ao final. Mas temos de ir juntos. Nao houve entendimento? Use nosso forum em nossa plataforma

online e fale diretamente conosco. Terei muito prazer em tirar todas as suas duvidas.

Bom, ao assunto. Observe o par de figuras abaixo:

0 D !
g /00« ¢ > D
12
160°
4\ 1100 B
A 14 E

Percebe que seus angulos sao todos iguais? Mas percebe também que as figuras nao sao congru-

entes? Pois bem, mas ha uma relacao super util nelas também.

Quero que voceé faga essas operacoes de divisao que vou te sugerir agora. Faga primeiro:

BC CD DE AE
Encontrou quanto? Achou 2? Muito bom. Agora, faca essas aqui: B/'C” CD” DE” ATEN Pois
bem. Encontrou resultado para todas elas? E mais importante, encontrou 2 para todas elas? Agora,

Rt

por causa disso e porque seus angulos sao todos iguais, podemos dizer que essas duas figuras sao
semelhantes (escreve-se ABCDE ~ A’B’C’'D'E’, onde “~” é o simbolo que indica semelhanca entre

duas figuras).
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De forma mais pratica e resumida, aqui vao as duas condicdes para que duas figuras sejam consi-

deradas semelhantes:

» 0s angulos correspondentes devem ser iguais;

¢ 0s lados correspondentes devem ter razoes iguais.

Na nossa figura anterior, por exemplo, além dos angulos serem todos de fato iguais, constatamos
que qualquer lado do maior dividido pelo seu correspondente! no menor resulta em 2. Logo, veri-
ficadas verdadeiras as duas condicoes, podemos afirmar sem medo que as figuras sao semelhantes.
Inclusive, aqui vai um nome novo para vocé. No exemplo anterior, ao dividir o lado do maior pelo seu
correspondente, encontramos sempre 2, correto. Pois bem, esse 2 recebe o nome especial de razdo
de semelhan¢a. Entdo razao de semelhanc¢a nada mais é que o valor constante que se encontra ao
dividir o lado (ou outra medida qualquer) de uma das formas com a sua medida correspondente na
outra forma.

E em triangulos? Como funciona a semelhanca? Ora, triangulos seguem as mesmas regras que
falei acima, s6 que: para triangulos, e exclusivamente para triangulos, vocé ndo precisa checar as duas
condigcées, APENAS UMA!Sim, escolha uma delas, se funcionar, ja pode concluir que os triangulos sao
semelhantes. Entao se os lados dividirem na mesma razao, ja pode dizer que sao semelhantes sem
precisar checar que os angulos sao iguais. E se os angulos forem iguais, pode afirmar sem medo que

os triangulos sao semelhantes, sem precisar checar a razao de semelhanca.

Sim, coruja. Incrivelmente é so6 fazer isso! Se

Entdo em trigngulos
quando os dngulos
correspondentes forem
iguais, ja posso concluir
que os trigngulos sdo
semelhantes?

em algum momento dois triangulos foram nota-
dos e vocé perceber que eles tém angulos corres-
pondentemente iguais, vai por mim: s3ao seme-
lhantes com certeza! E dai funciona tudo o que
eu falei sobre a razao de semelhanga. Os lados di-
vidirdo na mesma razao, simplesmente porque vocé percebeu que os angulos sao iguais. E digo
mais: nem precisa fazer a verificagao de trés angulos; se vocé conseguir perceber que dois angulos
ja sao iguais, game over! Sao semelhantes (porque o terceiro angulo sera inevitavelmente igual
também).

Atencao para 0s nossos exercicios agora. Darei uma boa misturada aqui para mexer com angulos
mas também resolvermos as questdes de semelhang¢a. Lembrando que as questdes da EFOMM nao

pedem que voceé resolva semelhanga diretamente. Por isso nao veremos questoes EFOMM aqui. Mas

1 Muitas vezes ao invés do termo correspondentes, utilizar-se-a o termo homdlogos.
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precisaremos de semelhanga posteriormente. Lembre-se que nao ha muitas questdes do concurso

da EFOMM e estamos adotando a estratégia da regularidade. Aprenda a ferramenta sem questiona-

mentos. Nao busque esse tipo de atalhos. Confie na gente. Entdo, vamos Ia!

el

QUESTOES

COMENTADAS

BN (EEAR-2018) QUESTAO 15

Na figura, se BC = 60cm, a medida de DE, em cm, é

40 em

i
C

(a) 20
(b) 24
(c) 30
(d) 32
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.5 >y

Nossa primeira questao que envolve semelhanca de triangulos. Observe os triangulos AAED e
AABC. Sera que sao semelhantes? Como esse & o nosso primeiro exercicio de semelhanca,
resumirei passo a passo como podemos concluir que de fato s3o. Redesenhei o triangulo do
enunciado com alguns angulos, na figura acima.

Consegue ver o porqué de o angulo ZAED serigual ao angulo ZABC? Isso acontece porque as
retas DE e BC sdo paralelas, e portanto tais angulos sao correspondentes. Dai sé podem ser iguais.
Caso nao tenha entendido o porqué, retorne Ia onde comentamos sobre retas paralelas cortadas
por transversais e dé uma revisada.

Muito bem. Perceba que fizemos isso com os angulos ZADE e ZACB também, pois também sao
correspondentes. Dai o porqué utilizei as mesmas letras para identifica-los (o« e 3). Bom, agora ficou
muito facil vermos que os triangulos citados no inicio sao de fato semelhantes. Veja-os desenhados

separadamente:

40 cm

60 cm

Uma explicacdo sobre o (40 — x)cm que escrevi no triangulo menor: trata-se da subtra¢do do 40cm
gue o problema menciona na figura inicial e a medida de EF, que é x. Ao fazermos essa subtracgao,
sobra apenas 40 — x.

Vé entdo que esses triangulos sao semelhantes? Simplesmente porque encontramos dois angulos

correspondentemente iguais! Dai podemos fazer:

% = —  (condicdao de semelhanga)
40-x=60-(40—x)  (multiplicacdo em cruz)
(2 A
40 -x=60 -(40—x) (dividindo tudo por 20)
2x = 3(40 —x)
2x =120—3x
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2x 4+ 3x =120
=120
G 120
T

% =24em.

BN (EEAR-2017) QUESTAO 16

Se ABC é um triangulo, o valor de « é

(a) 10°
(b) 15°
(c) 20°
(d) 25°

R: Veja que no triangulo ABC, temos 3¢ + 40° + B =180 e portanto B =140°— 3« (verifique!).
Entdo, no triangulo ABE podemos fazer o« + 70° + B = 180°. Fazendo a substituigao:

x4 70° 4+ B = 180°
&+ 70° + 140° — 30c = 180°
210° — 20 = 180°
2o = 180° — 210°
2o =—30°
2o =—30°
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Zop= 3
pi= §5%

EEN(EEAR-2017) QUESTAO 17

No quadrilatero ABCD, o valor dey — x é igual a

(a) 2x
(b) iy
2

R: No triangulo BCD, a soma dos angulos internos nos fornece:

60° +70° +x = 180°
130° + x = 180°

x = 180° — 130°
x = 50°.

Assim, no triangulo ABD, a soma dos angulos internos nos permite concluir:

Yy +y+x— 20° = 180°
2y + 50° — 20° = 180°
2y +30° = 180°

2y = 180° — 30°
2y = 150°
y = 75°
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E portantoy — x = 75° — 50° = 25°, que € a metade de 50°, logo € igual a metade de x. Esse final ai

que poderia nos assustar. Mas nao assusta mais, ficaremos super acostumados com essas

Gabarito: C

pegadinhas. Sigamos!

EEE(EEAR-2017) QUESTAO 18

Seja um triangulo ABC, conforme a figura.
A

Se D e E s3o pontos, respectivamente, de AB e AC, de forma que AD = 4, DB = 8§, DE = x,
BC =y, ese DE//BC, entdo

(a) y=x+38
(b) y=x+4
(c) y=3x
(d) y=2x

R: Ostriangulos ADE e ABC s3ao semelhantes (verifique que dois angulos sdo iguais). Separemos

os dois triangulos para podermos analisar melhor:

A
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Veja que AB = 12 pois AD =4 e DB = 8, e como AB = AD + DB, temos AB =4 4+ 8 = 12.

Aplicando a condi¢ao de semelhanga:

2_y
4  x
;.Y
X
Yy = 3x.

Gabarito: C

EEE(EEAR-2016) QUESTAO 19

Um triangulo ABC de base BC = (x + 2) tem seus lados AB e AC medindo, respectivamente,

(3x —4) e (x + 8). Sendo este triangulo isosceles, a medida da base BC é

(a) 4
(b) 6
(c) 8
(d) 10

R: Como a base é BC, os lados congruentes (“iguais”) sao os lados AB e AC, que medem 3x —4 e

x + 8. Logo:

3x —4=x+8

3x—x=8+4
2x =12
X = 6.

Porém, estamos interessados em achar a base desse triangulo, que mede x + 2; portanto a base

mede 6 + 2 = 8cm.
Gabarito: C
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EEE(EEAR-2015) QUESTAO 20

Seja ABC um triangulo isosceles de base BC = (x + 3)cm, com AB = (x +4)cme AC =
(3x — 10)cm. A base de ABC mede cm.

(a) 4
(b) 6
(c) 8
(d) 10

R: Comegamos novamente vendo que como a base é BC, os lados congruentes (“iguais”) sao os
lados AB e AC, que medem x + 4 e 3x — 10. Logo:

3x—10=x+4

Ix—x=10+4
2x =14
x="7.

Porém, estamos interessados em achar a base desse triangulo, que mede x + 3; portanto a base

mede 7 +3 = 10cm.
Gabarito: D

EEE(EEAR-2012) QUESTAO 21

Num triangulo RST a medida do angulo interno R é 68° e do angulo externo S é 105°. Entao o

angulo interno T mede

(a) 52°.
(b) 45°.
(c) 37°.
(d) 30°.
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R: Desenhemos a figura:

68° 105°

R S

Ja falamos diversas vezes: um angulo externo de um triangulo é sempre igual a soma dos internos

nao-adjacentes. Entdo:

x + 68° = 105°
x = 105° — 68°
o = 37°.

EEE(EEAR-2010) QUESTAO 22

Se o triangulo CDE é semelhante ao triangulo ABC, o valor de |a — b| é

A

(a) 30°.
(b) 45°.
(c) 60°.
(d) 90°.

R: Antes de qualquer coisa, veja que podemos calcular x. Veja que no triangulo ABC a soma dos

angulos internos nos da:
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2x +x +90° = 180°

3x = 180° — 90°
3x = 90°
x = 30°,

Agora vamos a uma argumentacao rapida. Ele nos diz que os triangulos CDE e ABC sao
semelhantes, certo? Entdo esses triangulos tém de ter angulos correspondentes iguais. Pois bem.
Um dos dngulos de ABC é reto. Entdo um dos angulos de CDE também tem de ser reto. E claro
que nao é x, pois vale 30°. Sobram entdo a e b. Como DE nao é paralelo a AB, b ndo pode sero
angulo reto. Isso nos diz entao que somente a pode ser tal angulo, e portanto a = 90°. Agora
equacione a soma dos angulos internos de CDE :

a+b4+x=180°
20° +-b -+ 30°=180°
120° +b = 180°

b =180°—120°
b= 60",
Dai |a — b| = |90° — 60°| = |30°| = 30°.
MMM (EEAR-2009) QUESTAO 23
Na figura, MN//BC.
8 cm ¢
N 18 cm
12 cm
A = B

Se AB = 30cm, entdo M B mede, em cm,
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(a) 5.
(b) 10.
(c) 15.
(d) 20.

R: Essa é novamente uma questdao de semelhanca de triangulos. Os triangulos ABC e AMN sao
triangulos semelhantes. Tente verificar isso, mostrando que ha dois angulos iguais entre eles. Bom,

vamos entdo a resolucdo. Chamarei o segmento pedido de x. Observe as consequéncias disso:

8
18
12
30—x X
Separando os triangulos semelhantes:
12
30 30—x
E dai, basta aplicar a condi¢dao de semelhanca:

18 30

12 30—x

L3

1 = 30 (simplificando por 6)
2 30 —x
12

3 30

2 30—x

3; 30,10

3 =30 x (simplificando por 3)

1T 10

2 30—x

30 —x =20 (multiplicando em cruz)

—x =20—30

x = 10.
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Gabarito: B

EEE(EEAR-2008) QUESTAO 24

Um tridngulo ABC tem dois lados congruentes que formam entre si um angulo de 42°. Um dos

outros dois angulos internos desse triangulo mede

(a) 39°.
(b) 48°.
(c) 58°.
(d) 69°.

R: Como ha dois lados congruentes, o triangulo é isdsceles. Portanto, pode ser desenhado como

segue:

42°

Dai, fazendo a soma dos angulos internos (veja a quantidade de vezes que ja fizemos isso):

42° 4+ x + o« = 180°

200 = 180° — 42°
20 = 138°
x = 69°.

Gabarito: D
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EEE(EEAR-2008) QUESTAO 25

Na figura, AB=ACeBC = CM. Ovalordexé
o

(a) 50°.
(b) 45°.
(c) 42°.
(d) 38°.

R: Visto que AB = AC, pode-se afirmar que o triangulo ABC é isdsceles. Assim, temos:

Os dois angulos o sao de fato iguais devido ao fato do triangulo ABC ser isosceles. Como a soma

dos angulos internos de um triangulo é 180°, temos:

&+ o+ 38° = 180°
x=71°.

Mas veja que, segundo o enunciado, BC = CM, e portanto ABCM também é isosceles, e portanto

Nossa ﬁgura se torna:
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E dai, equacionando a soma dos angulos internos em BCM:
X+ 71°+71°=180°

x = 180° — 142°
x = 38°.

Gabarito: D

EEE(EFOMM-2005) QUESTAO 26

Determine a medida do &ngulo interno A no triangulo ABC da figura abaixo, sabendo-se que, BD

€ a bissetriz do angulo interno B, e CD a bissetriz do angulo externo C.

D

A </

(a) 60°
(b) 80°
(c) 100°
(d) 110°
(e) 120°
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Montei a figura ja com os angulos bonitinhos para vocé poder analisar junto comigo. Observe o
triangulo ABC. Vé que 23 é um angulo externo dele (em C)? E o que sabemos sobre angulos
externos? Sabemos que eles sdao a soma dos internos nao-adjacentes, certo? Entao podemos
afirmar que 23 = 2 + x, ou seja, x = 23 — 2«.

Ok, agora olhe para o triangulo BCD. Vé que 3 € um angulo externo dele (em C)? Entao podemos

da mesma forma afirmar que p = « + 50°, ou seja, p — & = 50°.
Comox=2f—2a=2-(B — a)=2-50°= 100°, temos finalmente que x = 100°.

Gabarito: C

EEE(EFOMM-2018) QUESTAO 27

Num tridngulo ABC, as bissetrizes dos angulos externos do vértice B e C formam um angulo de

medida 50°. Calcule o angulo interno do vértice A.

(a) 110°
(b) 90°
(c) 80°
(d) 50°
(e) 20°

R: Observe a figura devidamente desenhada abaixo:

A

Veja que no tridangulo branco, podemos afirmar que o + 3 + 50° = 180°, ou seja,
x+ p =180°—50° = 130°.
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Certo. Agora, veja que, devido ao angulo raso em B, temos: Yy + 2 = 180°, ou seja, y = 180° — 2cx.
Analogamente, de C, temos z + 2B = 180°, isto é, z = 180° — 2. Visto que x + Yy +z=180°

(soma dos angulos internos do triangulo ABC), temos finalmente:

x+y+z=180°
x 4+ (180° — 2a) + (180° — 2B) = 180°
X + ¥86° — 200 + 180° — 2 = ¥86°
x — 20+ 180° — 2B = 0
x = 20+ 2P — 180°
x=2(cc+B)—180°
x =2-130°— 180°
x = 260° — 180°
x = 80°.

Gabarito: C

3.6- TEOREMA DE TALES

Aqui apresentarei uma ferramenta extremamente Util da geometria plana comum. N3ao é bem um

conceito intrinseco dos triangulos apenas, mas uma das grandes utilidades sao pertinentes a eles,

sim. Vamos ent3o dar uma olhada nesse teorema.

; / \

AT

/

Na figura acima, vemos trés retas paralelas (r, s e t) cortadas por duas transversais. Perceba, entao,

que quatro segmentos foram formados, de comprimentos a, a’, b e b’. Vale entdo que:
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. b e a
a’ b’ U

Entdo, podemos dizer que essas transversais determinam sobre as paralelas segmentos proporci-

onais®. Vejamos um exemplo de aplicacdo.

0%

QUESTOES

COMENTADAS

EEE(AFA-2002) QUESTAO 28

No desenho abaixo, estao representados os terrenos |, Il e I1l.

/

RUAC
[] ﬂ []

24 m 15 m
<
g I 11 111
(%

B 20m
-_—'-‘_'—\—-__

l-_-_-_‘_'—\—-—..
RUA B

Quantos metros de comprimento devera ter o muro que o proprietdrio do terreno Il construira

para fechar o lado que faz frente com a rua B?

(a) 28
(b) 29
(c) 32
(d) 35

R: Observe como a figura esta contextualizada com o tema de ruas, muros, terrenos, mas na
verdade s3ao apenas retas paralelas cortadas por transversais. Dessa forma, podemos redesenhar a

figura de acordo com nossas necessidades:

2Esse fato sera demonstrado posteriormente, quando falarmos de trigonometria.
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24 15
_-_-_-_'_'—-
_—_-—-;'-—_-—__-—'""——-—.___
20
Dai, pelo Teorema de Tales:
x A
20 15
. 20-24
15
x = 32.

Gabarito: C
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4.0- CEVIANAS E PONTOS NOTAVEIS

4.1- CEVIANAS

Em um tridangulo, chamamos de cevianas quaisquer retas que passem pelo vértice de um triangulo
e que nao seja paralela a nenhum de seus lados. existem essencialmente trés cevianas que devemos

dar uma maior atengao:

e Mediana: E a ceviana que corta o lado oposto ao vértice ao meio. Veja um exemplo de mediana.

Veja que ela de fato corta o lado oposto em metades.

e Altura: E a ceviana que corta o lado oposto ao vértice perpendicularmente. Veja um exemplo de

altura.

Veja que ela de fato € perpendicular ao lado oposto.

* Bissetriz: Ja analisada, ela divide o angulo em metades. Parte sempre de um vértice, como ja

visto no comego de nosso material.

Mediatriz

E uma construgdo a parte. Trata-se de uma reta que divide um segmento qualquer perpendicular-

mente ao meio. Veja entdo o segmento a seguir:
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Areta r representada na figura € uma mediatriz, pois além de dividir o segmento ao meio, também
Ilhe é perpendicular. Essas construcdes sao importantes principalmente para lidarmos com os termos

e a linguagem que algumas questdes podem vir a ter.

4.2- PONTOS NOTAVEIS DO TRIANGULO

As cevianas que acabamos de citar (mediana, altura e bissetriz) tém uma caracteristica especial.
Quando desenhadas por completo em um triangulo, elas sempre se encontram num ponto Unico.
Vejamos cada um desses pontos:

e Baricentro: E o encontro das medianas do tridngulo. Sua caracteristica principal é a de dividir a

mediana em dois pedagos, o maior sendo o sobro do menor. Veja:

/i

O ponto de encontro € o baricentro.

e Ortocentro: E o encontro das alturas do tridangulo. O mais importante a sabermos aqui é que
o ortocentro nem sempre se encontra no interior do triangulo. Se o triangulo for acutangulo
estard em seu interior. Se for retangulo estara sobre o vértice reto. E se for obtusangulo, estara
fora do triangulo. N3o precisa se preocupar com calculos nem nada do tipo com o ortocentro

nao. Apenas essa leve teoria, fique tranquilo.

e Incentro: E o encontro das bissetrizes do tridngulo. Sua grande caracteristica é ser centro do

circulo inscrito no triangulo. Veja:
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Inscri¢cao de circulos em poligonos sera estudado posteriormente. Mas sempre que um circulo

for inscrito em um triangulo, seu centro serd o encontro das bissetrizes.

e Circuncentro: E o encontro das mediatrizes dos lados de um tridngulo. A caracteristica marcante

desse ponto é que ele é o centro do circulo circunscrito ao tridangulo. Veja:

Os pontos notaveis devem ser, por enquanto, apenas compreendidos em suas defini¢des. E im-
portante que entendamos quais cevianas que 0s geram e suas propriedades. Finalizaremos agora
com alguns exercicios variados e até a proxima aula. Juizo nessa cabecga, nada de ficar achando tudo

dificil, impossivel. Tire sempre as suas duvidas, nao se esque¢a. Um grande abracgo!
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QUESTOES

COMENTADAS

BN (EEAR-2008) QUESTAO 29

Dado um triangulo qualquer, é FALSO afirmar que

(a) uma de suas alturas pode coincidir com um de seus lados.
(b) suas alturas podem interceptar-se num ponto externo a ele.
(c) oincentro é o centro da circunferéncia nele inscrita.

(d) o circuncentro é o encontro das suas medianas.

R: Analisemos afirmativa por afirmativa:

* uma de suas alturas pode coincidir com um de seus lados: Sim, de fato, quando um triangulo é

retangulo, seus catetos exercem papel de altura (porque sao perpendiculares entre si).

* suas alturas podem interceptar-se num ponto externo a ele: Sim, podem, quando o triangulo é

obtusangulo.

* o incentro é o centro da circunferéncia nele inscrita: Sim, é a principal propriedade do incentro,

trata-se do centro da circunferéncia inscrita no triangulo.

e 0 circuncentro é o encontro das suas medianas: Falso! O circuncentro é o encontro das

mediatrizes! Encontro das medianas é o baricentro, certo?

EEE(EEAR-2007) QUESTAO 30

B M C

Sendo E o baricentro do triangulo ABC, AE = 10cm, EN = 6cm, e CE = 14cm, o valor, em cm,

dex+y+zé
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(a) 18.
(b) 20.
(c) 22.
(d) 24.

R: Como AE = 10cm, ME = z = 5cm, pois é a metade (propriedade do baricentro). O mesmo

vale para EN = 6cm, fazendo com que BE =y = 12cm; e CE = 14cm fazendo com que x = 7cm.

" Gabarito: D

Daix+y+z=74+12+45=24cm.

BN (EEAR-2010) QUESTAO 31

Na figura, AH é altura do tridngulo ABC.

Assim, o valor de x é
(a) 20°.
(b) 15°.
(c) 10°.
(d) 5°.

R: Olhando para o triangulo AHB, basta somarmos os seus angulos internos, visto que AH é a

ceviana altura:
30° 4504 x - 90° =180

170° 4+ x = 180°
x = 10°.
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EEE(EEAR-2006) QUESTAO 32

Num triangulo ABC, o angulo BEC mede 114°. Se E é oincentro de ABC, ent30 0 angulo A mede
(a) 44°.
(b) 48°.
(c) 56°.
(d) 58°.

R: Precisamos de uma boa figura para essa questao:

A

\_

B C

Veja que no triangulo BEC, temos o« + 3 + 114° = 180°, ou seja, « + [3 = 66°. E no triangulo ABC?

Também podemos fazer o mesmo, certo? A soma dos angulos internos seria:

200+ 2B +x = 180°
2(+B) +x = 180°.

Como « + [3 = 66°, podemos substituir na expressao encontrada, obtendo:

2.66° +x =180°
132° +x = 180°
x = 48°.

A seguir faremos uma série de questdes sobre toda a nossa aula 00. Assim conseguiremos assentar

todo o contelldo com embasamento e o aprofundamento necessario. Vamos Ia!
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%

QUESTOES

COMENTADAS

EEE(EEAR-2006) QUESTAO 33

Num triangulo ABC, AB = BC = 5v/2cm. Se R é o ponto médio de AC, e S é o ponto médio de
AB, ent3o a medida de RS, em cm, é igual a

(a)

(6) 2Y2

@75

@ %y

R: Observe a figura formada:

A R C

Aqui te apresento o utilissimo conceito de base média. Um conceito muito melhor aprendido no
decorrer da resolucao de um exercicio. Vé que o segmento RS foi construido a partir dos pontos

meédios (pontos do meio) de dois lados? Essa é a defini¢ao de base média. Uma conclusdo que pode
5v2

se tirar disso é que a base média sempre mede a metade do lado oposto. Entdo, RS = x = >
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Entdo sempre que, em um triangulo, dois pontos médios forem tomados, o segmento formado por
esses pontos médios sera uma base média e medira a exata metade do lado oposto. Beleza? Vamos

pra proximal

Gabarito: B

EEE(EEAR-2006) QUESTAO 34

Em um triangulo ABC, o angulo externo de vértice A mede 116°. Se a diferenca entre as medidas

dos angulos internos B e C é 30°, entdao o maior angulo interno do triangulo mede

(a) 75°.
(b) 73°.
(c) 70°.
(d) 68°.

R: Observe o triangulo que a questao sugere:

C

p

116°

B A

Um dos angulos internos é o suplemento de 116°, que é 64°. Como sempre, sabemos que
116° = « + [3. Mas a questao também nos informa que o« — 3 = 30°, supondo « o maior angulo.

Entao:

x—p =30°
Somando as duas equagoes, temos 2 = 146° e portanto & = 73°. Como « + 3 = 116°, temos
B =116°—73° =43°. O maior angulo é, portanto, 73°.

{oc+[31160
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Gabarito: B

EEE(EEAR-2007) QUESTAO 35

. “ o 2 .
Dois triangulos sao semelhantes, e uma altura do primeiro é igual aos £ de sua homadloga no se-

gundo. Se o perimetro do primeiro triangulo é 140cm, entao o perimetro do segundo, em cm, é

(a) 250.
(b) 280.
(c) 300.
(d) 350.

. - o, 2 .
R: Se os triangulos sao semelhantes, e a altura do primeiro € = da altura do segundo, entao o
5

) . , .2 ) - )
perimetro do primeiro também devera ser = do perimetro do segundo. Nao sabemos o perimetro x
D

do segundo, logo:

2
]40 = EX
700 =2
x = 350cm.

Gabarito: C

EEE(AFA-2005) QUESTAO 36

Considere o tridngulo ABC, de lados AB = 15, AC = 10, BC = 12 e seu baricentro G. Tracam-se

GE e GF paralelos a AB e AC, respectivamente, conforme a figura abaixo.
A

O perimetro do triangulo GEF € um nimero que, escrito na forma de fragao irredutivel, tem a

soma do numerador com o denominador igual a:
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(a) 43
(b) 40
(c) 38
(d) 35

R: Demos uma boa olhada na figura:

B E M F C

Daqui em diante comegarei a fazer algumas conclusdes sobre a figura. N3o leia tudo de uma vez. Va
tentando justificar afirmativa por afirmativa que eu faco, caso contrario vocé pode acabar se
perdendo. Vamos la. Chamarei a medida do segmento GM de x. Isso fara com que a medida de

A G torne-se 2x, usando uma das propriedades do baricentro.

Ainda, visto que M é ponto médio de BC, que mede 12, temos BM = MC = 6. Veja também que o
triangulo GEF é semelhante ao triangulo ABC. Por isso, podemos dizer que GM é mediana de GEF
e portanto EM = MF. Chamarei a medida EM de y. Como BM mede 6, temos que BE =6 — .

A

B E M F C

Estamos interessados em calcular o perimetro?® do tridngulo GEF. Vamos comecar calculando a

medida do lado EF. Podemos usar o Teorema de Tales no triangulo AMC:

15oma dos lados do tridngulo
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x __ Y
2x  6—y
. Y
2x  6—y
1.9
2 6—y
2y=6—y
3y==6

= 4.

Portanto, visto que EF = 2y, temos que EF mede 2 - 2 = 4. Podemos entado achar a razao de
semelhanga do tridngulo maior para com o menor. Podemos fazer isso da seguinte forma. Sabemos
que o lado BC do tridngulo ABC mede 12. Sabemos também que seu correspondente no triangulo

GEF mede 4 (que seria EF). Entdo a razdo de semelhanc¢a do maior para o menor é = 3. Visto

que o perimetro do triangulo ABC é 15+ 10 + 12 = 37, temos que o perimetro de GEF & g

Essa fracdo j& esta em sua forma irredutivel (pois 37 e 3 sdo primos entre si?). Logo, a soma do

numerador e o denominador é 37 + 3 = 40.

BN (EEAR-2005) QUESTAO 37

Na figura, DE//AB. Ovalorde x +y é

(a) 12,5.
(b) 17,5.
(c) 20.
(d) 22.

2MDCiguala 1

72
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i _,.-"'I

R: Terminamos com uma questao simples de semelhanca de triangulos. Perceba que os angulos B
e D sdo iguais (alternos internos), e o angulo C é comum aos dois triangulos, logo, sdo semelhantes.

Temos entao:

10,5+17,5  x+y

7 5
28 x+vy
7 5
_ X+y

e 5

x +y = 20.

"
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4.2- INDICE REMISSIVO

Altura, 62

Angulo, 11

Angulos adjacentes, 13
Angulos agudos, 19

Angulos alternos externos, 18
Angulos alternos internos, 18
Angulos colaterais externos, 17
Angulos colaterais internos, 17
Angulos complementares, 15
Angulos consecutivos, 13
Angulos correspondentes, 17
Angulos obtusos, 19

Angulos opostos pelo vértice (OPV), 18
Angulos replementares, 17

Angulos suplementares, 16

Baricentro, 63

Bissetriz, 19

Casos de congruéncia de triangulos, 41
Ceviana, 62
Circuncentro, 64

Condigao de existéncia triangular, 30
Entes fundamentais, 5

Grau, 12

Incentro, 63

Mediana, 62
Mediatriz, 62

Ortocentro, 63
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Plano, 5
Ponto, 5

Razao de semelhanga, 44
Reta, 5

Retas coincidentes, 9
Retas paralelas, 9

Retas perpendiculares, 9

Retas transversais, 8

Segmento de reta, 7

Semirreta, 7

Teorema de Tales, 59
Teorema do bico, 21
Triangulo acutangulo, 31
Triangulo equilatero, 31
Triangulo escaleno, 31
Triangulo isosceles, 31
Triangulo obtusangulo, 31

Triangulo retangulo, 31

Vértice de um angulo, 11
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