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APRESENTACAO DO CURSO

Ol3, pessoal! Tudo bem?

E com grande satisfacdo damos inicio ao nosso curso de Estatistica!

Os professores Luana Brandao e Djefferson Maranhao ficardao responsdveis pela elaborac¢do do Livro
Digital.

Antes de continuarmos, vamos apresentar os professores do material escrito:

Luana Brandao: Oi, pessoal! O meu nome é Luana Brand3o e sou professora de Estatistica do Estratégia
Concursos. Sou Graduada, Mestre e Doutora em Engenharia de Producdo, pela Universidade Federal
Fluminense. Passei nos concursos de Auditor Fiscal (2009/2010) e Analista Tributario (2009) da Receita Federal
e de Auditor Fiscal do Estado do Rio de Janeiro (2010). Sou Auditora Fiscal do Estado do RJ desde 2010. Vamos
juntos nesse caminho até a aprovacio? (@ @professoraluanabrandao

Djefferson Maranhao: Ol3, caros alunos! Meu nome é Djefferson Maranhdo, sou professor de
Estatistica do Estratégia Concursos. Graduado e Mestre em Ciéncia da Computacdo pela Universidade Federal
do Maranhdo (UFMA). Desde 2015, sou Auditor da Controladoria Geral do Estado do Maranhdo (2015 - 52
lugar). Também exerci os cargos de Analista de Sistemas na UFMA (2010 - 12 lugar) e no TJ-MA (2011 - 1@
lugar). Sinto-me honrado em fazer parte de sua jornada rumo a aprovacao.

O material escrito em PDF esta sendo construido para ser sua fonte autossuficiente de estudos. Isso
significa que o livro digital sera completo e voltado para o seu edital, justamente para que vocé ndo perca o
seu precioso tempo procurando o conteldo que serd cobrado na sua prova. Ademais, sempre que
necessario, vocé podera fazer perguntas sobre as aulas no férum de duvidas. Bons estudos!

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 3
www.estrategiaconcursos.com.br 253




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

AVISO IMPORTANTE!

;™ -

SE LIGA!

0l3, Alunos (as)!

Passando para informa-los a respeito da disposicao das questées dentro do nosso material didatico.
Informamos que a escolha das bancas, dentro dos nossos Livros Digitais, é feita de maneira estratégica
e pedagodgica pelos nossos professores a fim de proporcionar a melhor didatica e o melhor

direcionamento daquilo que mais se aproxima do formato de cobranca da banca do seu concurso.

Assim, o formato de questdes divididas por tdpico facilitard o seu processo de estudo, deixando mais

alinhado as disposi¢cdes constantes no edital.

No mais, continuaremos a disposicao de todos no Férum de duvidas!

Atenciosamente,
Equipe Exatas

Estratégia Concursos
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Ol3, amigo(a)!
Nessa aula, vamos estudar uma parte muito importante da Estatistica Inferencial, que é a estimacdo por
ponto e por intervalo. Primeiro, vamos comecar vendo a distribuicdo dos estimadores que sera o

fundamento para a estimacao intervalar.

Vamos comecar?!

Luana Brandéo
Doutora em Engenharia de Produgdo (UFF)

Auditora Fiscal da SEFAZ-RJ

Se tiver alguma duvida, entre em contato comigo!
M professoraluanabrandao@gmail.com

l@l @professoraluanabrandao

“Ndo importa o qudo devagar vocé vd, desde que ndo pare.”

Confucio

a APS (Especialista Portuario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (Pés-Edital) 5
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DISTRIBUICAO AMOSTRAL

Nesta secdo, estudaremos a distribuicdo de probabilidade dos principais estimadores, chamada de
Distribuicao Amostral. Vale ressaltar que os estimadores sdo varidveis aleatdrias e por isso apresentam
distribuicGes de probabilidade.

Inicialmente, é importante pontuar que a distribuicdo dos elementos de uma amostra aleatdria qualquer
segue a mesma distribuicao populacional.

Por exemplo, vamos considerar uma moeda com 2 faces, que vamos chamar de face 0 e face 1. Tratando-se

- - , 1 A
de uma moeda equilibrada, a probabilidade de cada face é de 5= 0,5 e a esperanca e variancia sao,
respectivamente:

E(X) =Zx.P(X =x)

E(X)=0x0,5+1%0,5=05

V(X) = Z(x —WAPX =x)

1 1 0,25+0,.25
V(X)=(0-10,5)? x5+ (1= 0,5)% x = — =025

Agora, suponha que vamos extrair uma amostra aleatérias de tamanho 3, ou seja, vamos lancar a moeda 3
vezes. Podemos representar essa amostra por X4, X5, X3.

Considerando que os possiveis resultados das amostras sdo os mesmos da populacdo (0 ou 1) e com as
- 1 ~
mesmas probabilidades de 5= 0,5 para cada face, entdao temos:

E(X) =EX,) =E(X5) =0x05+1x0,5=0,5

1 1 0,25+ 0,25
V() = V(X2) =V(Xs) = (0= 05)* X5+ (1-05)* x5 = ————=0,25

Ou seja, a esperanca e a variancia de cada amostra sdo iguais as da populacdo:

EX)=EX)=pu

V(X) =V(X) = a2

Na verdade, toda a distribuicdo de probabilidade da amostra é igual a distribuicao de probabilidade da
populagdo (as esperangas e as variancias sao iguais como consequéncia desse fato).

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 6
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SE LIGA!

Quando as variaveis X;,X,, X3, ... X;;, que representam os elementos da amostra, sdo
independentes, dizemos que elas independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), isto
é, sdo independentes e apresentam a mesma distribuicdo (igual a da populacao).

Isso ocorre quando a populagdo é infinita (ou muito grande em comparagdo com o
tamanho da amostra) ou quando a amostra é extraida com reposicao.

HORA D

PRATICAR!

(FGV/2021 — FunSaude/CE - Adaptada) Se Xi, X2, ... Xn € uma amostra aleatdria simples extraida de uma
populagao infinita com determinada distribuicdo de probabilidades f(x), avalie se as afirmativas a seguir :
: estdo corretas. :

l. X1, X2, ... Xn sd0 independentes.

. X1, X2, ... Xn sdo identicamente distribuidos.

lll. Nem sempre cada X;, i = 1,..., n, tem distribuicao f(x).
Esta correto o que se afirma em

a) I, apenas.

b) I e ll, apenas.

c) l elll, apenas.

d) Il e lll, apenas.

e)l, llelll.

Comentarios:

Essa questdo trabalha com os conceitos fundamentais envolvendo distribuigdo amostral.

: Sendo a populacdo infinita, entdo os elementos da amostra (que o enunciado chamou de Xj, Xz, ... Xn) sdo :
: varidveis aleatdrias independentes que apresentam a mesma distribui¢cdo da populacio. :

: Assim, as afirmativas | e Il estdo corretas, enquanto a afirmativa Ill estd incorreta, pois cada variavel X; :
apresenta a mesma distribuicdo f(x) da populacdo (sempre). :

Gabarito: B

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 7
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Agora, estudaremos a distribuicdo dos estimadores mais utilizados, quais sejam, a média, a proporgao e a
variancia amostrais.

Distribuicao Amostral da Média

Para estimarmos a média da populagdo pu, utilizamos como estimador a média amostral X.

Sendo X4, X5, ..., X;, os valores observados da amostra, a média amostral é a razdo entre a soma dos valores
observados, X; + X, + - + X,,, € o numero de elementos observados, n:

X1+X2+"'+Xn
n

X =

Assim como os demais estimadores, a média amostral é uma variavel aleatéria, uma vez que X varia de
acordo com os valores observados da amostra X, X,, ..., X;,.

Vamos ao exemplo da moeda lancada 3 vezes. Se o resultado for {0, 0, 1}, a média amostral sera:

X—0+0+1—1~033
N 3 3

Se o resultado for {0, 1, 1}, por exemplo, a média amostral sera:

g Ot1+1 2
-3 377

E qual seria a esperanga desse estimador? Bem, sabendo que as faces possiveis sdo 0 e 1, cada uma com 50%
de chance, esperamos que as médias desse experimento estejam em torno de 0,5.

Ou seja, a esperanga da média amostral é igual a média populacional?

E(X)=pu

E quanto a variancia? A variancia da média amostral é dada por:

vx) _ o?

V(X) =

n

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 8
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Para o exemplo dos 3 lancamentos da moeda, em que V(X) = 0,25 e n = 3, a variancia da média amostral é:

_. 0,25
V(X) = T = (0,08

A variancia da média amostral V(X) é menor do que a variancia populacional V(X).

&

ESCLARECENDO!

Isso ocorre porque a média das observacdes X tende a ser um valor bem mais préximo da
média populacional u do que as observagdes individuais da amostra X;. Afinal, no calculo
da média amostral, os valores acima da média compensam os valores abaixo da média.

Em outras palavras, as médias amostrais X variam menos do que as observacdes
individuais X;. Lembrando que as observag¢des individuais da amostra seguem a mesma
distribuicdo da populacdo, entdo concluimos que a variancia da média amostral V(X) é
menor do que a variancia da populagdo V(X).

Além disso, quanto maior o tamanho da amostra n, menor serd a variancia da média amostral.

O desvio padrao (raiz quadrada da variancia) de um estimador pode ser chamado de erro padrao.

O erro padrdo (ou desvio padrao) da média amostral é dado por:

EP(X) =V(X) = \E = %

Ou seja, o erro padrdo (ou desvio padrao) da média amostral pode ser calculado como a raiz quadrada da

variancia da média amostral 1/V(X), ou como a razdo entre o desvio padrdo populacional e a raiz do

P g
numero de elementos da amostra N

Também podemos denotar o erro padrao (ou desvio padrdao) da média amostral por o%.

Para o nosso exemplo, o erro padrdao da média amostral pode ser calculado como:

_ _ /0,25
EP(X) =V(X) = - =029

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 9
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As férmulas da esperanca e variancia podem ser obtidas pelas respectivas propriedades.

= XXyt X
Sendo X = %

, a esperanga E(X) é dada por:
7) = p (fatetetn) g (% X\ 4 g g (Ko
B =B (22) = B () + () + -+ E(3)
E(X) = ~E(X) + = E(X,) + -+ - E(Xy)
Vimos que a esperanga amostral é igual a esperanca populacional, E(X;) = E(X) = u:
S 1 1 1 1
EX)=—p+—p+-+t-p=nxX—xXpup=ypu
Considerando que as variaveis X4, X5, ..., X;, sdo independentes, a variancia V()?) é:
T _ X1+X2+"'+Xn _ ﬁ ﬁ s ﬁ
v =v (B =y () + v () v ()
=2 1 1 1
V) = V(XD + 5V (Xp) + -+ =V (Xy)

Sabendo que a variancia amostral é igual a variancia populacional, V(X;) = V(X) = ¢?:

2

> _1 2 1 2 1 2 _ 1 2 _ 0O
V(X)—Fa t—o t et =0t =nxX—Xo"=—

A variancia dos elementos da amostra X; é igual 3 variancia populacional V(X;) = ¢2. 0

2
s ge , en o ;s g 4 o
que é diferente é a varidncia da média amostral, V(X) = —.

Se a variancia da populacdo ndao for conhecida, ela precisa ser estimada a partir da amostra (variancia
amostral):

(]

, XX — X)?
5T n—1

APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital)
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Nessa situacdo, a estimativa para a variancia da média amostral sera:
2

V(X) = “;

HORA D

PRATICAR!

(CESPE/2016 TCE/PA) Uma amostra aleatdria, com n = 16 observac¢des independentes e identicamente
: distribuidas (11D), foi obtida a partir de uma populacdo infinita, com média e desvio padrdo desconhecidos e :
: distribuicdo normal. Tendo essa informagdo como referéncia inicial, julgue o seguinte item. :

: Para essa amostra aleatéria simples, o valor esperado da média amostral é igual a média populacional.
: Comentarios:
: De fato, o valor esperado da média amostral (para uma amostra aleatéria) é igual a média populacional.

Gabarito: Certo.

(2019 — UEPA) Considere uma amostra aleatéria X4, X,,...,X;, de uma populagdo normal de média u e

: cA . ~ o A . > X1,X2,.X ~ .
i variancia 0%=09. Entao, a média e a variancia de Xn = %, sao, respectivamente,

L a)uel
iaper.

b)Lel

- n.
el
c pe-

n

due .
Comentarios:
A média (ou esperanca) e a variancia da média amostral sdo, respectivamente:
EX) =u
_. VX 9

v < V) 9
: n n
Gabarito: C.

(VUNESP/2015 — TJ-SP) Resultados de uma pesquisa declaram que o desvio padrdo da média amostral é 32.
Sabendo que o desvio padrdo populacional é 192, entdo o tamanho da amostra que foi utilizada no estudo
i foi :

a) 6.
 b) 25.

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 11
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) 36.
: d) 4.
e) 70.
Comentarios:
O desvio padrdo (ou erro padrao) da média amostral pode ser calculado como a razdo entre o desvio padrdo
: da populacdo e a raiz do numero de elementos da amostra:
: _c
"=
O enunciado informa que o desvio padrao da média amostral é gz = 32 e o desvio padrao populacional é
: 0 = 192. Logo:
; 192
S Vn
192
Vn = EVE =6
n=(6) =36

32

Gabarito: C.

(FCC/2012 — TRE-SP) Uma variavel aleatdria U tem distribuicdo uniforme continua no intervalo [a, 3a]. Sabe-
se que U tem média 12. Uma amostra aleatdria simples de tamanho n, com reposicdo, é selecionada da
: distribuicdo de U e sabe-se que a varidncia da média dessa amostra € 0,1. Nessas condigdes, o valor de n &

a) 80.

: b) 100,

c) 120.

: d) 140,

e) 150.
Comentarios:

: O que essa questdo exige, em relacdo a matéria que acabamos de estudar, é a formula do desvio padrio da
: média amostral:

o
Og = —F—=
Vn

: Assim, podemos escrever o tamanho amostral como:
o
Vn="
Ox

( . )2 g

n=\|— = —

_ 2

Ox o= _
: Ou seja, o tamanho amostral é a razdo entre a variancia populacional o2 (quadrado do desvio padrdo :
: populacional o) e a variancia da média amostral a)% (quadrado do desvio padrdo da média amostral o).

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 12
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i 0 enunciado informa que a variancia da média amostral é g% = 0,1.

: Pronto! A matéria desta aula acabou. Agora, para calcular a variancia populacional, precisamos saber calcular :
: a média e a variancia da distribuicdo continua uniforme. :

A média (esperanca) dessa distribuicdo é igual a média aritmética dos limites do intervalo, a e b. Sabendo
quea=a,b=3.aeE(X)=12, conforme dados do enunciado, temos: :

a+b
E(X) =—,
_at3a  4a
12 = 5 —7—2a
a=6

Ou seja, a=6 e b =3x6 =18. Entdo, a variancia é dada por:

(b-a)? (18-6)?* (12)*

_ v =" 12 1z -
Voltando a nossa férmula para encontrar o tamanho amostral, temos:
g? 12
n= 0—; = 01 =120

Gabarito: C

Fator de Correcao para Populacgao Finita

Os resultados da variancia e do desvio padrdo da média amostral sao validos para varidveis X;, X5, ..., X,
independentes, ou seja, quando a populacdo é infinita ou quando as amostras sdo extraidas com reposicao.

Quando isso ndo ocorre, ou seja, quando a populagao é finita e as amostras sao extraidas sem reposicao,
precisamos fazer um ajuste.

Sendo n o tamanho da amostra e N o tamanho da populacdo, precisamos multiplicar a variancia da média

~ ~ g o2 N—-M

amostral, pelo fator de correcao de populagao finita Vo1
VX =2 x
T T N-1

Observe que o fator de correcao é menor do que 1, pois N —n < N — 1. Assim, o ajuste diminui a variancia
da média amostral.

Sabendo que o erro (ou desvio) padrdo é a raiz quadrada da variancia, podemos ajusta-lo para popula¢des
finitas e amostras extraidas sem reposicao, multiplicando-o pela raiz quadrada do fator de correcao:

EP(X.) = /V(X_*) =

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 13
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Distribuicdo da Média Amostral e a Curva Normal

Quando a populagao segue distribuicao normal (ou gaussiana) com variancia conhecida, a média amostral
também seguira distribuicao normal.

Como vimos anteriormente, a esperanca, a variancia e o desvio (ou erro) padrdo da média amostral sdo:

E(X) =p
_ o?

_ o
EP(R) = —

Assim, para calcular as probabilidades envolvendo a média amostral, nessa situagao, utilizamos a seguinte
transformacgao para a normal padrao:

Por exemplo, vamos supor uma populagdo com média u = 20 e desvio padrao o = 2. Para calcular a
probabilidade de a média de uma amostra de tamanho n = 16 ser maior que X = 21, fazemos:

T_Z_
4

Assim, a probabilidade P(X > 21) é igual a probabilidade P(Z > 2), que pode ser obtida a partir da tabela
normal padrao.

De modo equivalente, podemos dizer que a seguinte variavel segue distribuicio normal padrdo (ou
reduzida), isto é€, com média igual a 0 e desvio padrdo igual a 1, que representamos como N(0,1):

—
Z="%5—~N(0,1)

Vn

Ainda que a populacdo nao siga distribuicdo normal com varidncia conhecida, pelo Teorema Central do
Limite, é possivel aproximar a distribuicdo da média amostral a uma normal, também com média E(X) = u,

— 2 —
variancia V(X) = % e desvio padrdo (ou erro padrao) EP(X) = \%, quando o tamanho da amostra n for

grande o bastante.

A possibilidade de tal aproximagao depende do tamanho da amostra e da distribuicao da populagao.

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 14
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Quanto maior o tamanho da amostra e quanto mais simétrica for a distribuicdo da populacdao, melhor serd
a aproximacao. Usualmente, considera-se que para uma amostra grande, com n = 30, a aproximacao serd
satisfatdria, para qualquer distribuigao populacional.

®

2} B SEcpenca NA
( N Al

v

A distribuicao dos quantis amostrais (mediana, quartis, decis, percentis etc.) também pode
ser aproximada a uma normal, a medida que o tamanho da amostra aumenta, em
decorréncia do Teorema Central do Limite.

A média da distribuicdo é igual ao quantil populacional e a variancia é:

q(1-q)

Var(%a) = Crear

Sendo q a proporgao da distribuicdo delimitada pelo quantil x,, P(X < x,) = q, e f(x,)0
valor da fun¢do densidade da variavel no ponto x,.

Por exemplo, para uma distribui¢do uniforme no intervalo [0,1], temos f(x) = 1. Assim, a

. variancia da mediana amostral (g = 0,5) para n suficientemente grande é:
— 0,5%x0,5 _ 1
Var(Md) ===

HORA D

PRATICAR!

(CESPE/2014 — ANATEL) Com base no teorema limite central, julgue o item abaixo.

: Sendo uma amostra aleatdria simples retirada de uma distribuicao X com média p e variancia 1, a distribuicado :
: da média amostral dessa amostra, X, converge para uma distribuicdo normal de média nu e variancia 1, a :
: medida que n aumenta.

Comentarios:

A distribuicdo da média amostral X converge para uma distribuicdo normal 8 medida que n aumenta. Porém,
a média dessa distribuigdo é E(X) = u evarianciaV(X) = % Sabendo que V(X) = 1, avaridncia da média
amostral é V(X) = % (e ndo 1). l

Gabarito: Errado.
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(CESPE 2018/PF) O tempo gasto (em dias) na preparagdo para determinada operacdo policial € uma variavel
aleatdria X que segue distribuicdo normal com média M, desconhecida, e desvio padrdo igual a 3 dias. A
observacdo de uma amostra aleatdria de 100 outras operagdes policiais semelhantes a essa produziu uma
média amostral igual a 10 dias. Com referéncia a essas informacdes, julgue o item que se segue, sabendo
que P(Z > 2) = 0,025, em que Z denota uma variadvel aleatéria normal padrao. :

O erro padrao da média amostral foi inferior a 0,5 dia.
Comentarios:

: O erro padrdo da média amostral é:

_ o
EP(X) = N
Em que n é o tamanho da amostra (n = 100); e o é o desvio padrdao amostral (¢ = 3), logo:
EP(X) =i =i= 0,3
J100 10

Gabarito: Certo.

(CESPE/2019 — Analista Judiciario TJ) Um pesquisador deseja comparar a diferenca entre as médias de duas
amostras independentes oriundas de uma ou duas popula¢cbes gaussianas. Considerando essa situacao
: hipotética, julgue o préximo item. :

: Para que a referida comparacdo seja efetuada, é necessario que ambas as amostras tenham N > 30.
: Comentarios:

Quando a populacdo segue uma distribuicdo normal (ou gaussiana), a média amostral também seguird uma
distribuicdo normal, independentemente do tamanho da amostra. Logo, o item estd errado. Para fins de
complementacdo, se a amostra for grande o suficiente (normalmente, consideramos isso para n = 30), a
média amostral seguird aproximadamente uma distribuicdo normal, mesmo que a populacdo ndo siga
distribuicdo normal.

Gabarito: Errado.

(FCC 2015/SEFAZ-PI) Instrucdo: Para responder a questdo utilize, dentre as informacdes dadas a seguir, as
: que julgar apropriadas. Se Z tem distribuicdo normal padrdo, entdo: P(Z < 0,4) = 0,655; P(Z < 1,2) = 0,885; :
{ P(z< 1,6) = 0,945; P(Z < 1,8) = 0,964; P(Z < 2) = 0,977. :

Uma auditoria feita em uma grande empresa considerou uma amostra aleatdria de 64 contas a receber. Se
a populacdo de onde essa amostra provém é infinita e tem distribuicdo normal com desvio padrdo igual a RS
200,00 e média igual a RS 950,00, a probabilidade da variavel aleatéria média amostral, usualmente
denotada por X, estar situada entre RS 980,00 e RS 1.000,00 é dada por :

| 2) 18,4%
: b)9,2%
) 28,5%
 d) 47,7%
| ) 86,2%

.a-”’fﬂf
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: Comentarios:

: O enunciado informa que a populacdo segue distribuicdo normal, logo, a média amostral também terd :
: distribuicdo normal. Assim, utilizamos a seguinte transformacdo para a normal padrao: :

X—u

9

Vn :
! Sabemos que o tamanho da amostra é n = 64, logo, V/n = 8; que a média populacional é u = 950 e que o
: desvio padrdo populacional € ¢ = 200. Substituindo esses valores, a transformagdo para X,,,y = 980 é:

Zg =

Z__98O—950_30 8 _6_12
r="g00 505"
: 8
Para X, = 1000, temos:
Z__1000—950_50 8 _5
£="z00 =300~
8

Ou seja, a probabilidade desejada corresponde a P(1,2 < Z < 2), que pode ser calculada pelos dados
: fornecidos no enunciado: .

: P(12<Z<2)=P(Z<2)—-P(Z<12)=0977-0,885= 0,092 =9,2%
Gabarito: B

Distribuicao Amostral da Proporgcao

Agora, vamos trabalhar com uma populacdo em que determinada caracteristica estd presente em uma
proporcao p dessa populagdo, por exemplo, 15% da populagao apresenta olhos azuis; 20% da populagao
esta doente, 1% da produgao apresenta defeito, etc.

Um elemento qualquer da populacdo X pode apresentar a caracteristica estudada, o que chamamos de
sucesso (X = 1), ou ndo, o que chamamos de fracasso (X = 0). A probabilidade de sucesso é p e a

probabilidade de fracasso é g = 1 — p.

Essa populagdo apresenta uma distribuigao de Bernoulli, com parametro p.

Sendo essa proporg¢do populacional desconhecida, precisamos estima-la a partir da proporcdo de sucessos
encontrados na amostra, que indicamos por p.

Considerando que cada observagdo X; da amostra serd X; = 0 ou X; = 1 (assim como para a populagdo),
entdo a proporcao de sucessos na amostra pode ser calculada como:

. X1+Xp++Xp
p - n
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Vamos supor que queremos estimar a proporc¢ao de defeitos em uma producao de medicamentos. Para isso,
extraimos uma amostra de 10 medicamentos, que apresentou o seguinte resultado, em que O representa
um item ndo defeituoso e 1 representa um item defeituoso:

{OI OI 1I OI OI OI 1I ol OI 0}
Logo, a proporg¢do encontrada nessa amostra é:

 _0+0+1404040+1+04040_2 _
P= 10 BET IR

x
%\ S L ESPENCA NA
.i OVA!

[ )

A partir da proporg¢ao amostral, podemos estimar o total de elementos que apresentam a

caracteristica desejada (sucesso) na populacdo, multiplicando-a pelo tamanho total da
populacdo N:

>
Il

=
X

>

Note que o estimador p é calculado da mesma forma que a média amostra X que vimos anteriormente.
Logo, a esperanga de p é calculada da mesma forma que para X, utilizando p no lugar de u:

E@) =p

Ou seja, a esperanga do estimador é igual a proporg¢ao populacional.

Em outras palavras, a propor¢ao amostral tende a proporcao populacional.

A variancia de p também é calculada de forma analoga a de X:

vV
Vi) =2

Sabendo que a populagdo segue distribuicdo de Bernoulli, temos V(p) = p. q, entdo:

ve) =5
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E o erro padrao (ou desvio padrdo) para p, raiz quadrada da sua variancia é dado por:

BPG) = [

Se a proporg¢do populacional p for desconhecida, utilizamos a proporgdo amostral p para estimar a variancia
populacional.

A estimativa da variancia populacional é dada por:

V(p) =p.q
Emqueg=1-p.
E a estimativa da variancia do estimador p é:
~_ P-4
V(p) =—
®) =—

Para o nosso exemplo, em que encontramos p = 0,2 (logo, § = 1 — p = 0,8). A estimativa da varidncia da
proporc¢do populacional é:

V(p) =5.§ = 0,2 x 0,8 = 0,16

E a estimativa da varidncia da proporcao amostral é:

5.4 0,2x0,8

D 3
V() == 5 = 0016

Logo, a estimativa para o erro padrao (ou desvio padrao) da proporgao amostral é:

EP(p) =+/V(p) = /0,016 = 0,126

Considerando que cada elemento da populacdo segue distribuicdo de Bernoulli, entdo o nimero de
elementos com o atributo sucesso encontrados em uma amostra de tamanho n segue uma distribuicao
binomial, com parametros n e p. Para o nosso exemplo, temos uma distribui¢cdo binomial comn =10 e
proporgdo estimada p = 0,2.

Porém, também é possivel aproximar, pelo Teorema Central do Limite, a distribuicdo da propor¢do amostral
a uma normal, com média E(p) = p, varidncia V(p) = % e desvio (ou erro) padrdo EP(p) = /%, quando

o tamanho da amostra n for suficientemente grande.
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Assim, para calcular as probabilidades envolvendo a proporg¢do amostral, utilizamos a transformagao para a
normal padrio:

N
Il
>
i
=

=
Q

Por exemplo, supondo que a proporg¢do de sucesso de uma populagdo sejap = 0,5 (e proporgdo de fracasso
q =1—p =0,5), vamos calcular a probabilidade de observar uma proporcao maior que p = 0,6 em uma
amostra de tamanho n = 25:

0,6 —0,5 01 01

7z = = =—=1
05x05 05 01
\/ 25 5

Assim, a probabilidade P(p > 0,6) é aproximadamente igual a probabilidade P(Z > 1), que pode ser
calculada pela tabela da normal padrao.

Se a populacdo for finita e a amostra for extraida sem reposicao, serd necessario aplicar o fator de corre¢do
~ - T e . ~ N—n
para populagao finita, multiplicando a variancia da propor¢ao amostral por N1

N—n
N-1

~ Db-q
V() = — x
®) -

E o erro (ou desvio) padrao do estimador, com a correcdo para populacdo finita, é igual a raiz quadrada:

HORA D

PRATICAR!

: (CESPE 2016/TCE-PA) Em estudo acerca da situacdo do CNPJ das empresas de determinado municipio, as :
empresas que estavam com o CNPJ regular foram representadas por 1, ao passo que as com CNPJ irregular
: foram representadas por 0.

Considerando que a amostra {0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1, 1,0, 1, 1, 1, 1} foi extraida para realizar um
: teste de hipoteses, julgue o item subsequente.

A estimativa pontual da propor¢ao de empresas da amostra com CNPJ regular é superior a 50%.
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: Comentarios:

O estimador da propor¢do p pode ser calculado pela soma dos valores dos elementos, dividida pelo nimero
: de elementos na amostra:
' X Xyt Xy
B n
0+1+1+0+0+1+0+1+0+1+1+0+0+14+14+0+1+1+1+1 12

P= 20 20 06

: Logo, a proporgdo € de 60%.

Gabarito: Certo

(CESPE/2019 - TJ-AM) Para estimar a propor¢cdo de menores infratores reincidentes em determinado
municipio, foi realizado um levantamento estatistico. Da populacdo-alvo desse estudo, constituida por
: 10.050 menores infratores, foi retirada uma amostra aleatdria simples sem reposi¢cdo, composta por 201
individuos. Nessa amostra foram encontrados 67 reincidentes. Com relagdo a essa situagao hipotética, julgue
0 seguinte item.

A estimativa do erro padrdo da propor¢do amostral foi inferior a 0,04.
Comentiérios:
O erro padrao da proporgao é dada pela relagdo:

A pxq
EP() = |——

A guestdo nos diz que a amostra é composta por 201 individuos, sendo 67 deles reincidentes. Assim, temos
: 67 1 2 ~ s
in=201lep =i Logo,gq=1—-p =3 Logo, o erro padrdo é:

201
1 2
§X§—1>< 2 ~1><1~0033
201 3 200 3710

Gabarito: Certo.

X14+Xp++Xn

Estimador para a média: X = -

Esperanca: E(X) = y; Variancia: V(X) = %

X1+X2+"'+Xn

Estimador para a propor¢do: p = -

Esperanca: E(p) = p; Variancia: V(p) = %
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Distribuicdo Amostral da Variancia

Quando a variancia da populacdo é desconhecida, precisamos estima-la a partir da amostra, assim como
fizemos com a média e a proporgao.

O estimador da variancia que utilizamos para uma amostra de tamanho n é:

2 _ ZX=B)?

S
n—1

Utilizamos esse estimador, com a divisdo por n — 1, porque a sua esperanga € igual a variancia populacional,
como veremos posteriormente, o que ndo ocorre com o estimador com a divisdao por n.

©

&

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor que a variancia da altura de determinado grupo de adultos seja desconhecida,
assim como a sua média. Para estimar esses parametros, obtemos a seguinte amostra de
5 pessoas:

{1,65; 1,75; 1,8; 1,85; 1,95}

Primeiro, precisamos calcular a média da amostra:

= YX; 1,65+175+1,8+1,85+195 9
X = l = —_ = 1’8

n 5 5

Agora, calculamos o estimador da variancia, somando os desvios em relagdao a média,

elevados ao quadrado, e dividindo o somatério porn — 1:

§2 = Y(X;—X)?
n-1

$2 — (1,65-1,8)2+(1,75-1,8)%+(1,8-1,8)%+(1,85-1,8)%+(1,95-1,8)2
4

§2 — (=0,15)?+(-0,05)2+(0)?+(0,05)%+(0,15)?
4

0,0225+0,0025+0,0025+0,0225 _ 0,05
s? = " === 0,0125
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Uma maneira alternativa de calcular a variancia populacional é:
0% = E(X?) — [E(X)]?

Para a variancia amostral, também podemos utilizar uma féormula similar a essa, mas com
as devidas adaptag¢des. No lugar de E(X), utilizamos a média amostral X; e, no lugar de
E(X?), utilizamos X2, que é a média dos valores elevados ao quadrado:

Xz = 2%
n

Para o exemplo anterior, teriamos:

_ (1,65)%+(1,75)%2+(1,8)2+(1,85)%+(1,95)®> _ 16,25

X2
5 5

= 3,25

Por fim, fazemos um ajuste. Para calcular a varidancia populacional, dividimos por n e para
a variancia amostral, dividimos porn — 1.

. . e n N .
Logo, precisamos multiplicar o resultado por —, para obter a variancia amostral:
2 =[xz — (2] x 2
s?=[x2 - (X)? —

Para o nosso exemplo, em que X2 = 3,25, X = 1,8 en = 5, a variancia amostral pode ser
calculada como:

__0,01X5

=0,0125

s = [3,25 — (1,8)%] x Z = [3,25 — 3,24] x Z

Para a variancia amostral, a sua esperanga é igual a variancia populacional, analogamente ao que ocorreu
com os demais estimadores. A sua variancia e erro padrdo sdo dados por:

E(s?%) = o?

2. 4
V(s?) = n—:

EP(s?) = |2 o2

n-1
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Se a variancia populacional o for desconhecida, utilizamos, no lugar de a2, a prépria estimativa s? para
estimar a média E(s?), a variancia V(s?) e o erro padrio EP(s?).

Para o nosso exemplo, em que calculamos s? = 0,0125, para a amostra com n = 5 observagdes, o erro
padr3o de s2 pode ser estimado como:

2
EP(s?) = 2 x 0,0125 = 0,009

n-1

Se a populagdo seguir uma distribuicio normal, ent3o o estimador s2, multiplicado pelo fator 2 segue

uma distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade:
n—1
Xy = ( o2 >'Sz

Em outras palavras, o estimador s? é uma varidvel com distribuicdo qui-quadrado, com n — 1 graus de
2

. T g

liberdade, multiplicada por —

2 _ a? xZ
5= ) At

Vamos supor que, para uma popula¢io normal, a variancia populacional seja 62 = 1, e que vamos extrair
amostras de tamanho n = 5. Nesse caso, a varidncia amostral s? tera a seguinte distribuic3o:

1 Xz
2 _ 2 _ 4
° T (5—1)'x5‘1 4

Ou seja, a variancia amostral seguird uma distribuicdo qui-quadrado com n — 1 = 4 graus de liberdade,
dividida por 4.

A seguir, consta a tabela da distribui¢cao qui-quadrado com 4 graus de liberdade, que apresenta os valores
de probabilidade P(X? < x) e os respectivos valores de x. Como a varidncia amostral segue essa
distribuicdo, dividida por 4, criamos uma terceira coluna, dividindo os valores de x por 4.

P(X <x) 0,005 | 0,01 ' 0,025| 005 | 01 | 025 | 05 | 0,75 | 09 | 0,95 | 0,975 | 0,99 | 0,995
x 0,21 | 030 | 048 | 0,71 | 1,06 | 1,92 | 3,36 | 539 |7,78| 9,49 | 11,14 | 13,28 | 14,86
x/4 0,05 | 007 | 0,12 | 0,18 | 0,27 | 0,48 | 0,84 | 1,35 | 1,94 | 2,37 | 2,79 | 3,32 | 3,72

Por exemplo, a probabilidade de a varidncia amostral observada ser inferior a 0,48 é:

P(s? < 0,48) = 0,25
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& oS

Q. -

A partir desse resultado, podemos calcular a esperanca e a variancia do estimador. A
esperanca é dada por:

£151 = £[(2) 2] = () £

Considerando que a média de uma distribuicdo qui-quadrado com k graus de liberdade é
igual a k, entdo fazendo k = n — 1, temos:

Substituindo no resultado anterior, temos:

0.2
E[s?] = (—) —1) = 0?2
[s°]=(-—)- n-D =0
Esse é o resultado que vimos no inicio da secdo. A variancia do estimador é:

2\ 2 4

Vis?l = v[(Z)xz] = () vixdd = (55) vixia]

n-—1

Considerando que a variancia de uma distribuicdo qui-quadrado com k graus de liberdade
é igual a 2k, entdo fazendo k = n — 1, temos:

VIX2,]=2k=2.(n—1)

Substituindo no resultado anterior, temos:

Vs = (-55). 22— 1) =22

(n-1)2 n-1

Vale acrescentar que uma populacdo normal depende dos dois parametros, varidncia e média, os quais sao
independentes. Consequentemente, os estimadores correspondentes também serdo independentes.
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PRATICAR!

(FGV/2016 — IBGE) Suponha que uma amostra de tamanho n = 5 é extraida de uma popula¢do normal, com
: média desconhecida, obtendo as seguintes observacdes: :

X1=3,X2=5,X3=6,X4=9e X5=12
Sdo dados ainda os seguintes valores, retirados da tabela da distribuicdo qui-quadrado:
e P(x2<5)=0,713
L+ P(x2<12,5)=0,986
'+ P(x2>5)=0,854
e P(2 >12,5)=0,971

: Se a populagdo tem variancia verdadeira 62 = 4, em nova amostra (n = 5), a probabilidade de se observar
: uma variancia amostral maior do que a anterior é de:

a) 0,014
 b) 0,029
c) 0,146
 d) 0,287
e) 0,713
Comentarios:
Para resolver essa questao, vamos primeiro calcular a variancia amostral obtida nessa primeira amostra:
o K=
n—1
Para isso, precisamos da média amostral:
7 3+5+6+9+12 35

= 5 ===
Agora, podemos calcular a variancia dessa primeira amostra:
B=-7*+0G-7*+6-7)2+09-7)?2*+12-7)*
4
, (=2 + (=2 +(-1)*+(2)* + (5)2 16+4+1+4+25 50 125
Sl = -_—=
4 4 4

: Para calcular a probabilidade de a varidncia amostral ser s2 > 12,5, consideramos que esse estimador segue

st =

H 2
: uma distribuicao qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade, multiplicada por (ﬁ)

0.2
s? = (n — 1).)6,3_1
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Sabendo que a variancia populacional é 6? = 4 e que o tamanho da amostra é n = 5, ent3o:

4
= (5=7) ¥8 = 2

Portanto, a varidncia amostral segue a mesma distribuicdo de X'Z. A probabilidade de s? > 12,5 é, portanto:
P(s2 > 12,5) = P(X2? > 12,5) '

O enunciado informa que P(X}? < 12,5) = 0,986. A probabilidade P(X}? > 12,5) é complementar:
P(X?>125)=1-P(X}?<125)=1-0,986 = 0,014
Gabarito: A

Distribuicdes para Amostragem Estratificada

Para uma amostragem estratificada, com k estratos, a média amostral sera calculada como:

i=1

Nessa expressao, N; é o tamanho de cada estrato; N é o tamanho total da populagao; e X,, a média amostral
observada para cada estrato.

Ou seja, calculamos a média X, para cada estrato i, multiplicamos pelo tamanho do estrato N; e dividimos
pelo tamanho total N.

Para ilustrar, vamos supor uma populacdo dividida em 3 estratos, com os seguintes tamanhos N; e os
seguintes valores de média amostral X, para cada estrato i:

Estrato N; ni X,
1 50
2 30
3 20

A média amostral para toda a populacdo corresponde as médias amostrais dos estratos, ponderadas pelos
respectivos tamanhos dos estratos:

50x2+30x3+20x4 100+90+80

X = = 2,7
50+ 30+ 20 100
A razao entre o tamanho do estrato N; e o tamanho total da populagdao N pode ser chamada de peso do

estrato (W;).
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Nessa situacdo, para calcular a média amostral, basta multiplicar a média de cada estrato pelo respectivo
peso e somar todos os resultados:

k
X:ZWIZXE
i=1

Podemos calcular, ainda, a variancia da média amostral:

k
_ N; _
VX)) =V Z o

=1

Pelas propriedades da variancia, temos:
k
= A
v =2 () v

i=1

Em que a varidncia da média amostral de cada estrato V/(x,) é calculada pela razdo entre a varidncia
populacional do estrato e o tamanho da amostra do estrato:

Em uma amostragem proporcional, o tamanho amostral do estrato n; pode ser calculado
pela razao entre o tamanho do estrato populacional e o tamanho total da populacao,
multiplicada pelo tamanho total da amostra:

ni=—.n

Vamos supor as seguintes variancias para os estratos da populagao, que vimos anteriormente:

Estrato Ni ni V(X;)
1 50 5 4
2 30 3 2
3 20 2 1
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As variancias das médias amostrais dos estratos sao dadas por:

V(X 4
V(@) = fll)=§=0,8
1

V(X)) 2
V(x,) = 512):550,67

2

V(X3) 1
Vix:) = = —= 0’5
(x3) 13 >
E a variancia da média amostral global é dada por:
k 2 2 2 2
> N; _ Ny . (N2 (N3 _
Vx) = Z (ﬁ) V(E) = (W) V(D) + (W) V) + (W) V()
l=
2 2 2

_ 50 30
V(X)—(loo) ><08+(—) ><067+(100) x05=0,25%x08+0,09x%x0,67+ 0,04 x0,5 =

100

™ -

SE LIGA!

A variancia da média de uma amostra estratificada proporcional € menor ou igual do que
a variancia da média de uma amostra aleatdria simples (AAS). Afinal, a amostragem
estratificada proporcional é mais precisa do que a AAS?.

0,28

L A varidncia da média de uma AAS é a razdo entre a variancia da populagdo como um todo e o tamanho da amostra; e a variancia

de toda a populagdo é maior (ou igual) as varidncias dos estratos ponderadas pelos respectivos tamanhos:

V(Fags) = 7 X V() = x Z VXD

A expressdo a direita corresponde justamente a variancia da média amostral global em uma amostragem estratificada

N2 .
proporcional. Sabendo que V (Xg,) = Y, (%) V(x,), queV(x) = Y o que, na alocagdo proporcional, n; = ‘.n, entdo:
k k
_ 2y (X)) V(X) N _ SN VX))
v =3 () =2 () =
i=1 i=1 i=1
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Sendo a variancia populacional de cada estrato desconhecida, precisamos estima-la a partir da variancia
2 A . . v 2 — 2 .
amostral de cada estrato sg, . Substituindo, na formula acima, V(X) por s e V(x,) por S%,, temos:

Em que a estimativa da variancia da média amostral para cada estrato S,%i, considerando uma amostra de

tamanho n; para esse estrato, com a corre¢ao para populagao finita, é dada por:

2 _S_fi(Ni—ni)
Tli Nl—l

Xi

Vamos supor que as estimativas da variancia para cada estrato sejam:

Estrato Ni ni S5,
1 50 5 2
2 30 3 1,5
3 20 2 1

Assim, as variancias das médias amostrais para cada estrato, com o fator de correcao, sdo:

) _2(50—5)~0367
5 T5\G0—-1) "

) —1'5(30_3)~0466
%% T3 30-1)""

) _1(20—2)~0474
% =\20-1) "

E a variancia da média amostral global é dada por:

2—(50)2><O367+<30)2x0466+(20>2x0474
s = \100 ’ 100 ’ 100 ’

sZ=0,25x% 0,367 + 0,09 x 0,466 + 0,04 x 0,474 = 0,092 + 0,042 + 0,019 = 0,153
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PRATICAR!

(CESPE/2018 STM) Um estudo acerca do tempo (x, em anos) de guarda de autos findos em determinada
: secdo judiciaria considerou uma amostragem aleatdria estratificada. A populagdo consiste de uma listagem
de autos findos, que foi segmentada em quatro estratos, segundo a classe de cada processo (as classes foram
: estabelecidas por resolugdo de autoridade judiciaria.) :

: A tabela a seguir mostra os tamanhos populacionais (N) e amostrais (n), a média amostral (X) e a varidncia :
: amostral dos tempos (s2) correspondentes a cada estrato. :

Tamanhos Populacionais (N) | Tamanhos Amostra (n) .

30.000 20 3

B 40.000 400 15 16
Cc 50.000 500 10 S5
D 80.000 800 5 8
Total 200.000 2.000 - -

Considerando que o objetivo do estudo seja estimar o tempo médio populacional (em anos) de guarda dos
: autos findos, julgue os itens a seguir. :

(CESPE/2018 — STM) A estimativa do tempo médio populacional da guarda dos autos findos é maior ou |gual
i al2anos.

: Comentarios:

: Em uma amostra aleatdria por estratificacdo, a média amostral é dada por:

Em que k é a quantidade de estratos; N; o tamanho de cada estrato; e X, a média de cada estrato.

Pelos dados de N e x fornecidos na tabela, temos:

Ny X %5 + Np X X5 + N X %z + Np X Xp
N

X =

7 30000 x 20 + 40000 x 15 + 50000 x 10 + 80000 x 5

200000
_  60+60+50+40
X= =10,5
20
Gabarito: Errado.
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(CESPE/2018 — STM) Combinando-se todos os estratos envolvidos, a estimativa da variancia do tempo médio
amostral da guarda dos autos findos é inferior a 0,005 ano?.

Comentarios:

Em uma amostragem estratificada, a estimativa da variancia da média amostral é dada por:

k N 2
23,0 s
i=1

2
Em que S,%i = Sn—xl‘ (%) Pelos valores apresentados na tabela, temos:

, 3 (30000 - 300) 0,009
54 T 300\ 30000-1 /)

, 16 (40000 - 400) 00396
5% = 200\ 20000—1 /)

, 5 (50000 - 500) 0,009
5% 500\ 50000—1 )

, 8 (80000 - 800) 00099
%% T goo\ 800001 /)

: Além disso, temos que:

(NA)Z B ( 30000 )2 00225
N/ ~\200000/

Ng\*> /40000 \?
(%) = (zo0000) =00
N 200000

(NC)Z _ ( 50000 )2 00625
N/ ~\200000/ ~—

N2 /80000 \?
(2 (g =
N 200000

Portanto:

L N2
—_ h 2
=2 (%) xs

h=1

KRIN

S

sZ =(0,0225 - 0,0099 + 0,04 - 0,0396 + 0,0625 - 0,0099 + 0,16 - 0,0099)
sZ =(0,0225 + 0,0625 + 0,16) - 0,0099 + 0,04 - 0,0396 = 0,0041.

Gabarito: Certo.
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ESTIMACAO PONTUAL

A estimacdo pontual é o valor (numero) calculado para o estimador. Os principais estimadores sdo a média
amostral X, a propor¢do amostral e a variancia amostral s2.

Agora, vamos estudar as propriedades dos estimadores e os métodos utilizados para obté-los.

Propriedades dos Estimadores

Um estimador é uma fung¢do dos dados observados (na amostra), o que chamamos de estatistica.

Para que uma estatistica possa ser considerada um bom estimador, ela deve apresentar determinadas
caracteristicas desejaveis, o que chamamos de propriedades.

Suficiéncia

Uma estatistica é considerada suficiente se ela captura, a partir da amostra obtida, toda a informacao
possivel sobre o parametro populacional desconhecido, de modo que qualquer outra informacgado associada
a amostra ndo contribuird com a estimacgao do parametro populacional.

Em outras palavras, uma estatistica suficiente é uma forma de resumir as informacdes presentes na amostra,
sem perder as informag0es necessdrias para estimar o parametro populacional.

Por exemplo, a média amostral captura toda a informacao, disponivel na amostra, necessdria para estimar
a média populacional. Qualquer outra informagado, como a média geométrica ou a variancia da amostra, nao
influencia na estimativa da média populacional.

Ademais, se uma estatistica T apresenta o mesmo valor para duas amostras X e Y, ou seja, T(X) = T(Y),
essa estatistica sera considerada suficiente se a inferéncia sobre o parametro populacional 8 for a mesma,
independente da amostra X ou Y.

Por exemplo, a soma dos valores da amostra também é uma estatistica suficiente para a média populacional,
pois dispomos de toda a informagao necessaria para estimar o parametro desconhecido - basta dividir essa
estatistica pelo tamanho da amostra n (que esta previamente definido).

N3do importa quais sejam os valores exatos de cada variavel presente na amostra: se a soma (valor da

estatistica) for a mesma, a estimativa para a média populacional (parametro) serd sempre a mesma.

Todos os estimadores que mencionamos anteriormente (média amostral X, propor¢do amostral p e variancia
amostral s?) sdo considerados suficientes.
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Para resolver algumas questdes sobre esse assunto, precisamos nos aprofundar um pouco mais. Se esse é um
dos seus primeiros contatos com a matéria, ndo se preocupe muito com essa parte.

A defini¢do exata de estatistica suficiente é a seguinte:

Sendo X1, X5, ... X;, uma amostra aleatdria de uma populagéo com fungdo de probabilidade
f(x) dependente de 6, uma estatistica T (X) serd suficiente para 6 se, e somente se, a
distribui¢do conjunta de X1, X5, ... X,,, condicionada a um valor da estatistica T(X) = t, ndo
depender de 6, para qualquer valor possivel de t.

Vamos supor uma populagdo de Bernoulli com parametro 6 (probabilidade de sucesso), em que cada
elemento assume X; = 1, com probabilidade 8, ou X; = 0, com probabilidade 1 — 6.

A funcgao de probabilidade de cada elemento é dada por:
f(x;,0) = 0%.(1—09)
E a fungdo de probabilidade conjunta para uma amostra independente de tamanho n é:
f 1, %2, 0,20, 0) = 1) X fx2) o X f(x)
f(x1, %0, 0, X)) = 071, (1 — )11 x 6%2, (1 — 6)17%2 X ... x %, (1 — §)1™*n
Quando multiplicamos poténcias de mesma base, somamos os expoentes:

f(x1;x2, ___,xn) — gX1txztotin (1 _ 9)n—(x1+x2+~-~+xn) — 92?=1xi. (1 _ 9)n—2?=1xi

Vamos considerar a estatistica 7 (X) = )., x;, que representa a soma dos sucessos em uma amostra de
tamanho n. Essa variavel segue distribuicao binomial, com parametros n e 8, cuja funcao de probabilidade
é dada por:

F(£) = Cpp. 08 (1 — )™t

Por fim, calculamos a fungdo conjunta da amostra condicionada ao valor da estatistica t = )/~ X;:

_ f(xlﬂxZ' v X, t= Z?=1xl')

flxy, %0 e, x0T =1t) = f(t)

or.(1—-o™*t 1
Cne-0L.(L—O)"t  Cp,

f(xl, X7, ...,xan = t) =

Como essa fungdo ndo depende de 0, concluimos que T(X) = }i~; x; é estatistica suficiente para estimar
a probabilidade de sucesso de uma distribuicao de Bernoulli.
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Agora, vamos supor uma estatistica que nado considere todos os resultados da amostra. Por exemplo, uma
amostra de tamanhon = 3 e uma estatistica T(X) = X; + X3.

Nesse caso, a fungdo de probabilidade conjunta da amostra é:
f(xl,xz,x3) = @X1tX2tx3 (1 _ 0)3—(x1+x2+x3)

Sabendo que a estatistica T(X) = X; + X3 segue distribui¢do binomial com parametro 2 e 6, a sua fungao
de probabilidade é:

f() =Cyp.08.(1—0)*7F
E a fungdo conjunta da amostra condicionada ao valor da estatistica t = x; + x3 é:

f(x1, %2, o, X, t = X1 + X3)

f(xl,xZ, ...,xnIT == t) ==

f@®)
9t+x2_ (1 _ 9)3—(t+x2) 0%z, (1 _ 0)1—362
T=t)= =
Xz, e xnlT = 0) Cor 0. (1— B)2°° Cor

Que depende de 6. Assim, concluimos que a estatistica t = X; + X3 nao é suficiente para estimar a
proporg¢do de sucessos.

Em alguns casos, o calculo da fungdo f(xq,X5,...,x,|T =t) pode ser muito trabalhoso. Nesses casos,
podemos aplicar o Teorema de Neyman-Fisher ou Teorema da Fatorizagao:

Sendo X1, X5, ... X;, uma amostra aleatdria de uma populagcdo com fungéo de probabilidade
f(x,0) dependente de 0; uma estatistica T (X) = t serd suficiente para 0 se, e somente se,
existir uma fungdo g(t, ) e uma fungdo h(x), tal que:

f(x,0) = g(t,0) x h(x)

para todo valor possivel de t.

Ou seja, se vocé conseguir transformar a fung¢ao conjunta da amostra f, que depende dos valores da amostra
e do parametro 6, no produto de uma fun¢do g que dependa apenas da estatistica t e do parametro 6, sem
depender de qualquer outro valor da amostra, com uma outra fungao h que nao dependa do parametro 6,
podemos concluir que a estatistica sera suficiente.

Em relagdo ao exemplo da populagdo de Bernoulli, vimos que a fungao conjunta da amostra é:

f(x,0) = O%=¥ (1 — o) T
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Se a estatistica for T(X) = Y.j=, x;, temos:
flx,0) =0t (1 —-0)"¢
Que nao depende de qualquer valor da amostra além da estatistica. Assim, temos:
f(x,6) = g(6,t) X h(x)
tal que:
g@,t)y=0tL1-0)" "
h(x)=1

Como h(x) = 1 ndo depende do parametro 6, concluimos que T(X) = XL, x; € suficiente para estimar a
proporcao de sucessos de uma distribuicdo de Bernoulli.

Ha, ainda, as seguintes defini¢des relacionadas a suficiéncia de uma estatistica:

o Suficiente minimal: se a estatistica for suficiente e uma fungao de alguma outra
estatistica suficiente.

o Anciliar: se a estatistica ndo trouxer informacdo alguma a respeito do parametro 6,
isto é, se ela for independente de 6.

o Completa: se o fato de a esperanga de uma fung¢do g da estatistica ser igual a zero para
todo 8, E[g(T)] = 0, implicar necessariamente em g(T) = 0 para todo 6.

Por exemplo, para uma amostra X4, X5, ..., X;, com distribuicao de Bernoulli, a estatistica
T = X, — X, nao é completa.

Isso porque a esperanca da estatistica é igual a zero:
E[T] =E[X, —X;] = E[X{] —E[X;]=p—-p=0

Porém, o valor da estatistica T = X; — X, pode ser diferente de zero. Por exemplo, sendo
X;=1eX,=0,temosT =1;sendoX; =0e X, =1,temosT = —1.
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HORA DI

PRATICAR!

(CESPE/2018 EBSERH) X1, X2, ..., X10 representa uma amostra aleatdria simples retirada de uma distribuic3o :

: normal com média u e variancia 02, ambas desconhecidas. Considerando que fi e o2 representam os :
: respectivos estimadores de maxima verossimilhanga desses parametros populacionais, julgue o item :
: subsecutivo. :

: Asoma Xi+ Xz +...+ X10 € uma estatistica suficiente para a estimagao do parametro .
: Comentarios:

A soma dos elementos captura todas as informacdes disponiveis na amostra para a estimacdo da média, de
modo que qualquer outra informagdo (média, variancia,...) a respeito dessa amostra nado ird influenciar na
estimagao do parametro populacional. Afinal, a estimativa para o parametro u serd a mesma, sempre que
a soma das 10 variaveis for a mesma, independentemente dos seus resultados exatos. Logo, a soma dos
: elementos é uma estatistica suficiente. :

Gabarito: Certo.

(CESPE/2013 — Telebras) A respeito de inferéncia estatistica, julgue o item que se segue.

Considerando uma amostra aleatéria simples X1, X2, X3 retirada de determinada distribuicdao de Bernoulli,
: com parametro p desconhecido, € correto afirmar que X1+X2.X3 é estatistica suficiente.

: Comentarios:

Ao multiplicarmos os resultados X».X3, ha uma possibilidade de perda de informacgao, pois sendo um dos
elementos iguais a zero, ficamos sem a informacdo do outro elemento. Por exemplo, se tivermos Xi1=1, Xo=1
e X3=0 e, portanto, Xi + X2.X3 = 1, a estimativa para a proporc¢do p sera p = 2/3; e se tivermos Xi1=1, X,=0 e
X3=0, e, portanto, o mesmo valor para a estatistica, X1+ X2.X3= 1, a estimativa para p serd p = 1/3. :

Ou seja, a estimagao do parametro p desconhecido pode ser diferente, mesmo se o resultado da estatistica
: forigual. Logo, essa estatistica ndo é suficiente. :

Alternativamente, podemos verificar o Teorema de Neyman-Fisher. A fungdo conjunta da amostra é:
. f(x,0) = f(xy). f(xy). f(x3) = OF¥1%2+¥s (1 — §)3~(Xatx2+x3)

Sendot = x; + x,.x3 = x; =t — x,. X3, entdo a fungdo conjunta pode ser representada como:

. fx,0) = Ot XeXstxa+xs (1 — 9)3—(t—x2.x3+x2+x3)

Essa fungdo corresponde ao seguinte produto:

: f(x, 0) = gt. (1- 9)3—t X X2 X3+X2+X3 (1 — )¥2Xs—X2%3

A primeira fungdo g = 6%.(1 — )37t depende apenas de 8 e t; no entanto, a sequnda fungcdo h =
@ ~X2X3tX2HX3 (1 — @)*2-X37%27%3 tgmbém depende de 0. Ou seja, ndo consequimos transformar a funcéo
: conjunta f(x,8) em um produto de g(6,t) por h(x) e assim concluimos que a estatistica ndo é suficiente.

Gabarito: Errado.

.a-”’fﬂf
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(FGV/2022 — TRT/PB) Suponha que X1, X5, ... X,, seja uma amostra aleatéria de densidade f(x; ) = 0.x°71,
tse0<x<1, f(x) = 0 nos demais casos, 8 > 0. Uma estatistica suficiente para 6 é dada por:

La)S =Tk, X,
: 1 :
:b)S = :
) it X
c)S =X, X/
d) S = [[ix1 X; :

e) S = max{X;}
Comentarios:
Para resolver essa questdo, vamos utilizar o teorema de Neyman-Fisher. A fun¢do conjunta da amostra é:
: f(x,0)=0.x07"1x ..x0.x871 = 0™(x; X ... X x,)0 71
Para a estatistica S = [[[-; X; = xy X ... X x,,, temos:
: f(x,0) =0m.59-1 :
Que ndo depende de qualquer valor da amostra além da estatistica. Assim, temos f(x,0) = g(6,S) X h(x),
: tal que: :
: g(8,8) =0m.5%1

h(x) =1

: Assim concluimos que S = [[i%; X; é uma estatistica suficiente para 6. Com qualquer outra estatistica
: indicada dentre as alternativas, ndo serd possivel aplicar o teorema.

Gabarito: D

Dizemos que um estimador 6 é nao viesado (também chamado de nao viciado ou ndo tendencioso) quando
a sua esperanga é igual ao parametro populacional 8 sendo estimado:

E(6yr) =06

Em relagdo aos principais estimadores que mencionamos anteriormente, temos:

E(X)=pu
E@) =p
E(s?) = o?

Logo, podemos afirmar que a média amostral X é um estimador n3o viesado (ENV) para a média
populacional; o pardmetro amostral p é um ENV para o pardmetro populacional; e s é um ENV para a
variancia populacional.
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&)

TOME

NOTA!

O estimador nao tendencioso para a variancia populacional é definido como:

2 _ Z&i=®)?
o n—1

S

2
, com a divisdo pornemvezden — 1, é tendencioso, ou seja:

J4 o estimador s2 = Z(XLT_X)

E(s?) # o2

Apesar de s? ser um estimador n3o tendencioso para a variancia populacional, a sua raiz quadrada s = V's2
é um estimador tendencioso para o desvio padrdao populacional, ou seja, a esperanca de s é diferente do
desvio padrdo populacional!, embora seja o estimador mais comum.

Outra forma de descrever essa propriedade é com base no erro, que é a diferenga entre o estimador e o
parametro populacional:

e=60-0
A esperanga do erro é chamada de viés do estimador (ou tendenciosidade), denotado por b(8):
b(8) = E(e)

O viés pode ser calculado pelas propriedades da esperanca:

b(8) =E(e)=E(06—-0)=E(8) —E(6)

b(0) = E(8) - 6

Assim, o viés representa a diferenca entre a média (ou esperanca) da estimativa e o parametro populacional
estimado. Para um estimador BINNT nao tendencioso, a sua esperanga € igual ao parametro populacional
E(6yr) = 6. Logo, o viés do estimador (esperanga do erro) ¢ nulo:

b(6yr) =E(0yr)—60=6-0=0

! Essa aparente discrepancia decorre do fato de que a esperanca da raiz quadrada é diferente da raiz quadrada da esperanca:

E(Vs2) # JEGD) = o2 =0
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Calculo do Viés para a Média

Para calcularmos o viés de um estimador para a média populacional u, calculamos a esperanca do estimador
e subtraimos a média populacional pu.

No calculo da esperanca do estimador, utilizamos as propriedades da esperanca, em especial:

e EX+Y)=EX)+E()
o E(k.X)=kEX)
e Se X eY forem independentes, entdo E(X.Y) = E(X).E(Y)

Também devemos considerar que a distribuicdo dos elementos da amostra é igual a distribuicio da
populagdo. Em particular, temos E (X;) = u.

&

EXEMPLIFICANDO

Para uma amostra de n =5 elementos X1, X2, X3, X4 e X5, vamos calcular o viés do estimador
0 =X, + X, + X3 — X, — X5 para a média u. O primeiro passo é calcular a esperanga:

E(0) = E(X; + Xy + X5 — X4 — Xs)
Pelas propriedades da esperanca, temos:
E(0) = E(X)) + E(X,) + E(X3) — E(X,) — E(Xs)
Como a amostra segue a mesma distribui¢do da populagdo, temos E(X;) = E(X) = u:
E@)=p+p+pu—p—p=un

Como a esperancga desse estimador é igual ao parametro estimado, o seu viés é nulo e o
estimador é nao tendencioso:

b(@) =n—-pu=0
Agora, vejamos outro estimador para a média u: 9" = X; — X,. A sua esperanga é:
E(BA’) =EX;—X,)=EX)—-EX)=u—pu=0

Como a esperanca desse estimador é nula e, portanto, diferente do parametro estimado,
o viés é diferente de zero e o estimador é tendencioso:

b(8)=0—u=—u
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Podemos também combinar estimadores, formando um novo estimador, por exemplo:
6=0+60
Como saberemos se o novo estimador é tendencioso ou ndo?

Como fizemos anteriormente, aplicando a férmula do viés e as propriedades da esperanca:

b(6)=E(e)=E(6)—06

()

EXEMPLIFICANDO

Em relagdo ao estimador 8 = 0 + o' para a média populacional y, o seu viés é dado por:
b(é) = E(e) =E(§) —u= E(§+§’) —u
Sabendo que a esperanca da soma é a soma das esperancas (propriedade), temos:
b(5) = E(8) + E(8) — u

Para esse exemplo, vimos que a esperanga do primeiro estimador é E(@) =pu equea
esperancga do segundo estimador é E(@) = 0, logo:

b(§)=,u+0—u=0

Como o viés é nulo, esse estimador é nao tendencioso!

Calculo do Viés para a Variancia

Para calcularmos o viés de um estimador para a variancia populacional o2, também calculamos a sua
esperanga e subtraimos o parametro sendo estimado, qual seja a variancia populacional ¢2.

Os estimadores para a variancia sdo normalmente baseados no quadrado dos elementos da amostra Xl-2 e
no quadrado da média amostral X2.

Nesse sentido, é importante pontuar que a esperanga de Xiz pode ser calculada pela formula da varidncia:
V(X) = E(X?) - [E(X)]?

E(X?) =V(X) + [EX)]?
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Sabendo que os elementos da amostra seguem a mesma distribui¢do da populagdo, com média E(X) = u e
variancia V(X) = 0?2, entdo:

E(X?)=0d*+p?

Por exemplo, vamos supor que vamos extrair uma amostra de uma populagdo com variancia 2 = 4 e média
U = 5. A esperan¢a do quadrado de cada elemento da amostra é:

E(X))=4+4+52=4+25=29
Similarmente, podemos calcular a esperanga de X?:
EX?) =vX) + [EX)]?

_ _ 2
Sabendo que a esperanga da média amostral é E(X) = u e que a variancia da média amostral é V(X) = %:

_ 2
E(X?) = =+ pi?

Vamos supor que a amostra extraida da mesma populagdo com varidncia 0% = 4 e média u = 5 tenha
tamanho n = 16. A esperanga do quadrado da média amostral é:

4
E(X?) = et 52 = 0,25 + 25 = 25,25

&

EXEMPLIFICANDO

Vamos calcular o viés do seguinte estimador para a variancia populacional 62, a partir de
uma amostra de n = 2 elementos X1 e Xz, sendo X a média amostral:

0 =X? + X2 —2X?
A esperanca desse estimador é:
E(6) = E(X? + X2 —2X%) = E(X}) + E(X2) — 2.E(X?)
2 % o’
Sabemos que E(X?) = 0% + u? eque E(X?) = —+ u?, sendon = 2, logo:
~ 2
E(0) =02+u2+02+u2—2(07+u2) =2.0%24+2.u*>—0%—-2.y*> =02

Como a esperanca do estimador € igual a variancia populacional, que é o parametro sendo
estimado, o viés é nulo b(Q) = E(Q) — 0% = 0 e o estimador é n3o tendencioso.
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Erro Quadratico Médio

A variancia do erro é chamada de Erro Quadratico Médio (EQM) e corresponde a soma da variancia do
estimador com o quadrado do viés do estimador.

EQM(8) =V(e) = V() + [b(8)]’

Ou, simplesmente:

EQM(8) = o2 + b?

Para estimadores nao viesados, o viés do estimador é b(B’N\T) = 0, logo, o EQM ¢ igual a variancia do
estimador:

EQM(6y7) = V(1)

Vamos supor a seguinte expressao para o EQM de um estimador, em que a primeira parcela corresponde a

- A\12
variancia do estimador V() e a segunda parcela corresponde ao quadrado do viés do estimador [b(8)]
(exemplo extraido da prova FGV/2017 — IBGE):

EQM(8,) = 2 4 (= 1)2

. (0-1\ . . , . . .
Podemos observar que o viés (T) nao é nulo, logo, concluimos que o estimador é tendencioso.

()

EXEMPLIFICANDO

Agora, vamos calcular o EQM dos estimadores para a média u, que vimos anteriormente.
Para isso, precisamos da variancia e do viés do estimador. Como ja calculamos o viés, falta
calcular a sua variancia.

0=X+X,+Xs—X,— X5

V(0) =V(X1 4+ Xo+ X5 — X4 — X5)
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Se as amostras forem independentes (populagdo infinita ou amostra extraida com
reposicao), entdo, pelas propriedades da variancia, temos:

V(0) = V(X)) + V(Xy) + V(X3) + V(X,) + V(Xs)

Considerando que a amostra segue a mesma distribuicdo da populagdo, temos V(X;) =
V(X) = 62, logo:

V(0) =02+ 0%+ 0%+ 0% + 0% = 502
Como o viés é nulo, o EQM desse estimador é igual variancia:

EQM(0) =V () = 502

Para o outro exemplo de estimador, a variancia é (sendo as amostras independentes):
é\, == Xl - XZ
V(gl) = V(Xl _XZ) = V(Xl) + V(XZ) = 0'2 + 0'2 = 20‘2

Ja calculamos o viés do estimador b(@’) = —u. Portanto, o EQM é:

EQM() = V() + [b(0)]” = 20% + [~u]? = 202 + 2

Se as amostras ndo forem independentes, a varidncia da soma e da subtracdo de duas variaveis é dada por:

VX, + X,) = V(X)) + V(Xy) + 2. Cov(Xy, X5)

V(X —X,) = V(X)) + V(X)) — 2. Cov(Xy, X))

PRATICAR!

(2019/Analista Censitario — Adaptada) E conhecido que o erro quadratico médio (EQM(A)) mede, em média,
: qudo perto um estimador 6 chega ao valor real do pardmetro 6. Diante do exposto, julgue os itens seguintes:

: | —EQM(0) é uma medida que combina viés e varidncia de um pardmetro; '

: Il — para estimadores viesados, EQM(B) é igual a variancia;
E Il - EQM(B) = 8 — Viés(d).
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: Comentarios:

: Em relagdo ao primeiro item, o EQM(@) combina viés e varidncia de um estimador (n3o do parametro
: populacional), logo o item | estd incorreto. :

: Em relagdo ao segundo item, o EQM(#) é igual a variancia para um estimador nio viesado, logo o item Il est4 :
i incorreto. :

Em relagdo ao terceiro item, a férmula do erro quadratico médio é:
~ ~ ~A\12
EQM(0) =Vv(8) + [viés(D)]
Logo, o item Il esta incorreto.

Resposta: todos os itens errados.

(FGV/2022 - EPE — Adaptada) Considere uma amostra aleatdria de n varidveis X1, Xa, ..., Xn, normalmente
: distribuidas com média u e variancia o°. Considere o seguinte estimador da média populacional: :

Sobre as propriedades desse estimador, julgue o seguinte item.
O estimador é n3o-tendencioso.
Comentarios:

: Para um estimador ndo tendencioso, a sua esperanca € igual ao parametro populacional estimado, no caso, :
: a média u. Vamos, entdo, calcular a esperanca do estimador T: :

E(T)=E (%Zn:)(i

: Quando multiplicamos uma variavel por uma constante, a sua esperanca sera multiplicada por essa :
: constante (propriedade da esperanca), logo: :

n

_ 1
B =—.F in

i=1

Ademais, a esperanc¢a da soma de varidveis é igual a soma das esperancas (outra propriedade da esperanca):
) :
_ 1
E(T) =—. ) E(X)
i=1

! Considerando que cada variavel da amostra segue a mesma distribui¢cdo da populagdo, temos E(X;) = pu.
Portanto, a soma ).i*; E(X;) para as n varidveis corresponde ao produto n. ji:

— 1

: Que é diferente de u. Logo, o estimador T é tendencioso.

Resposta: Errado.
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: (FGV/2022 - TRT/MA) Suponha uma amostra X;, X,, X5, X, de uma variavel populacional com média u e

: variancia 02. Se X é a média amostral, assinale a op¢do que apresenta uma estatistica ndo tendenciosa para :

P g2

fa) (X2 + X2+ X3 +X;—4.X%)/3

' b) (X7 + X3+ X3+ X2)/3

Q) (X2 + X7 + X2 + X3)/4

L d) (X7 + X34 X34 X2 —R%)/3

o) (X2 + X3+ X2+ X2 —4.X%)/4

Comentarios:

Para identificar o estimador n3o tendencioso para a variancia a2, precisamos calcular a sua esperanca.

A esperanca do estimador da alternativa A é:

X2+ X2+X2+X;—4.X2\ EXH+EXDH+EXS+EX2)—4.E(X?
E(6)) =E =
3 3
: _ 2
i Sendo E(X?) = o2 + u? e E(X?) = % + u?, comn = 4, entdo:
2
02+u2+02+u2+02+u2+02+u2—4<%+u2)
E(0,) = 3
4.0% +4.py* — 0% —4.y* 3.0°
B0 = = e b

i Que é igual ao pardmetro o2 estimado. Logo, esse estimador é nao tendencioso.
: Mas, vejamos as demais alternativas. A esperanca do estimador da alternativa B é:

X2+ X2+X2+ XZ) _EXD)+EX3) + E(X3) + E(X])

E(@0g) =E

. (65) < 3 3

: Sendo E(X7) = 0% + pu%:

' o’ +pP+o’+pt+ot +ut+o+p? 4ot +4.°
3 B 3

i Que é diferente de ¢2. Logo, esse estimador é tendencioso.

E(6g) = _ g(az )

: Em relagdo ao estimador da alternativa C, temos:

X2+ X2+X2+ XZ) _E(XD) + E(X3) + E(X3) + E(X5)

E6;) =E
AL 4
: Sendo E(X?) = 0% + pu*:
I o’ +u+ol+ Pt +ot+pt+o’+pu? 40% + 4.7
Que também é diferente de ¢2. Logo, esse estimador é tendencioso. Vejamos o estimador da alternativa D:
XP+ X7+ X5+ XE — )?2> _EXD +E(XD) + EX3) + E(XE) — E(X?)
3 3

E(8c) = = 0%+ p?

E(6p) = E(
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: _ 2
i Sendo E(X?) = o2 +u?2e E(X?) = % + u?, comn = 4, entdo:

2
02+,u2+02+,u2+02+u2+02+u2—<%+u2>
3

E(QD) =

2

o
4.02+4./,LZ—T—4.;12_4,02 0? 16.0*—0?> 15.0% 5
3 —73 127 12 T 12 "a°

i Que é diferente de ¢2. Logo, esse estimador é tendencioso.

2

E(6p) =

Por fim, a esperanca do estimador da alternativa E é:

H — 2
i Sendo E(X?) = 0% + u?2 e E(X?) = % + u?, comn = 4, entdo:

2

o +pu*+ 0% +u*+ ot +u2+02+u2—4<%+u2)
4

4.0 +4.y* -0’ —4.y* 3.0°

: 4 4

Que também é diferente de 2. Logo, esse estimador também é tendencioso.

E(6p) =

E(8,) =

Gabarito: A

(CESPE 2020/TJ-PA) Um estimador que fornece a resposta correta em média é chamado n3o enviesado.
Formalmente, um estimador é ndo enviesado caso seu valor esperado seja igual ao parametro que estd
sendo estimado. Os possiveis estimadores para a média populacional (u) incluem B, média de uma amostra,
o, a menor observacdo da amostra, e it, a primeira observacdo coletada de uma amostra. Considerando essas
: informagdes, julgue os itens subsequentes. :

| A média de uma amostra (B) é exemplo de um estimador enviesado para a média populacional (p), pois seu
: valor esperado € igual a média populacional, ou seja, E(B) = p.

: 1l A menor observacdo da amostra (a) € um exemplo de estimador ndo enviesado, pois o valor da menor :
: observacdo da amostra deve ser inferior a média da amostra; portanto, E(a) < p. :

: 1l A primeira observagdo coletada de uma amostra equivale a tomar ao acaso uma amostra aleatéria da :
: populacdo de tamanho igual a um e, portanto, é considerado um estimador ndo enviesado.

Assinale a opgao correta.

a) Nenhum item esta certo.

b) Apenas o item | estd certo.

c) Apenas o item Il estd certo.
d) Apenas o item Il estd certo.
e) Todos os itens estdo certos.

: Comentarios:

.a-”’fﬂf
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: A questdo trabalha com alguns estimadores: a média amostral B, que normalmente chamamos de X; a menor :
: observacdo da amostra, a; e a primeira observacao, .

Em relacdo ao item |, o valor esperado da média amostral é igual a média populacional, E(B) = u, o que define :
um estimador ndo enviesado. Logo, o item | estd errado.

Em relacdo ao item I, o valor esperado da menor observacdo da amostra é inferior a média, E(a) < u, o que :
define um estimador enviesado. Logo, o item Il esta errado.

Em relacdo ao item Ill, a primeira observacdo pode ser considerada uma amostra com tamanho n=1, de :
fato, sendo E(m) = Y. Logo, esse estimador é ndo enviesado. Logo, o item Il esta certo. :

Gabarito: D.

Eficiéncia
Vimos que, para um estimador ndao tendencioso, o erro quadratico médio é igual a sua variancia:

EQM(6y7) = V(1)

by

Assim, a variancia de um estimador ndo tendencioso estd inversamente relacionada a precisdo da
estimativa: quanto menor a variancia, maior a precisao.

Por sua vez, a precisao da estimativa estd diretamente relacionada a eficiéncia do estimador. Ou seja, quanto
menor a variancia do estimador, maior sera sua eficiéncia.

Essa comparacao pode ser feita entre estimadores ndo tendenciosos, ou entre estimadores com o0 mesmo
viés. Ndo podemos comparar a eficiéncia entre estimadores com viés diferente.

Dizemos que um estimador é eficiente se for ndo viesado e apresentar a menor variancia possivel.

Tanto a média amostral quanto a propor¢ao amostral sdo estimadores eficientes.

Um estimador é dito assintoticamente eficiente quando a sua matriz de varidncia-
covariancia assintdtica ndo é maior que a de qualquer outro estimador, ou seja, quando a
sua variancia converge mais rapidamente.
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Para resolver algumas questdes, precisamos nos aprofundar um pouco mais. Se esse é um dos seus primeiros
contatos com a matéria, ndo se preocupe com a parte a seguir.

Existe um limite inferior para a variancia de um estimador ndo tendencioso, chamado limite de Cramér-Rao.
Nenhum estimador ndo tendencioso terd uma variancia inferior a esse limite. Quando um estimador ndo
tendencioso apresenta variancia igual ao limite de Cramér-Rao, podemos concluir que tal estimador é
eficiente, pois apresenta a menor variancia possivel.

Por exemplo, para uma populagcdo com distribuicdo normal, o limite de Cramér-Rao para estimadores nado

2
. Rt . , O ;. N . 7 g v
tendenciosos da média populacional é — queé justamente a variancia da média amostral X. Por se tratar

de um estimador n3dao tendencioso com a menor variancia possivel, concluimos que esse estimador é
eficiente.

No entanto, nem sempre o limite de Cramér-Rao pode ser atingido por um estimador ndo tendencioso. Por

exemplo, para uma populagdao com distribuicdo normal, o limite de Cramér-Rao para estimadores da
4

e . . , 2.0 . ~ . . ~ . ia .
variancia populacional é —— porém ndo ha estimador ndo tendencioso com essa variancia - todos
apresentam variancia maior que esse limite.

Em outras palavras, a variancia de um estimador eficiente, isto é, de um estimador ndo tendencioso com a
menor variancia possivel, ndo serd necessariamente igual ao limite de Cramér-Rao.

& 05
g -

O limite inferior de Cramér-Rao é o inverso da chamada Informacao de Fisher I:

~ 1
Var(6) = ;
2
emque [ =E [(:—elnf(x,e)) ], sendo f(x,0) a fun¢do de probabilidade conjunta da

amostra e In f(x,0) o seu logaritmo natural, chamado funcdo log-verossimilhanca. A
esperanca E é calculada para todos os possiveis valores de x, ponderados pela funcao de
probabilidade.

Quando algumas condi¢des de regularidade estiverem presentes, a Informacao de Fisher
pode ser calculada como:

I=—E[2Inf(x,6)]
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Por exemplo, para a distribuicdo exponencial, a funcdo densidade de probabilidade de cada elemento é:
f(x,0) =6.e79%
E a funcdo de probabilidade conjunta para uma amostra de tamanho n (fungao de verossimilhancga) é:
f(x,0) =0.e79%1 x 9.e70% x .. x §.e 0% = gn 0 Lz i
A funcdo log-verossimilhanca é o logaritmo natural dessa fungao:
Inf(x,6) = In(0" e =0 Ziz1 %)

Sabendo que o logaritmo do produto é igual a soma dos logaritmos (Ina.b = Ina + In b); que o logaritmo
da poténcia é o produto do expoente pelo logaritmo (Ina” = b.lna); e quelne = 1, temos:

n n
Inf(x,0) =n.1n0—02xi.lne =n.ln0—02xi

. ~ ~ d _
Agora, derivamos essa funcdo em relacao a 8, sabendo que alnx =x"L

n

9]
— = -1 _ ,
aelnf(x,@) n.o E X

i=1

E derivamos novamente para utilizar o calculo alternativo da Informacdo de Fisher, uma vez que as
condicOes de regularidade estdo presentes:

2

aezlnf(x 0)=-n.0"?

Como esse resultado é independente de x, a sua esperanca é igual a prépria expressao, logo:

=_E[6921nf(x 9)] aezlnf(x 0) =—(—n.6" 2)—_

E o limite minimo de Cramér-Rao para a variancia de um estimador ndo tendencioso para a distribuicdo
exponencial é o inverso desse resultado:

02

NI»—\

Var(9) =

No entanto, ndo hd estimador nao tendencioso que atinja esse limite.
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HORA DE

PRATICAR!

(CESPE/2019 TJ-AM) Com relacdo aos parametros estatisticos e suas estimativas, julgue o item que se
:segue.

: Entre dois estimadores, A e B, com consisténcia, viés e demais caracteristicas iguais, o estimador mais util é
:aquele que possui menor variancia.

: Comentarios:

: Para estimadores com todas as demais caracteristicas iguais, o melhor estimador sera aquele com a menor
:variancia, que esta associada ao erro quadratico médio (EQM).

Gabarito: Certo

5(2013 — Petrobras) Seja (Y1, Y2, Y3 ) uma amostra aleatdria simples extraida de modo independente de uma
: populagdo com média p e variancia 02, ambas desconhecidas. Considere os dois estimadores da média da
: populagdo definidos abaixo

P~ Yi+2Y,43Y3 . Yi+1htYs
b =—2- €Uy = -3

: Relativamente a esses dois estimadores, conclui-se que:
:a) apenas o primeiro estimador é ndo tendencioso.
:b) apenas o segundo estimador é ndo tendencioso.

i) os dois estimadores sdo ndo tendenciosos, mas a eficiéncia ndo pode ser determinada sem a estimacao
:da variancia o?.

:d) os dois estimadores sdo ndo tendenciosos, mas o primeiro é mais eficiente por apresentar a variancia
:inferior a do segundo estimador.

:e) os dois estimadores sdo ndo tendenciosos, mas o segundo é mais eficiente por apresentar a variancia
:inferior a do primeiro estimador.

: Comentarios:

: O viés do estimador é a esperanga do seu erro:

b(6) = Ee) = E(0 — 6) = E(8) — 0

: O viés do primeiro estimador é:

Y1+2.Y2+3.Y3)
—p

b(@) = B (=

Pelas propriedades da esperanca, temos:
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1
6

b(ir) = Z[E(Y1) + 2.E(Y2) + 3.E(Y3)] —

ESabendo que a distribuicdo da amostra é igual a distribuicdo da populagdo, temos E(Y;) = E(Y) = pu

1 1
b(iy) =< [u+2 p+3.pu]— =g[6-u]—u=u—u=0

Logo, o primeiro estimador é ndo viesado (alternativa B errada).
ESimiIarmente, o viés do segundo estimador é dado por:
- Yi+Y,+71;
b = B () -
1
b(5) = 3 [E(Y) + E(Y,) + E(Y3)] —

1
b)) =glut+utul—n=3Bul—n=p-—p=0

wlv—x

:Ou seja, o segundo estimador também ndo é viesado (alternativa A errada).

: A eficiéncia do estimador ndo viesado é medida por sua variancia. A variancia do primeiro estimador é:

Y, +2.Y, + 3.Y3>

V@) = v (=

: Pelas propriedades da variancia, para varidveis independentes, temos:

V) = g IV(R) + 22V (85) + 3V ()] = 32 [V0R) + 4.V (1) + 9.V (5)

ESabendo que a distribuigdo da amostra é igual a distribuigdo da populagdo, temos V(Y;) = V(Y) = o2:

1 1 7
V(,ul)=£[02+4.02+9.02]=—[140] 8° o?

: Similarmente, a variancia do segundo estimador é dada por:

- Yi+Y,+Y; 1 1
V() =V () = S V) + V() + V()] = 5 VIR + V() + V()]
T 1 2 2 2 1 2 3 2 6 2
V(y2)=§[a +0 +O']=§[3.0']=§O' =1g°

§A variancia do segundo estimador é menor que a do primeiro, entdo o segundo estimador é mais eficiente.

Gabarlto E
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Consisténcia

Para um estimador consistente 6., as suas estimativas convergem para o parametro populacional 8 com o
aumento do tamanho amostral.

A definicdo de consisténcia é:
lim P(|0; — 0] >¢) =0
para algum valor € > 0 pequeno.

Ou seja, quando o tamanho da amostra n tende a infinito, a probabilidade de um estimador
consistente §C diferir do parametro verdadeiro 8, em mais do que &, é nula.

Todos os estimadores que mencionamos anteriormente (média amostral X, propor¢do amostral p e variancia
amostral s?) sdo consistentes.

2
também é consistente.

. . . . A . Y(X;—X
Ademais, a estimativa tendenciosa para a variancia amostral s*2 = %

O estimador @ sera consistente se a sua esperanca E(é) tende ao parametro populacional 8 e sua variancia
V(@) tende a zero, quando o tamanho da amostra n tende ao infinito:

lim E(8) = 6
lim V(9) = 0

Podemos deduzir se essas duas caracteristicas estdo presentes ou ndo, a partir da formula do Erro
Quadratico Médio do estimador:

EQM(8) = v(8) + [p(8)]*
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Vamos considerar o exemplo da prova da FGV/2017 (IBGE), em que a primeira expressdo corresponde a

variancia do estimador V(@D e a segunda expressdo ao quadrado do viés do estimador [b(@;)]zz

2

EQM(8,) = 3': + (‘9 . 1)2

Podemos deduzir que o viés é:

Apesar de o viés ndo ser nulo, em sua expressao, consta uma divisdo por n. Por isso, conforme n aumenta,
o viés diminui. No limite, quando n tende a infinito, o viés é igual a zero, portanto, pode-se dizer que o
estimador é assintoticamente nao tendencioso.

E a variancia é:

3.0°

n

v(6,) =

Nessa expressdo, também consta uma divisdo por n. Logo, quando n tende a infinito, a sua variancia é igual
a zero.

Como o estimador apresenta as duas caracteristicas, podemos concluir que é consistente.

a

FIQUE

ATENTO!

Se o estimador apresentar essas duas propriedades, podemos concluir que é consistente.

Porém, se o estimador ndo apresentar essas propriedades assintéticas, ndo podemos
concluir que o estimador é inconsistente.

Em outras palavras, um estimador pode nao apresentar as duas propriedades e, ainda
assim, ser consistente.

Ou seja, essas propriedades sdo condicdes suficientes, que nos permitem concluir que o
estimador é consistente; porém, ndo sdo necessarias para que um estimador seja
consistente.
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HORA DI

PRATICAR!

(CESPE/2019 - TJ-AM) Com relagdo aos parametros estatisticos e suas estimativas, julgue o item que se
: segue.

: Situacdo hipotética: A e B sdo dois estimadores ndo viciados e diferentes utilizados para estimar um mesmo :
: parametro. A variancia de A é menor que a variancia de B. Assertiva: Em relacdo a consisténcia desses :
: estimadores, é correto afirmar que o estimador A é mais consistente que o B. :

: Comentarios:

: Um estimador é dito consistente quando a esperanca tende ao estimador e a variancia tende a zero, quando
: a amostra cresce. :

: Logo, o fato de a variancia de A ser menor do que a variancia de B ndo nos permite afirmar que A é mais :
: consistente que B.

Gabarito: Errado

(FGV/2019 — DPE-RJ — Adaptada) Sobre as principais propriedades dos estimadores pontuais, para pequenas
e grandes amostras, julgue os itens a seguir. :

i 1-Se lim EQM(8) = +, entdo lim P(|6 — 0| < &) # 0.

: n—-oo n—oo

Il — Um estimador que seja assintoticamente tendencioso ndo podera ser consistente.
Comentarios:

: Esses 2 itens trabalham com o fato de que as propriedades assintéticas sdo condicdes suficientes, porém :
: ndo necessarias para a consisténcia do estimador.

O item | descreve um estimador cujo erro quadratico médio (EQM) cresce com o aumento do tamanho :
amostral n.

, A ., ~ ~ AN12 ~ L
Como o EQM ¢é a soma da variancia com o quadrado do viés, EQM(H) = V(G) + [b(G)] , entdo ou o viés :
cresce com o aumento de n ou a variancia cresce com o aumento de n, ou ambos. :

Portanto, ndo podemos concluir que o estimador é consistente, pois ele ndo segue as propriedades :
assintéticas. :

Por outro lado, também ndo podemos concluir que o estimador é inconsistente, pois é possivel que um :
estimador ndo siga as propriedades assintdticas, mas ainda assim seja consistente. :

Ou seja, ndo podemos afirmar que lim P(|§ — 9| < e) # 0. Por isso, o item | esta errado.
n—-o0o

Similarmente, em relagdo ao item I, um estimador pode ser consistente, ainda que seja assintoticamente :
tendencioso. :

Resposta: Ambos os itens errados.
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ESQUEMATIZANDO

Estatistica Suficiente: Resume todas as informag6es disponiveis na amostra para estimar
o parametro populacional

Estimador Nao Viesado (ENV), ou Nao Viciado, ou Nao Tendencioso: Esperanga do
estimador igual ao parametro; Viés (esperanca do erro) igual a zero:

E()=6 ob(f)=E(e)=0

é tendencioso; X, P e s? sdo ndo tendenciosos

Xi—X)?2
s X(Xi—-X)
n

Estimador Eficiente: apresenta a menor variancia V(@) possivel. X e p sdo eficientes
Estimador Consistente: estimativas convergem para pardmetro populacional se:

lim £() =6,lim V(§) =0

n—-oo n—-oo
Mas essas condi¢cdes ndo sdo necessarias para o estimador ser consistente.

Os estimadores X, P, s e s? (estimador tendencioso para a variancia) s3o consistentes.

Métodos de Estimagao

Os estimadores sdo obtidos pelos chamados métodos de estimacao. Veremos alguns desses métodos agora.

Método dos Momentos

O Método dos Momentos se baseia nos momentos tedricos e amostrais das variaveis aleatorias.

O k-ésimo momento tedrico da varidvel X, denotado por py, é:

Ui = E(Xk)

Se a variavel for discreta, temos:

(]

we = E(X%) = Zxk.P(X = x)
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Em particular, o primeiro momento tedrico é igual a esperanca da variavel:

uy = E(X) = Zx.P(X - x)

Se a varidvel for continua, substituimos o somatdrio pela integral e a fungdo de probabilidade P(X = x) pela
fungdo densidade de probabilidade f(x).

Pontue-se que é possivel que distribuicdes distintas apresentem os mesmos momentos tedricos.

Os momentos amostrais sdo calculados de maneira andloga. O k-ésimo momento amostral, denotado por
my, é a soma dos valores observados elevados a k, dividida pelo tamanho da amostra, n:

1 n
i=

Em particular, o primeiro momento amostral (k = 1) é a média amostral:

n

=1 Xi o
m, =2=1% g

n

E 0 segundo momento amostral (k = 2) corresponde a X2:

n X2
=11 v2
m, = ——— = X?
n

No exemplo das alturas, em que os n = 5 valores da amostra observada foram {1,65; 1,75; 1,8; 1,85; 1,95},
o primeiro momento amostral é igual a média amostral:
> X; _ 1,65+1,75+1,8+ 1,85+ 1,95 9

=X= —=1,8
m n 5 5

E o segundo momento amostral é a soma dos valores observados, elevados ao quadrado, divididos pelo
tamanho da amostra:
_ > X2 _ (1,65)% + (1,75)% + (1,8)% + (1,85)? + (1,95)? _ 16,25

= X2 = = 3,25
e n 5 5

Para calcular os estimadores pelo método dos momentos (EMM), que podemos denotar por @MM,
igualamos os momentos tedricos (ou populacionais) aos momentos amostrais:

Hp = My

Essa equagdo é feita para todos os parametros do modelo. Por exemplo, se houver 2 parametros, fazemos:
Uy =My
Uz =M,

Em seguida, resolvemos o sistema de equagodes.
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O EMM para a média populacional i), é dado por:

TOME

NOTA!

Ou seja, a média amostral é o estimador para a média populacional, obtido pelo método
dos momentos.

Em relag3o a variancia, sabemos que 62 = E(X?) — [E(X)]?, ou seja, a variancia populacional é a diferenga
entre o segundo momento e o quadrado do primeiro momento. Logo, o EMM para a variancia é a diferenga
entre o segundo momento amostral e o quadrado do primeiro momento amostral (o qual corresponde a
média amostral):

n 2
i=1Xi

n

Gigm = mp — (my)* = - X?

Essa expressdo pode ser trabalhada para obtermos o seguinte resultado:

(X —X)?
n

~2
Oum =

Entretanto, sabemos que esse estimador é tendencioso, ou seja, a esperan¢a desse estimador é diferente
do parametro populacional estimado (variancia):

E(6Z4y) # 02

Portanto, nem sempre o estimador obtido pelo método dos momentos apresenta boas propriedades.
Veremos outros problemas relativos a esse método a seguir:

Vamos calcular o estimador de 8 pelo método dos momentos para uma variavel uniforme no intervalo (0, 6).
Nesse caso, temos um Unico parametro, entdo basta calcularmos o primeiro momento:

py=m; =X

Para uma varidvel uniforme em um intervalo (a, b), a média populacional (ou esperanca da varidvel)
corresponde a média aritmética entre os extremos do intervalo:
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Assim, o estimador para o parametro 6 obtido pelo método dos momentos é o dobro da média amostral.

Esse estimador ndo é uma estatistica suficiente, porque a informacdo do maior valor observado na amostra,
necessaria para estimar o parametro, é perdida.

Também é possivel ter mais de um estimador para um mesmo parametro populacional. Para a distribuicdo
de Poisson, por exemplo, temos E(X) = V(X) = A. Assim, o parametro A pode ser estimado tanto por iy,
quanto por 84, 0 que pode resultar em estimativas bem diferentes.

Ademais, é possivel obter valores negativos para os parametros de uma distribuicdo binomial, segundo o
método dos momentos.

J INDO MAIS
» FUNDO!

Vamos entender como é possivel obter estimadores negativos?

Como ha 2 parametros para essa distribuicdo, precisamos de 2 momentos. O primeiro
momento populacional é:

p =EX) =np
J4, a variancia pode ser calculada como V(X) = E(X?) — [E(X)]?.
Sabendo que V(X) = n.p. (1 — p), podemos calcular E(X?) para essa distribuicio:
po = EQX*) =V + [EX)]?> =n.p.(1-p) + [n.p]?
U, = E=n.p.(1 —p)+n?p?

Para calcular os EMMs, fazemos m; = u; em, = u,. Assim, precisamos resolver o seguinte
sistema de equacdes, para uma amostra de tamanho k:

X=np

1
(;) 1 X =n.p.(1-p)+n’p?

Resolvendo esse sistema (que ndo vamos demonstrar aqui), obtemos as seguintes
expressdes para os estimadores dos parametros n e p:

)?2
X-(7) T i-%)?

>
Il

n=

S| >

Como o valor de (%) K .(X; —X)? pode superar o valor de X, é possivel que o

denominador de 7 seja negativo e assim termos 7 e P negativos.
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HORA DI

PRATICAR!

(2017 — TRF-22 Regiao) Considerando o método de estimac¢do conhecido como Método dos Momentos,
: assinale a afirmativa INCORRETA.

a) Estimadores obtidos utilizando o k-ésimo momento ndo tém propriedades assintoticas para k = 2.
b) O k-ésimo momento amostral é dado por m;, = % ?lel-k e o k-ésimo momento populacional é dado por
EE(XK).

: ¢) Duas varidveis aleatérias com fun¢bes densidade de probabilidade distintas podem ter os mesmos :
{ momentos. :

: d) Este método iguala os momentos da populagdo aos momentos amostrais. Os estimadores sdo obtidos :
: resolvendo a equagdo ou o sistema de equagdes resultante.

Comentarios:
Essa questao pede a alternativa INCORRETA.

: . s . . o XP
: Em relagdo a alternativa A, sabemos que o momento parak =2 é m, = ==,

Conforme n aumenta, esse valor tende a zero. Logo, ndo podemos dizer que tais estimadores ndao possuem
: propriedades assintéticas. Assim, a alternativa A esta INCORRETA.

: ~ s . . - . 1 :
: Em relagdo a alternativa B, vimos que o k-ésimo momento amostral é, de fato, m; = - ilel!‘ e que o k-
: ésimo momento populacional é ), = E(X"). Logo, a alternativa B estd CORRETA.

: Em relagdo a alternativa C, de fato, distribuicOes distintas podem apresentar momentos iguais, logo a :
: alternativa C esta CORRETA.

: Em relacdo a alternativa D, vimos que o método dos momentos iguala os momentos amostrais aos :
: momentos tedricos (ou populacionais) aos momentos amostrais. :

Em seguida, os estimadores sdo encontrados resolvendo a equacdo (quando houver apenas 1 parametro) ou
: o sistema de equagbes (quando houver mais parametros). Logo, a alternativa D estd CORRETA. :

Gabarito: A

(2007 — TCE/RO — Adaptada) Seja (y1, Y2, Y3, Y4) uma amostra aleatéria independente e identicamente
distribuida, de tamanho n =4, extraida de uma populacdo cuja caracteristica estudada possui distribuicdo de
: probabilidade :

1 0<y<8
fy(y,0)={ fo 0=y= }
0, caso contrario

: Se a amostra selecionada foi (6, 2, 14, 8), a estimativa do parametro 6 pelo método dos momentos é:

Ea)7

.a-”’fﬂf
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b) 7,5

c)14

d) 15

e) 14,5
Comentarios:

Para calcular o estimador pelo método dos momentos, igualamos os momentos amostrais aos momentos :
tedricos: :

U = My

Ou seja, o primeiro momento tedrico, que corresponde a esperanca (ou média) populacional, é igualado ao :
primeiro momento amostral, que corresponde a média amostral: :

_ XX 6+4+2+14+8 30
X: = =—=7'5
n 4 4

Pela funcdo densidade fornecida, podemos identificar que se trata de uma distribuicdo uniforme, no
intervalo (0, 8). :

A média dessa distribuicdo é a média aritmética dos extremos:

_0+6 0

K="

Igualando os dois momentos, temos:

Resposta: D

Método da Maxima Verossimilhanca

Para estimar o parametro populacional desejado, o método da maxima verossimilhanga busca a estimativa
para a qual a probabilidade de se obter os valores observados é a maior possivel.

Em outras palavras, suponha que as observagées tenham sido X4, X5, ..., X;,.

Nesse caso, considerando o estimador de maxima verossimilhanca, a probabilidade associada as
observagdes X1, X5, ..., X;, € maior do que se considerdssemos qualquer outro estimador.

Esse método tera uma funcado diferente, de acordo com a distribui¢do da populacao.
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Vamos com

& 1055
N

O estimador de maxima verossimilhanca para um parametro 6 é calculado a partir de uma
funcdo de probabilidade conhecida dependente desse parametro f(6,x) e das
observagBes de uma amostra aleatéria x4, x5, ..., X,.

Para calcular o estimador, precisamos da funcao de maxima verossimilhanca L(6, x;),
dada pelo produto das fungdes de probabilidade, aplicadas para cada resultado da amostra
(funcdo densidade conjunta):

L(8,x) = [1iz1 £ (6, %) = f(6,%1) X f(6,%2) X ... X f(6, %)

O estimador de maxima verossimilhanca sera aquele que maximizar essa func¢do. Para isso,
derivamos a fungdo em relagdo a 6 e a igualamos a zero.

Normalmente, é mais simples trabalhar com o logaritmo natural da fun¢do In L(6, x;).

Para uma variavel com distribui¢ao normal, o estimador de maxima verossimilhanga (EMV) para a média é:

n
i=1 Xi

n

—

Upy =

=X

Ou seja, para uma populacdo com distribuicdo normal, a média amostral é o estimador de
maxima verossimilhanca (EMV) para a média populacional.

E o EMV para a variancia de uma distribuicao normal, é:

7 i (X — X)?
MV n

Esse é o mesmo estimador obtido pelo método dos momentos, que é tendencioso:

E(6%,) # o2
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Para uma varidvel aleatéria com distribuicdo de Poisson, o estimador de maxima verossimilhanca (EMV)
também é a média amostral (que é um estimador eficiente):

Por exemplo, vamos supor que queiramos estimar o numero médio (1) de pessoas que chegam em um ponto
de 6nibus por hora, sabendo que essa variavel segue distribuicdo de Poisson.

Para isso, vamos considerar uma amostra de n = 6 horas (ou seja, vamos ficar 6 horas observando o ponto
de 6nibus e anotando o numero de pessoas que chegam a cada hora).

Vamos supor que os valores observados sejam os seguintes:
{10, 12, 15, 10, 8, 5}

Para estimar o parametro A pelo método de maxima verossimilhancga, calculamos a média amostral:

. _ Yr.X;, 10412+154+4104+845 60
/1MV=)(= n = 3 =?=10

Ou seja, estimamos que chegam, em média, 10 pessoas por hora nesse ponto de 6nibus.

Vamos calcular o estimador de mdaxima verossimilhanga para a distribuicao de Poisson. A
-0 pgx
e .0

x!

fungdo de distribui¢do de probabilidade dessa varidvel é f(0,x) =

A funcdo de maxima verossimilhanga L(6, x;) corresponde ao produto das fung¢des de
probabilidade, aplicadas para cada resultado da amostra:

x1 =0 gx2 e~ 0.0%n

n e %0
L(8,x) =1Iliz1 f(6,x) = xq!

xz! xn!
Quando multiplicamos poténcias de mesma base, somamos os expoentes:

—n.G.BZ?zl X

e
L(O,x;) = M, (D

Para simplificar, vamos trabalhar com o logaritmo natural dessa funcdo. O logaritmo do
produto e do quociente correspondem a soma e a diferenca dos logaritmos:

n
e—n.9_92i=1 x;

InL(6,x;) =1In (—H?zl(xz!)

) = In(e %) + In(6%i=1%) — ¥ In(x;!)
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E o logaritmo da poténcia é igual ao produto do logaritmo:

InL(0,x;) =—n.0+YL;x.In0 — YL, In(x;!)

. ~ ~ . (1
Agora, derivamos essa fun¢do em relacdo a 6, sabendo que a derivadade In 6 é —:

d1InL(6,x;) _ n X
L 6

E igualamos a derivada a zero (equacgdo de log-verossimilhanga):

dlnL(0,x) X
5 =-n+ 0 = 0
?:;xi =n
o=ty
n

E assim confirmarmos que a estimativa MV da distribuicdo de Poisson é a média amostral.

. e . e A 1 ~
Para uma varidvel com distribuicdo exponencial, a média é o inverso do parametro: E(X) = =, entdo a

pl
estimativa de maxima verossimilhanca para o parametro A é o inverso da média amostral (Qque também é
um estimador eficiente):

— n
/’{'MV = T X =

| =

Por exemplo, vamos supor que queiramos estimar o tempo de duracao de uma lampada incandescente.

Foram selecionadas n = 5 lampadas e observadas as seguintes dura¢des, em horas, {50, 52, 46, 48, 54}.
A média dessa amostra é:

7 i=1X; 50+52+46+48+54 250

n 5 5 = 20

E a estimativa do parametro dessa distribuicao, por MMV, é o inverso da média amostral:

20 = 0,02 por hora

> =

Ay =

(]
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Vamos calcular o estimador de maxima verossimilhancga para a distribuicao exponencial. A
fungdo densidade de probabilidade dessa variavel é (8, x) = 6.e~9~*,

Primeiro, calculamos a funcao de maxima verossimilhanca L(6, x;), que corresponde ao
produto das fungdes de probabilidade, aplicadas para os resultados da amostra:

L(6,x;) =60.e 0% x0.e 0% x . x0.e 0% = gn. e~ 0-Liz1xi
Agora, aplicamos o logaritmo natural dessa funcao:
InL(6,x;) = In(™ e 0Zi=1%) = n.In6 — 0.3, x;

Em seguida, igualamos a derivada dessa funcdo a zero (equacao de log-verossimilhanca):

dlnL(6x;)) n n _
6 5 ZimXi=0

Para uma variavel aleatdria com distribuicao de Bernoulli, o estimador de maxima verossimilhanga para p é
a proporc¢ao amostral (que segue a mesma definicdo de média amostral e também é eficiente):

n
i=1 Xi

n =P

Pmv =

Por exemplo, vamos supor que queiramos estimar a propor¢ao p de pegas defeituosas produzidas por uma
fabrica. Para isso, foi selecionada uma amostra de n = 10 elementos que apresentou o seguinte resultado
(em que 1 representa o defeito e O representa a peca boa):

{OI OI 1[ OI OI OI OI 1’ OI 0}
O estimador de maxima verossimilhanca para essa distribuicdo é a proporcdao amostral:

i=1X; 0+0+1+0+0+0+0+14+0+0 2
n 10 10

Puv = 0,2
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Para uma distribuicdo geométrica, que representa o nimero de tentativas até o primeiro sucesso, a média
L . 1 ~ . - I
é o inverso da probabilidade de sucesso: E(X) = o entdo o estimador de maxima verossimilhanga para a

proporgdo p é o inverso da média amostral (que é um estimador eficiente):

n 1

Py = ==
X X

Vamos supor que 5 pessoas estejam jogando para ver quem consegue primeiro a face CARA lan¢cando uma
mesma moeda viciada (ndo equilibrada). Vamos considerar que os resultados foram {3, 4, 2, 5, 1}.

A média amostral desses resultados é:

P.X; 3+4+2+5+1 15
n 5 5

>

Logo, a probabilidade de obter a face CARA nessa moeda, pelo método da maxima verossimilhanca, é:

1 1

—

PMV—i—3

Para uma variavel uniforme no intervalo (0, 8), o estimador de maxima verossimilhanca para 8 é o maior
valor observado na amostra. (Observe como os estimadores sdo diferentes pelos diferentes métodos:
lembra que o estimador de 6 nesse caso pelo método dos momentos é o dobro da média amostral?)

HORA D

PRATICAR!

(CESPE/2015 Telebras) Considerando que os principais métodos para a estimacdo pontual sdo o método :
: : dos momentos e o da maxima verossimilhanca, julgue o item a seguir. :
: Para a distribuicdo normal, o método dos momentos e o da maxima verossimilhanca fornecem os mesmos :
: estimadores aos parametros e o. :
: Comentarios:
: Para uma distribui¢cdo normal, o estimador da média, segundo o método da maxima verossimilhanga, é a :
: média amostral X, o mesmo estimador obtido pelo método dos momentos. E o estimador da variancia,
: . . . o , =5 1 :
: segundo o método da maxima verossimilhanca, para uma populacdo normal, é o2 = - a0 — %)%, que :
: também é o mesmo estimador obtido pelo método dos momentos. :

Gabarito: Certo.
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(CESPE/2015 - Telebras) Considerando que os principais métodos para a estimac¢do pontual sdo o método
: dos momentos e o da maxima verossimilhanga, julgue o item a seguir. :
O estimador da maxima verossimilhanga para a variancia da distribuicdo normal é expresso por
: = —Z ', (x; — X)? e este estimador é n3o viciado.

: Comentarios:

: . - 1 :
: De fato, o estimador g2 = - ™, (x; — %)? é o estimador de maxima verossimilhanca para a variancia de :
: uma populagdo com distribuigao normal, porém esse estimador é viciado.

Gabarito: Errado.

(CESPE/2016 — TCE/PA) Uma amostra aleatdria com n = 16 observag¢des independentes e identicamente
distribuidas (1ID) foi obtida a partir de uma populacdo infinita, com média e desvio padrdo desconhecidos e
: distribuicdo normal. Tendo essa informagdo como referéncia inicial, julgue o seguinte item. :
Caso, em uma amostra aleatdria de tamanho n =4, os valores amostrados sejam A ={2, 3, 0, 1}, a estimativa
: ‘. . A . L. 5 :
: de maxima verossimilhanga para a variancia populacional sera igual a 3

: Comentarios:
: A estimativa de mdxima verossimilhancga para a variancia de uma populagdo normal, é:

o7 (X — X)?
MV n

: Para calculd-la, precisamos primeiramente da média amostral, X:

_ YX, 2+3+40+1 6
X = = =—=1,5
n 4 4

A estimativa é, portanto:

S~ @2-15%+B-15*+0-15%+1-15% (05+ (15 + (~15)2 + (=0,5)?

2

O-MV - 4 - 4
- 0,25+ 2,254+2,254+0,25 5
mv = 4 ~ %

: T L . 5 . ~ . A
: Que é diferente do valor indicado no item > que corresponde ao estimador ndo tendencioso para a variancia :
: (variancia amostral), e ndo aquele obtido pelo método da maxima verossimilhanca.

Gabarito: Errado.

(FGV/2022 — SEFAZ/ES) Uma amostra aleatdria simples de tamanho 4 de uma populacdo normalmente
distribuida forneceu os seguintes dados: 2,1 3,8 3,1 3,0. As estimativas de maxima verossimilhanca da
: média e da variancia populacionais sdo respectivamente :

a)3,0e0,486
b) 2,8 € 0,386
c)2,8e0,535
 d)3,0e0,544

.a-”’fﬂf
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: )3,00,365
Comentarios:

: Essa questdo trabalha com o método de maxima verossimilhanga para estimar a média e a variancia de uma
: populacdo com distribuicdo normal. Para estimar a média populacional, utilizamos a média amostral:

X_Zx_2,1+3,8+3,1+3,0_12_
T n 4 T4

: Ja a estimativa de maxima verossimilhanca para a variancia é o estimador tendencioso, em que dividimos a
: soma dos quadrados dos desvios por n, e ndo porn — 1:

5 _ Ll —X)?

g, =
MV n

i Para calcular o numerador, vamos construir uma tabela com os desvios:

x; 21 | 38 | 31 |30

x—X | 09]08 |01 0
(x; —X)? | 081|064 |001]| 0

E o numerador é a soma dos valores da ultima linha:
Z(xi — )?)2 =081+4+064+0,01+0=1,46

Para calcular o estimador da variancia, dividimos esse resultado por n = 4:
- 1,46

: Gabarito: E
(FGV/2017 - IBGE) Seja X uma variavel aleatdria com fungdo de probabilidade dada por P(X = x) = p. (1 —

p)"‘1 parax=1, 2, 3,..., onde p é um parametro desconhecido. Dispondo de uma amostra de tamanho n,
i X1, X2, X3,...., Xn, O estimador de Maxima Verossimilhanca de p é:

Ea)ﬁ=2xi
gb)ﬁ=2ixi
Ed)ﬁ=z';i
p="Tx
EComenta'rios:

: Podemos observar que a funcdo de probabilidade fornecida na questao é de uma variavel com distribuicao
: geométrica. Para essa variavel, o estimador de maxima verossimilhanca é o inverso da média amostral:

- n 1
Pvv =n v = %
: Gabarito: D
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(CESPE/2013 — MPU) Suponha que xi, ..., Xn S€ja uma sequéncia de copias independentes retiradas de uma

—C{XZ

distribui¢do com fungdo densidade de probabilidade f(x) = a.x.e”z , em que x >0 e a > 0 é seu
: parametro.

: Com base nessas informagdes, julgue o item a seguir.

Supondo que (x1, ..., Xs) = (3, 4, 4, 6, 6), a estimativa de maxima verossimilhanga do parametro « é inferior a
i 1/10. :

: Comentarios:

O primeiro passo é calcular a fun¢do de maxima verossimilhanga L(«, x;), dada pelo produto das fungées
: de probabilidade, aplicadas para cada resultado da amostra: :

L) = | | Pl = Fl@x) x fl@ ) x o x fax)
i=1

i Para 0 nosso caso, temos:

n

2 n
_axl- —_azn x.z
L(a,x;) = | |a.xi.e 2 =a™ | |xi e 2 ~i=1ti

: Agora, calculamos o logaritmo natural (na base e) dessa funcdo, sabendo que o logaritmo do produto :
: corresponde a soma dos logaritmos; e o logaritmo da poténcia é igual ao produto do logaritmo: :

n

a n

—Xen 2 a

InL(a,x;) =In lan- (H%)-GT i=1xi] =n.lna +21nxi —5
i=1

i=1

2
X

n
i=1
: Agora, calculamos a derivada dessa funcdo em relacdo a a; e a igualamos a zero (equac¢ao de log- :
: verossimilhancga): :

OlnL(a,x) n Y xf

=—_Z2="1 o
Jda a 2
n 2
L i=1%i
a 2
2n
0a=—=——
n 2
i=1%i

: Encontramos o estimador de maxima verossimilhanca para a. Para a amostra descrita no enunciado, temos: :

_ 2x5 _ 10 10
32442+ 42 + 62 + 62

® ~9+16+16+36+36 113

Que é inferior a 1/10.

Gabarito: Certo.
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Método de Minimos Quadrados

O Método de Minimos Quadrados busca a estimativa GHQ que resulta no menor valor para o quadrado das
diferengas entre os valores observados X; e o estimador H’IJQ:

n
MinZ(Xl- — o)’
i=1

Ou seja, o método busca minimizar o erro quadratico total da amostra. Assim, HEQ é chamado de Estimador
de Minimos Quadrados (EMQ) para o parametro populacional 8. Esse método é utilizado quando nao se
conhece o tipo de distribuicdo da variavel.

(o)

TOME

NOTA!

v

O estimador de minimos quadrados para a média populacional, (i}, € igual a média
amostral:

Similarmente, o estimador de minimos quadrados para a propor¢ao populacional, Py, €
a propor¢ao amostral:

‘e'e‘ ;

’;fg RESUMINDO

A média amostral é o estimador para a média populacional obtido pelo método dos
momentos (EMM) e pelo método dos minimos quadrados (EMQ).

Se a populacgdo tiver distribuicdo normal, a média amostral também é o estimador obtido
pelo método da maxima verossimilhanga (EMV).

A proporg¢ao amostral é o estimador para a proporg¢ao populacional obtido pelo método
dos minimos quadrados (EMQ) e pelo método da maxima verossimilhanga (EMV).

O estimador para a variancia obtido pelo método dos momentos (EMM) e pelo método
da maxima verossimilhanca (EMV) é tendencioso.
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ESTIMACAO INTERVALAR

Apds obtermos uma estimativa para o parametro populacional desejado (estimag¢do pontual), calculamos
um intervalo associado a esse parametro. Ou seja, na estimagao intervalar (ou estimacao por intervalos), a
estimativa deixa de ser um ponto (isto é, um valor Unico) e passa a ser um intervalo. Esse intervalo, chamado
intervalo de confianga, fornece uma nog¢ado da precisao da estimativa.

O intervalo de confianga é construido em torno da estimativa pontual 8, da forma (8 — E; 8 + E), que
também pode ser indicado como 8 + E. Esse intervalo indica que o pardmetro populacional 8 deve estar
entre o limite inferior,  — E, e o limite superior 8 + E. O valor E corresponde a metade da amplitude do
intervalo, podendo ser chamado de margem de erro, erro de precisdo, erro maximo.

Como assim o pardmetro “deve” estar no intervalo? E possivel que o pardmetro 6 esteja fora desse intervalo?
Por se tratar de um intervalo construido em torno de uma variavel aleatdria, sim! Em Inferéncia Estatistica,
sempre convivemos com um nivel de duvida. Mas, felizmente, é possivel dimensionar esse nivel de duvida.

Assim, atribuimos ao intervalo um nivel (ou grau) de confianca 1 — «, indicado em forma percentual, por
exemplo, 95%. A interpretacao desse nivel é a seguinte: repetindo o procedimento para a construgao do
intervalo muitas vezes, em (1 — @)% (por exemplo, 95%) dessas vezes, o intervalo construido incluira o
parametro populacional.

Ou seja, o nivel de confianga é uma probabilidade. Porém, nao se trata da probabilidade de o parametro
populacional pertencer ao intervalo, uma vez que o parametro populacional é fixo (embora seja
desconhecido). O nivel de confianca representa a probabilidade de o intervalo, o qual é construido a partir
de varidveis aleatdrias, incluir o parametro populacional.

Quanto maior o nivel de confianga (1 — a), ou seja, quanto maior for a probabilidade de o intervalo incluir
0 parametro populacional, maior sera o tamanho do intervalo, se mantivermos as demais caracteristicas
iguais. Logo, maior serd a margem de erro (isto é, a semi-amplitude do intervalo).

Se, para isso, a margem de erro ndo puder aumentar, entdo teremos que aumentar o tamanho da amostra.
Ou seja, para termos uma estimativa mais precisa (com menor margem de erro e/ou com maior nivel de
confiancga), teremos que investigar um nimero maior de elementos. Veremos as férmulas dessas relagdes
adiante, mas é importante entender essa légica por tras delas.

E o valor de a? a, chamado de nivel de significancia, € o complementar do nivel de confianga e corresponde
a probabilidade de o intervalo de confianca ndao englobar o parametro populacional.

Nas proximas secdes, veremos como construir o intervalo de confianca para os parametros populacionais
(média, proporcao e variancia), a partir dos respectivos estimadores.
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HORA DI

PRATICAR!

(CESPE/2019 TJ/AM) Acerca de métodos usuais de estimac3do intervalar, julgue o item subsecutivo. Um
! intervalo de confianca de 95% descreve a probabilidade de um pardmetro estar entre dois valores numéricos
: na préxima amostra ndo aleatoria a ser coletada. :

: Comentarios:

: Existem alguns erros neste item. A estimacdo, de modo geral, trabalha com amostras aleatdrias ja coletadas. :
: Além disso, ndo se trata da probabilidade de o parametro estar entre dois valores, mas sim de os dois valores :
: englobarem o parametro. :

Gabarito: Errado.

{ (CESPE/2019 - TJ/AM) Acerca de métodos usuais de estimago intervalar, julgue o item subsecutivo. E :
gpossivel calcular intervalos de confianca para a estimativa da média de uma distribuicdo normal,
: representativa de uma amostra aleatoria.

: Comentarios:
: De fato, é possivel calcular intervalos de confianca para a média, a partir de uma amostra aleatdria.

Gabarito: Certo.

(FGV/2019 — DPE-RJ — Adaptada) Para a aplicacdo de técnica de estimacgdo por intervalos, ha uma série de
: requisitos e recomendagdes. Sobre essas condi¢des, julgue os seguintes. :

: | — A amplitude do intervalo varia positivamente com o grau de confianca e o tamanho da amostra.

: 1l — A ideia da técnica é a da construcdo de um intervalo ao qual seja possivel associar uma probabilidade,
: justamente aquela de que o parametro de interesse esteja nele contido.

: 1Il - E inquestionavel que, antes da sele¢do da amostra, o grau de confianca é a probabilidade de o intervalo :
: tedrico conter de fato o verdadeiro valor do parametro de interesse.

: Comentarios:

: Em relagdo ao item |, quanto maior o nivel de confianga, maior sera a amplitude do intervalo, logo essas :
: grandezas, de fato, variam no mesmo sentido. Porém, quanto maior o tamanho da amostra, menor sera a :
: amplitude do intervalo. Logo, essas grandezas variam em sentidos opostos e o item | estd errado. :

: Em relacdo ao item Il, ndo se trata de uma probabilidade de o parametro de interesse (que é fixo) estar :
: contido no intervalo construido, mas sim de o intervalo construido conter o parametro de interesse, logo o :
: item Il esta errado. :

Em relacdo ao item lll, o grau de confianca (1 — a), de fato, representa a probabilidade de o intervalo conter

: 0 parametro de interesse.
Resposta: Itens | e Il Errados; Item lll Certo.
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Intervalo de Confianca para a Média

Para estimarmos a média populacional, utilizamos a média amostral como estimador. Porém, para
construirmos um intervalo de confianca em torno desse estimador, é necessario saber se a variancia
populacional é conhecida ou nao.

Populacao com Variancia Conhecida

Se a populacdo tiver variancia conhecida o2 e distribuigdo normal (ou se apresentar outra distribuicdo, mas
o tamanho da amostra for suficientemente grande), a média amostral X terd distribui¢io normal.

Assim, consideramos a curva normal para construir um intervalo que delimite uma probabilidade de 1 — «
em torno de X. Ou seja, devemos encontrar os valores de X que delimitam uma &rea sob a curva normal,
correspondentea 1l — a:

A N

X—E X X+E

Para encontrar os limites, devemos utilizar a tabela normal padrao e a transformacgao para a distribuicao
normal padrdo Z (com média 0 e desvio padrao igual a 1):

valor procurado — média da distribuigdo
7 =

desvio padrao da distribuicao

No caso, os valores procurados s3o X = X + E e X = X — E; a média da distribuicdo é X; e o desvio padrio
da distribuicdo é o erro padrdo de X:

EP(X) = \%

Substituindo esses valores na férmula da transformacado, encontramos a expressao do erro:

_)?+E—)?_E

T T T
Vn vn
o
E=z—
Vn
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O intervalo de confianga X + E é, portanto:

(X-=z

o & o
ﬁ,X‘f‘Z.\/—ﬁ)

Esses limites podem ser chamados de valores criticos.

E qual é o valor de z? Depende do nivel de confianca.

Por exemplo, suponha um nivel de confianga de 95%. Para que toda a regido delimitada pelo intervalo X + E
delimite uma 4rea de 1 — a = 95%, ent3o a 4rea entre a média X e o limite superior X + E deve ser a
metade (47,5%). Considerando a transformacdo para a normal padrdo, temos P(0 < Z < z) = 0,475.

z 005 006 007

18 .. 04678 04686 04693
1,9 . 04744 [NOMTEN 04756
2 .. 04798 04803 0,4808

Pela tabela da normal padrdo, temos z = 1,96. Assim, se o nivel de confianca for de 95%, o intervalo sera:

X + 1,96.

Sle

Agora podemos entender melhor o raciocinio que vimos no inicio desta secdo: quanto maior o nivel de
g

confianga (maior valor de z), maior serd a margem de erro F = z.— e, consequentemente, maior o

Vn
tamanho do intervalo X + E, mantendo as demais caracteristicas constantes.
. , g
E quanto maior o tamanho da amostra n, menor serd a margem de erro E = z.=e consequentemente,

menor o tamanho do intervalo X + E, mantendo as demais caracteristicas constantes.

Além disso, quanto maior a variabilidade da populacdo (maior desvio padrdo o), maior serd a margem de
o
vn
caracteristicas constantes.

erro E = z. e, consequentemente, maior o tamanho do intervalo X + E, mantendo as demais

Para exemplificar, vamos supor uma popula¢do com média desconhecida e variancia igual 6% = 9 (portanto,

desvio padrdo o = Vo2 = /9 = 3), sendo extraida uma amostra de 36 individuos. Considerando um nivel
de 1 — a = 95% de confianga (em que z = 1,96), a margem de erro é dada por:

E=1,96.-2 = 1,96, = 1,96.5 = 22° — 0,08
J '\/ﬁ J '\/% ) - 6 2 )
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Supondo que a média amostral tenha sido X = 10, o intervalo de confianca é:
X+E=10+0,98 = 10,98
X—E=10-0,98 =9,02
(9,02;10,98)

A probabilidade associada aos valores nao incluidos no intervalo de confianga é complementar (igual a a).
Por se tratar de uma distribuicao simétrica, a probabilidade associada aos valores superiores ao intervalo é
@/ e aos valores inferiores é também @/,:

S
|
o]
>
S
+
o]

Por isso, € comum utilizar a notacao Zay, para indicar o limite do intervalo na distribuicdo normal padrado (no

nosso exemplo, temos Za;, = 1,96).

Esse método de construcao do intervalo de confianca pode ser chamado de método da
quantidade pivotal.

Isso porque uma quantidade Q (X; 6) é considerada pivotal quando a distribui¢cdo de Q nao
depende do parametro populacional 8, apenas dos valores observados na amostra X.

Tamanho Amostral

A questdo pode fornecer, além do nivel de confianca (1 — «), o valor do erro maximo tolerado (E) e indague
a respeito do tamanho necessario da amostra n. Para isso, podemos utilizar a mesma férmula do erro que
vimos ha pouco:

o
E=2z—
Vn
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Reorganizando essa férmula, temos:

Podemos observar que, quanto maior o nivel de confianca desejado (z), maior sera o tamanho amostral; e
quanto maior o erro maximo (E’), menor sera o tamanho amostral.

Pontue-se que o erro maximo também pode ser chamado de distancia maxima (ou diferenga maxima) entre
a estimativa e o parametro populacional com probabilidade 1 — «.

Ademais, em vez de fornecer o erro maximo, a questao pode fornecer a amplitude do intervalo de confianca,
que corresponde ao dobro do erro maximo.

No exemplo que vimos anteriormente, obtivemos uma margem de erro de E = 0,98, com uma amostra de
n = 36. Vamos supor que o erro maximo toleravel seja a metade, ou seja, E = 0,49. Considerando que os
demais valores permanegam constantes, ou seja, z = 1,96 e 0 = 3, o tamanho da nova amostra n,,
necessario para obter a margem de erro desejada é:

0\2 3 \?
n, = (z.E) = (1,96 X W) = (4x3)% = (12)% = 144

Note que o tamanho da amostra quadruplicou para que a margem de erro fosse reduzida a metade,
mantendo o nivel de confianca, para a mesma populagdo (portanto, o mesmo desvio padrao).

Na verdade, poderiamos verificar que isso aconteceria, sem conhecer os dados do problema. Vejamos: a
amostra inicial é dada por:
o2
n = (22)
! E

E a nova amostra necessdria para que o erro se reduza a metade é:

2 2

n, = Z.% =(z.%.2) =4.(z. ) =4.n
2

%_I
ny

Pontue-se que tais formulas pressupdem uma populacdo infinita ou amostras extraidas com reposicao.

Fator de correcao

Caso a populagdo seja finita e as amostras extraidas sem reposi¢ao, sera necessario aplicar o fator de

correcao para populacao finita. Para isso, devemos multiplicar a formula do erro pelo fator

N-1
g o |N—n
=Z.—.
Vi N-1
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Por exemplo, para uma amostra de tamanhon = 36 com o mesmo nivel de confianga (z = 1,96) e o mesmo
desvio padrdo populacional (o6 = 3), vamos calcular o novo valor da margem de erro, considerando que a
populagdo tem tamanho N = 100:

E =196 100_36— = 0,98 ~078
=M (Too—1 !

Enquanto a margem de erro para uma populacdo infinita, considerando os mesmos parametros, é de 0,98,
a margem de erro para a populacao finita é de 0,78.

Essa redugao do erro ocorre sempre que aplicamos o fator de correcdo, mantendo os demais pardametros
iguais, porque o fator € menor que 1, uma vez que o tamanho da amostra n é maior que 1.

N—n

<1
N-1

Porém, quando o tamanho da populagdo N for muito maior que o tamanho da amostra n, esse fator se
aproxima de 1, tornando-se dispensavel.

Esse ajuste também diminui o tamanho da amostra necessdrio. Para calcular n, nessas condig¢des, primeiro
calculamos uma estimativa inicial para a amostra, como vimos anteriormente, desconsiderando o fator de
corregao:

Em seguida, ajustamos a amostra:

_ N.no
N+Tl0

A amostra ajustada n é menor do que a amostra inicial ny, porque o fator que multiplica n, € menor que 1,
sempre que ny > 1:
N

—<1
N +ny,

Para ilustrar, vamos supor os mesmos valores que vimos anteriormente, no cdlculo do tamanho amostral,
quais sejam E = 0,49, z = 1,96 e 0 = 3. A amostra inicial sera a mesma que calculamos anteriormente:
2

3
—) = 2 —
(1 96 X 049) (4 x 3)% = 144

E a amostra ajustada, considerando uma populacao de tamanho N = 1000, é:

_ 1000 x 144  144.000
T 1000 + 144 1.144
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PRATICAR!

(CESPE 2020/TJ-PA) Uma equipe de engenheiros da qualidade, com vistas a estimar vida util de determlnado
: equipamento, utilizou uma amostra contendo 225 unidades e obteve uma média de 1.200 horas de duracgao,
: com desvio padrdo de 150 horas.

: Considerando-se, para um nivel de confianca de 95%, z = 1,96, é correto afirmar que a verdadeira duracdo
: média do equipamento, em horas, estard em um intervalo entre

a) 1.190,00 e 1.210,00.

b) 1.185,20 e 1.214,80.

c) 1.177,50 e 1.222,50.

d) 1.180,40 e 1.219,60.

: e) 1.174,20 e 1.225,80.

Comentarios:

Vamos listar as informacgées do enunciado:
e Média amostral: X = 1.200

e Nivel de confianga: z = 1,96

e Desvio padrdo da populagdo: o = 150
e Tamanho da amostra:n = 225

: Agora, substituimos esses dados na férmula do intervalo de confianga para a média:
: _ o

X+3z3X—

Vn

150
V225

1200 £ 1,96 x 1>0
—_— ) 15

1200 + 1,96 x 10
: 1200 + 19,6
Logo, o intervalo é (1200 — 19,6 = 1180,4; 1200 4+ 19,6 = 1219,6)
Gabarito: D.

1200 + 1,96 X

(FGV/2022 - TIDFT) Uma grande amostra foi selecionada para estimar o tempo médio de tramitacdo de um
tipo particular de acdo em uma comarca. Essa amostra demonstrou que o intervalo bilateral de 95% de
: confianga para o tempo médio de tramitagdo estava entre 8 e 10 anos. :
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: Com o objetivo de aumentar a precisdo dessa estimativa, um estatistico resolveu diminuir a confianga para :
: 85%. O novo intervalo de confianca passou a ser, aproximadamente, igual a: :

:2)940,26
:b)9+0,34
)9 £0,72
:d)9+0,88
L e)9+1,44
Nessa prova, foi fornecida a tabela normal padrdo da forma P(Z > Z,), parcialmente replicada a seguir.

7 | Segunda decimal de Zo

| 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
1,00| 0,1587 0,1562 0,1539 0,1515 0,1492 0,1469 0,1446 0,1423 0,1401 0,1379

1,10 | 0,1357 0,1335 0,1314 0,1292 0,1271 0,1251 0,1230 0,1210 0,1190 0,1170
1,20| 0,1151 0,1131 0,1112 0,1093 0,1075 0,1056 0,1038 0,1020 0,1003 0,0985
1,30 | 0,098 0,0951 0,0934 0,0918 0,0901 0,0885 0,0869 0,0853 0,0838 0,0823
1,40 | 0,0808 0,0793 0,0778 0,0764 0,0749 0,0735 0,0721 0,0708 0,0694 0,0681
1,50 | 0,0668 0,0655 0,0643 0,0630 0,0618 0,0606 0,0554 0,0582 0,0571 0,0558
1,60 | 0,0548 0,0537 0,0526 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485 0,0475 0,0465 0,0455
1,70 | 0,0446 0,0436 0,0427 0,0418 0,0409 0,0401 0,0392 0,0384 0,0375 0,0367
1,80 | 0,0359 0,0351 0,0344 0,0336 0,0329 0,0322 0,0314 0,0307 0,0301 0,0294
1,80 | 0,0287 0,0281 0,0274 0,0268 0,0262 0,0256 0,0250 0,0244 0,0239 0,0233
2,00| o0,0228 0,0222 0,0217 0,0212 0,0207 0,0202 0,0197 0,0192 0,0188 0,0183

Comentarios:
A questdo informa que, para um nivel de 95% de confianga, o intervalo para estimar a média foi (8; 10), ou
: seja, 9 + 1. O erro portanto € dado por:

o
E = Zo5.—==1

Vn

: Eaquestdo pede o novo intervalo, quando reduzimos o nivel de confianga para 85%, sabendo que os demais :
: parametros continuardao os mesmos. :

Assim, precisamos comparar o valor de z para 95% de confianga e o valor de z para 85% de confianca.
i A prova apresenta a tabela normal da forma P(Z > Zo). Para um nivel de 1 — @ = 95% de confianca, resta

% = 2,5% abaixo do limite inferior do intervalo e% = 2,5% acima do limite superior do intervalo.

Logo, precisamos do valor de Zp associado a uma probabilidade P(Z > Zo) =2,5% = 0,025. Pela tabela fornecida,
: temos que Zo=1,96 = 2, :
: Para um nivel de 1 — @ = 85% de confianga, temos % = 7,5% abaixo do limite inferior e % =7,5% acima
do limite superior do intervalo. :

Logo, precisamos do valor de Zp associado a uma probabilidade P(Z > Zo) = 7,5% = 0,075. Pela tabela fornecida,
: temos que Zo = 1,44. :

: Agora, vamos calcular a razdo entre os valores de z:

Zasy, _ 1,44

—=10,72
Z95% 2
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: Considerando que o erro é diretamente proporcional ao valor de z, a razdo entre os erros segue essa mesma :
: proporc¢do: :

: Sabendo que o erro a 95% de confianca é igual a 1, entdo o erro a 85% de confianca é:
Egso, = 0,72 X Egs5, = 0,72 X1 =10,72
Logo, o intervalo de confianca é da forma 9 + 0,72.

Gabarito: C

(FCC/2014 - TRT/MA) Para responder as quest8es use, dentre as informacgGes dadas abaixo, as que julgar
: apropriadas. :

ESe Z tem distribuicdo normal padrdo, entdo: P(Z<0,25)=0,599, P(Z<0,80)=0,84, P(Z<1)=O,841,§
 P(2<1,96)=0,975, P(2<3,09)=0,999 .

: Considere X1, X2, ...Xn uma amostra aleatdria simples, com reposicdo, da distribuicdo da varidvel X, que tem :
: distribuicdo normal com média p e variancia 36. Seja X a média amostral dessa amostra. :

O valor de n para que a distancia entre X e u seja, no maximo, igual a 0,49, com probabilidade de 95% é igual
i a: :

 a) 256
: b) 225
¢} 400
 d) 144
e) 576
Comentarios:

Ao dizer que a distancia entre a média amostral (estimativa) e a média populacional (parametro
: populacional) seja no maximo igual a 0,49 com probabilidade de 95%, a questdo forneceu o erro maximo :
E = 0,49 e o nivel de confianga de 95%. :

Para que 95% da distribuicdo esteja no intervalo (X — E; X + E), 2,5% da distribui¢do estard acima desse
intervalo e 2,5% abaixo: :

25%| | g5 2,5%

<
|
oy
>
>
+
oy

Assim, precisamos do valor de z cuja probabilidade P(Z < z) seja igual a 2,5% + 95% = 97,5%.
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: Pelos valores fornecidas observamos que z = 1,96.

: Sabendo que a variancia é o2 = 36, ou seja, o desvio padrdo é ¢ = Vo2 =+/36 = 6, podemos calcular o
: tamanho amostral:

2

6
— 2
0,49) = (24)% = 576

n= (1,96.

Gabarito: E.

(FGV/2022 — MPE/SC) O tempo, em horas diarias, que homens com idades entre os 40 e 50 anos acessam
redes sociais segue uma distribuicdo Normal com média 2,5 e desvio padrdo 1,5. Para o mesmo grupo etdrio
de mulheres, esse tempo segue também uma distribuicdo Normal com média 3 e desvio padrdo 1. Serdo
retiradas duas amostras casuais e independentes, uma de homens e outra de mulheres. :

: O tamanho minimo da amostra da populagdo das mulheres que se pretende com probabilidade pelo menos :
: 0,95 e cuja diferenca em valor absoluto entre a média amostral e a média populacional ndo exceda 0,1 é, :
: aproximadamente:

a) 20;

b) 100;

c) 250;

d) 385;

e) 500.
Comentarios:

: Essa questdo também trabalha com o tamanho amostral, para um intervalo de confianga para a média, com :
i variancia conhecida: :
(o)
n=\=.0
E

: Em que z é o valor da tabela normal padrao associado ao nivel de confianca desejado; E é a margem de erro :
: e 0 é o desvio padrdo. :

A guestdo pede o tamanho minimo para o tempo das mulheres, em que o desvio padrdao é o = 1.
O enunciado informa, ainda, que a probabilidade do intervalo (nivel de confianca) é de 95%, logo, z = 1,96.

: Ademais, a questdo informa que a diferenga maxima entre a média amostral e a média populacional, que :
: corresponde a margem de erro, é E = 0,1. Substituindo esses dados na formula, temos: :

1,96 \?
n= ( 1 .1) = (19,6)% = 384,16

: Logo, o menor tamanho amostral, isto é, 0 menor nimero inteiro maior que o valor calculado, é 385.

Gabarito: D

.a-”’fﬂf
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(CESPE 2016/TCE-PA) Considerando uma populagdo finita em que a média da varidvel de interesse seja
desconhecida, julgue o item a seguir.

Se uma amostra aleatdria simples, sem reposicao, for obtida de uma populagao finita constituida por N = 45
individuos, o fator de correcdo para populacdo finita ndo serd considerado na definicdo do tamanho da
amostra para a estimacdo da média.

Comentarios:

Quando uma populacdo é finita e a amostra é extraida sem reposi¢ao, utilizamos, sim, um ajuste na equacao,
chamado fator de correc¢ao, que influencia o calculo do tamanho amostral.

Gabarito: Errado.

Populacao com Variancia Desconhecida

Sendo a variancia populacional desconhecida, precisamos estima-la, a partir da variancia amostral

(estimador ndo tendencioso para a variancia):
n V)2
»  Zis1(Xi —X)
S = —-—
n—1

Esse estimador vale para populagdes infinitas OU amostras extraidas com reposi¢ado.

Caso a populacdo seja finita de tamanho N E a amostra seja extraida sem reposicdo, é necessdrio aplicar o

~ T A . N—-n
fator de correcdo, multiplicando a variancia amostral por PE

Z?=1(Xi _X)Z % N—n

2
: n—1 N-1

S

Com a estimativa para a varidncia populacional, calculamos a variancia da média amostral X, de forma
analoga a que vimos anteriormente, substituindo a variancia populacional o pela variancia amostral s?:
2
__ S
V(X)) =—
n

E o desvio padrao (ou erro padrao) da média amostral sera a raiz quadrada:
_ — 52
EP(X) =+V(X) = -

_ s
EP(X) =—
Vn
O método para a construcdo do intervalo de confianga sera similar ao que vimos antes, porém utilizaremos
a distribuicdo de t-Student, quando a populacdo seguir distribuicdo normal (ou quando o tamanho da
amostra permitir essa aproximacdo) com variancia desconhecida.
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Essa distribuicdo é similar a normal, também com formato de sino, porém mais achatada no centro e com
caudas mais largas, ou seja, apresenta maior variabilidade.

&

ESCLARECENDO!

Precisamos utilizar uma outra distribui¢ao, que nao a distribuicdo normal, porque agora a
variancia deixou de ser um valor fixo e passou a ser também uma estimativa, o que justifica
o uso de uma distribuicdo com maior variabilidade do que a normal.

Para isso, também serd necessério encontrar os valoresde X + E e X — E que delimitam uma probabilidade
de 1 — a, considerando a distribui¢ao de t-Student.

>
I

o

>

X+E

A distribuicdo de t-Student também possui uma tabela para a distribuicdo padrdao, com média igual a 0 e
desvio padrdo igual a 1. Assim, para encontrar os limites X + E e X — E, utilizamos a seguinte transformagdo,
similar a transformacao para a normal padrao:

valor procurado — média da distribuicao

desvio padrao da distribuicao

No caso, os valores procurados sio X = X + E e X = X — E; a média da distribuicdo é X; e o desvio padrio
e s 7\ _ S,
da distribuicdo é EP(X) = N

-X

X+
t =

SEE

E
S
Vn

Reorganizando essa expressao, obtemos a formula do erro:

E=t.

Sl

Ou seja, o erro é calculado assim como fizemos para a populacdo com varidncia conhecida, apenas
substituindo a variavel da normal padrao z pela varidvel de t-Student t e o desvio padrdo da populacdo o
pela sua estimativa s.

O intervalo de confianga é daforma X + E = ()? - t.\/iﬁ;)? + t\/iﬁ)
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O valor de t depende do nivel de confianga, assim como o valor de z, mas também do namero de graus de
liberdade da distribuicdo, igual ao tamanho da amostra menos 1:

n?de graus de liberdade =n — 1

Por exemplo, para uma amostra de tamanho n = 5, precisamos buscar o valor de t considerandon — 1 = 4
graus de liberdade.

Abaixo, inserimos parte da tabela de t-Student, que apresenta os valores de t para os quais as probabilidades
P(T < t) constam na primeira linha, considerando os graus de liberdade indicados na primeira coluna:

tos5 togo  toro  toso  togo  toss to,ors ta.99 r 10,005
0,1584 0,3249 0,7265 1,3764 3,0777 6,3138 12,7062 31,8205 63,6567

0,1421 0,2887 0,6172 1,0607 1,8856 2,9200 4,3027 6,9646 9,9248
0,1366 0,2767 0,5844 0,9785 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8409
0,1338 0,2707 0,5686 0,9410 1,5332 2,1318 2,7764 3,7469 4,6041
0,1322 0,2672 0,5594 0,9195 1,4759 2,0150 2,5706 3,3640 4,0321

cn.hwh:--';-_-.

Supondo que o nivel de confianca seja 1 — a = 95%, entdo a probabilidade associada aos valores acima e

. . , a
abaixo desse intervalo é 5= 2,5%.

2,5% 2,5%

\ 95%

Ou seja, a probabilidade associada aos valores abaixo do valor critico superior é:

X+E

>
|

=

>

PX<X+E)=95%+ 2,5% = 97,5%

Assim, devemos buscar o valor de t para o qual P(T <t) = 0,975, considerando n — 1 = 4 graus de
liberdade. Pela tabela acima, temos t = 2,7764 = 2,78. Logo, o intervalo serd da seguinte forma:

X +2,78.

Gl e

Vamos supor que a variancia amostral observada seja s? = 0,0125. Nesse caso, o desvio padrio é dado por:

s =+/s2 = /0,0125

Portanto, a margem de erro para esse exemplo é:

s 40,0125
E = 2'78'ﬁ = 2,78.T = 2,78 x4/0,0025 = 2,78 x 0,05 = 0,139
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Vamos supor que a média observada dessa amostra tenha sido X = 1,8. Assim, o intervalo de confianca é:
X+E=18+0,139 = 1,939
X—E=18-0,139 = 1,661
(1,661;1,939)

HORA D

PRATICAR!

(FCC/2019 - SEFAZ-BA) Para obter um intervalo de confianca de 90% para a média p de uma populacdo
normalmente distribuida, de tamanho infinito e varidncia desconhecida, extraiu-se uma amostra aleatoéria
: de tamanho 9 dessa populagdo, obtendo-se uma média amostral igual a 15 e variancia igual a 16.

Considerou-se a distribuicdo t de Student para o teste unicaudal tal que a probabilidade P(t - to) = 0,05, com
: ngraus de liberdade.

: Com base nos dados da amostra, esse intervalo é igual a

Dados:

n 7 3 9 10 11
tops | 1,90 | 1,86 | 1,83 | 1,81 | 1,80

a) (12,56; 17,44)
b) (13,76; 16,24)
c) (12,47; 17,53)
d) (12,59; 17,41)
e) (12,52; 17,48)
Comentarios:

Essa questdo trabalha com um intervalo de confianga para a média de uma popula¢dao de tamanho infinito
: (ndo precisamos do fator de corre¢do) com variancia desconhecida, dado por:

— — S  _ S
XiE=(X—t.—;X+t.—)
Vn Vn

Pelo enunciado, sabemos que o tamanho amostral é n = 9. Logo, temosn — 1 = 8 graus de liberdade.

Pela tabela fornecida, para 8 de graus de liberdade, observamos que t = 1,86.

: Considerando que a variancia amostral observada é s? = 16, logo s = Vs2 = v16 = 4, o erro é dado por:

4
E = =1,86><§=2,48

tS
VN

: Assim, o intervalo de confianga para a média X =15¢é:
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X —E=15-248 = 12,52
X+E=15+248 = 17,48
(12,52; 17,48)

Gabarito: E.

(FGV/2022 - TIDFT) Em um modelo de simulagdo de uma fila com apenas um servidor para atendimento,
foram realizadas 9 replicacdes para determinar o nimero médio de pessoas em fila. Os resultados obtidos
: para cada replicagdo estdo no quadro a seguir. :

icacs , .. | Desvio .
Replicagdo 1 2 3 4 |5| 6 7 g 9 | Média .| variancia
padrao
Media de 3835 /45(14 2|15 |11 |32]|25| 261 1,20 1,44
pessoas na fila ' ! ' ' ’ ' ' ’ , . ,

O intervalo bilateral de confianga de 95% para a média ¢, aproximadamente:
: a) (1,83; 3,39)
: b) (1,73; 3,50)
) (1,69; 3,53)
: d) (0,33; 4,83)
: ) (0,04; 5,12)

Nessa prova, foi fornecida a tabela de t-Student da forma P(T > to), parcialmente replicada a seguir.

LR Area da cauda superior
0,1 0,05 0,025 0,01 0,005
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
(] 1,440 1,843 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169

: Comentarios:

: Essa questdo trabalha com um intervalo de confianca para a média, com varidncia desconhecida:

_ S
Xtt—
n

Em que s é a estimativa para o desvio padr3o. Pela tabela fornecida na questdo, temos X = 2,61 es = 1,20.
i Ademais, o enunciado informa que n = 9 (logo, vn = V9 = 3).

Um intervalo com 95% de confianca deixa 2,5% abaixo do limite inferior e 2,5% acima do limite superior.
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Logo, precisamos do valor de to associada a uma probabilidade P(T > to) = 2,5% = 0,025.

Pela tabela de t-Student fornecida, observamos que, para n - 1 = 8 graus de liberdade e 0,025 de area da
cauda superior, temos to = 2,306 = 2,3. Substituindo esses dados na formula do intervalo de confianca:

)

1
2,61 £ 2,3. 3

=261+23x%x04=261%092=(1,69;3,53)

: Gabarito: C

Diferenca entre populag¢des

Para comparar os resultados provenientes de duas populagdes independentes, podemos construir um
intervalo de confianca para a diferenca entre as médias de duas populagdes.

Suponha que desejamos comparar o tempo médio de estudo entre os concurseiros solteiros e os
concurseiros casados. Para isso, selecionamos uma amostra de cada um dos grupos e calculamos as médias
de cada uma delas, X5 e X;. Em seguida, construimos um intervalo para a diferenga x5 — x.

Analogamente ao intervalo de confianca para a média de uma populacdo, somamos e subtraimos um erro
da diferenca observada nas amostras:

IC=(Xs—Xc) £ E

E o erro corresponde ao produto do valor critico tabelado, associado ao nivel de confianga desejado, z,
multiplicado pelo erro padrao (ou desvio padrao) do estimador, assim como vimos anteriormente:

E =z O’x—s_%

A diferenca esta no calculo do erro padrdo ox;_x;. Vejamos.

A variancia da diferenca entre as médias corresponde a soma das variancias, uma vez que as médias sdo
varidveis independentes:

Var(xs — x¢) = Var(xs) + Var(xc)
Como vimos antes, a variancia da média amostral de cada populacdo é a razdo entre a variancia da populacao
e o tamanho da amostra:
Var(Xs) 4 Var(X¢)

ng Ne

Var(xs —xc) =

Sabendo que o erro padrdo é a raiz quadrada da variancia, temos:

Var(Xs) N Var(X¢)
Ng nc

Oxs—x¢c =

.a-”’fﬂf
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Vamos supor que a varidncia da populagdo de solteiros seja Var(Xs) = 1 e a de casados seja Var(X.) = 3.
Supondo que tenha sido extraida uma amostra de tamanho 100 de cada populagdo, ou seja, ng = 100 e
ne = 100, o erro padrao da diferenga entre médias é:

_ |, 4 _2_ .,
%s-xc = 700 " 100 -

100 10

Para z = 2, que corresponde a um nivel de aproximadamente 95% de confianca, a margem de erro é:
E=2%x02=04

Supondo que a média observada na amostra dos solteiros tenha sido Xg = 7 horas e a dos casados tenha
sido X; = 6 horas, o intervalo de confianga para a diferenga entre as médias é:

IC=(7-6)+04=1404=(0,6;14)

Alternativamente, podemos calcular as probabilidades associadas as diferencas entre as médias, utilizando
a transformacdo para a normal padrao:

valor observado — média populacional

z= - =
desvio padrao

_(X_s_ﬂ)—(lls—llc)

Ox5-%c
Para o nosso exemplo, supondo que as verdadeiras médias populacionais sejam us = 6,8 e . = 6,2, o valor

de z associado a diferenga observada, xs — X = 1, é:

_1-(68-162) _0,4_2
- 0,2 02

VA

Sabendo que P(—2 < Z < 2) = 95%, para esse exemplo, temos:

P(-1 <% —%;<1) =95%

&%

FIQUE

ATENTO!

Se a questdao fornecer os desvios padrao das populacdes, é necessario eleva-los ao
guadrado, para obter as variancias, antes de aplicar a formula.

N3o some os desvios padrdo populacionais diretamente.

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 88

www.estrategiaconcursos.com.br 253




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Caso as variancias populacionais sejam desconhecidas e estimadas a partir das amostras, utilizamos a
distribuicdo de t-Student, em vez da distribuicdo normal. Denotando as populacdes por X e Y, o erro padrao
do estimador, nessa situagao, é dado por:

S§ | Sy
Sy_v = |—+—
Yy ny Ny

HORA DI

PRATICAR!

(FGV/2023 TCE/ES) Duas maquinas de empacotar, X e Y, est3o reguladas de modo que cada pacote tenha
i média de 5 quilos e desvio padrdo de 0,2 quilo. :

Seja X o peso médio dos pacotes enchidos pela maquina X e Y o peso médio dos pacotes enchidos pela
maquina Y. Suponha que as maquinas operem de forma independente e que os pesos dos pacotes enchidos
: por elas sigam uma distribuicdo normal. :

Selecionou-se uma amostra aleatdria de 128 pacotes de cada maquina. A probabilidade de que a diferenca
entre os pesos médios ndo ultrapasse 5%, isto é, Prob(—0,05 < X-Y< 0,05), é: :

| a) Prob(—2,5 < Z < 2,5), sendo Z~N(0,1);

: b) Prob(—2 < Z < 2), sendo Z~N(0,1);

: a) Prob(—1,25 < Z < 1,25), sendo Z~N (0,1);

a) Prob(—1 < Z < 1),sendo Z~N(0,1);

: a) Prob(—0,25 < Z < 0,25), sendo Z~N(0,1).

Comentarios:

Para resolver essa questdo, precisamos utilizar a formula da normal padrdo para a diferenca entre as médias:
: :(f—)_’)—(ﬂx—#y) .

0'33_37

Em que o erro padrao do estimador da diferenca é dado por:

o \/Var(X) 4 Var(Y)

O'_ =
Y ny ny

O enunciado informa que o desvio padrdo de ambas as populacdes é igual a 0,2, logo a variancia é:
: Var(X) = Var(Y) = 0,22 = 0,04

Sabendo que o tamanho da amostra de cada populagdo é ny = ny, = 128, temos:
_[0,04 N 0,04 5 % 004 (0,04 02 0.025
%%y~ 128 T 128 128 (64 8
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Sabendo que as médias sdo iguais, temos uy — iy = 0. Assim, o valor de z associado a uma diferenga
i |[x—y|=0,05¢é:
: 0,05 — 0
: 70,025
Gabarlto B

Intervalo de Confianga para a Proporg¢ao

Para estimar a proporgao populacional p, utilizamos a proporcao observada na amostra p.

Para viabilizar os calculos, as questdes consideram a aproximacdo da distribuicdo desse estimador a uma
normal. Assim, devemos encontrar os valores limites que delimitam uma drea sob a curva normal,
correspondentea 1 — a:

1—a
p—E P P+E
A variancia da proporg¢do amostral é dada por:
o _ Pq
%4 = —
®) ==

Sendo § = 1 — p. O desvio padrdo (erro padrao do estimador) é, portanto:

EP(®) =yV(®) =

Sabendo que a média da distribuicdo é a propor¢do amostral p, entdo a transformagdo para a normal padrao
dep + E é:

valor procurado — média

zZ = . ~
desvio padrao
P+E —P _
- 1’ /
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Reorganizando essa expressao, obtemos a féormula do erro do intervalo de confianga:

E=z |24
n

E o intervalo de confiancaserdp + E = <1§ - Z. f%; p+z /?).

Vamos supor que tenhamos estimado a propor¢do amostral de defeitoem p = 0,2 (logo,§ =1 —p = 0,8),
considerando uma amostra de n = 100 pegas.

Nesse caso, o desvio padrao (ou erro padrdo) é dado por:

= = 0,04

p.q _ [02x08 016 04
N 100 Jioo 10

Considerando um nivel de confianga de 95% (z = 1,96), a margem de erro sera:

P-q

=0,2-0,08=0,12

(0,12;0,28)

Tamanho Amostral

Também podemos determinar o tamanho amostral, para um dado nivel de confianga (1 — @) e um valor de
erro maximo E. Reorganizando a férmula do erro que acabamos de ver, temos:

Vamos supor que o erro maximo toleravel seja E = 0,04, mantendo os demais parametros iguais aos do
exemplo anterior (z = 1,96 e p = 0,2). Nesse caso, o tamanho da amostra n, sera:

1,96\°
n, = (o 04) x 0,2 % 0,8 = (49)2 x 0,16 = 2401 x 0,16 = 384
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o)

TOME

NOTA!

Para calcular o tamanho maximo da amostra n, utilizamos p = @ = 0,5, pois essa é a
proporg¢do que maximiza a variancia da proporg¢ao amostral.

Assim, mesmo sem conhecer a proporg¢ao amostral, é possivel determinar um valor seguro para o tamanho
amostral, considerando p = § = 0, 5 na férmula do tamanho amostral:

Supondo z = 1,96 e um erro maximo toleravel E = 0,04, o valor seguro para o tamanho amostral n,, sendo
desconhecida a propor¢do amostral, é:

1,96\2
n, = (m) x 0,5 % 0,5 = (49)2 x 0,25 = 2401 x 0,25 = 600

Quanto mais préoximo de p = § = 0,5, maior serd o tamanho amostral. Por exemplo, o tamanho amostral
parap =04(eqg=1—p =0,6) é maiordoqueparap =03(eg=1—p=0,7).

Ademais, como multiplicamos essas duas proporc¢des no cdlculo do tamanho amostral, ndo importa qual
proporgdo assume o maior ou o menor valor. Assim, o tamanho da amostraparap =04 (G =1—-p = 0,6)
é igual ao tamanho da amostraparap = 0,6 (G =1 —p = 0,4).

Essas formulas valem para uma populacdo infinita OU amostras extraidas com reposicao.

Fator de correcao
Caso a populagao seja finita e as amostras extraidas sem reposicao, sera necessario aplicar o fator de

~ ~ - . RT . N—n
correcdo para populacao finita. Para isso, devemos multiplicar a férmula do erro pelo fator /E:

Assim como vimos para a média, esse ajuste para populagdes finitas afeta no calculo do tamanho amostral.
Para calcular o tamanho da amostra necessario, primeiro calculamos uma estimativa inicial para a amostra,
desconsiderando-se o fator de correcao:
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Quando a questdo ndo informa uma estimativa para as proporg¢des e nem um nivel de
confiancga, utilize a seguinte féormula para a amostra inicial, que considera apenas a
margem de erro:

Em seguida, ajustamos a amostra inicial:
N X n,
n=——
N +ngy
Considerando um erro amostral E = 0,05, a estimativa inicial para o tamanho da amostra é:

11
~ 0,052 0,0025

no = 4‘00

Supondo que a populagdo tem tamanho N = 1000, o tamanho amostral ajustado sera:

1.000 x 400 400.000
= = 286

"= 71000+400 1400

L4

O ajuste da amostra inicial, quando ela é calculada com base apenas na margem de erro

1 < ex .
no = corresponde a férmula de Slovin para o tamanho amostral®:

N
n =
1+N.E?

. . 1 .
! vamos demonstrar isso! Considerando n, = —3» @ amostra ajustada pode ser calculada como:

1

Nxn, NXgz N N
n — — — —
N+n 1 1 N.E2+1
° N+g E2x(N+g)
Que é a férmula de Slovin!
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PRATICAR!

(CESPE 2018/PF) Determinado drgdo governamental estimou que a probabilidade p de um ex-condenado
_voltar a ser condenado por algum crime no prazo de 5 anos, contados a partir da data da libertacao, seja
Eigual a 0,25. Essa estimativa foi obtida com base em um levantamento por amostragem aleatdria simples de
:1.875 processos judiciais, aplicando-se o método da maxima verossimilhanca a partir da distribuicdo de :
EBernouIIi. Sabendo que P(Z < 2) = 0,975, em que Z representa a distribuicdo normal padrao, julgue o item

igue se segue, em relacdo a essa situacdo hipotética.

A estimativa intervalar 0,25 + 0,05 representa o intervalo de 95% de confianga do parametro populacional
{d :
EComenta’rios:

0 intervalo de confianga para a proporg&o é dado por:

O enunciado informa que
o A proporg¢do amostral é p = 0,25,logog =1—-p = 0,75

e O tamanho da amostra é n = 1.875

o O valor de z para 95% de confian¢a é z = 2

:Substituindo esses dados na formula do erro do intervalo, temos:

0,1875
1.875

=2x0,01=0,02

EAssim, o intervalo de confianca é:
pt+E=0,2540,02
EGabarito: Errado.
5(2019/FMS) Uma pesquisa tem como finalidade conhecer a proporg¢do de pessoas em Teresina que teriam
:interesse em frequentar uma nova franquia de lanchonete vinda do exterior. O empreendedor diz que s6 :

:vale a pena a instalagdo da franquia, se pelo menos 10% da populagdo tivesse interesse em frequentar o :
iestabelecimento. :
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ESupondo gue a propor¢cdo maxima da populacdo ndo sera maior que 30%, qual tamanho de amostra
;(aproximado) tal que a diferenca entre a proporcao populacional e proporcao amostral ndo tenha um erro
:maior que trés pontos percentuais, com uma confianga de 95%. Obs.: z,= 1,96.

a) 897
Eb) 683
Ec) 700
Ed) 300
Ee) 654
EComenta’rios:

O tamanho amostral para a construcdo de um intervalo de confianga para a proporgao é dado por:
: 2o2

. n= (E) p.q

O enunciado informaque z = 1,96 e E = 0,03.

EAdemais, informa que a propor¢do méxima p é de 30%. Essa é a proporcdo que deve ser utilizada, por ser a !
:mais préxima de 50%, para maximizar o tamanho amostral. :
ESendo p=03,logog=1—p=0,7, temos:

: 1,96

2
n= (m) %X 0,3x0,7 =897

EGabarito: A.

E(FGV/ZOZZ — MPE/SC) Uma empresa recebeu um lote muito grande, milhdes de pecas de refugo, e deseja
gsaber guantas pecas devera examinar para estimar a proporc¢ao de itens defeituosos, de modo que o erro de
gestimagﬁo seja no maximo 2%. Serd empregada uma selecdo aleatdria de itens onde cada um sera
:classificado como defeituoso ou ndo defeituoso. Deseja-se extrair uma amostra aleatdria de tamanho n. :

:Tendo como padrdo um grau de confianca de 95%, o tamanho da amostra necessario para garantir o :
processo é: :

‘a) 189;

'b) 384;

¢) 600;

d) 1681;

Ee) 2401.
EComentérios:

:Essa questao também trabalha com o tamanho amostral, para a estimacdo de proporgoes:
: 2

Z A oA
. n= (E) .P.q .
EEm gue z é o valor da tabela normal padrao associado ao nivel de confianca desejado; E é a margem de erro
E(ou erro maximo de estimagao); p é a estimativa para a proporgao de sucesso e § é a estimativa para a
Eproporgéo de fracasso, sendo § = 1 — p. :

.a-”’fﬂf
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O enunciado informa que o erro maximo é E = 2% = 0,02; e que o grau de confianca é de 95%, logo, z=1,96.

:A questdo ndo informa a estimativa para a proporc¢do de sucesso, logo, devemos considerar aquela que :
imaximiza o tamanho da amostra, qual seja p = § = 0,5. Substituindo esses dados na férmula, temos: :

1,96\2
n= (o 02) x 0,5 % 0,5 = (98)2 x 0,25 = 2401

Intervalo de Confian¢a para a Variancia

. I A . -1 e .
O estimador da variancia s? (variancia amostral), multiplicado pelo fator (na—z), segue uma distribuicao qui-
quadrado com n — 1 graus de liberdade:

n—1
Xiia =( o2 )SZ

Como essa distribuicdo é assimétrica, utilizaremos a tabela da distribuicdo qui-quadrado para encontrar
tanto o limite superior X2,p quanto o limite inferior X3 do intervalo de confianca:

n
2 2 2
XinF <( = )s < Xsup

Isolando 02 nessa express3o, temos:

Ou seja, para calcular o limite inferior, dividimos pelo valor critico superior da tabela X%,p, e para calcular
o limite superior dividimos pelo valor critico inferior da tabela X2y .

Isso porque X&;» é maior que X7/ . Assim, quando dividimos por X&;», obtemos um valor menor (limite
inferior) do que quando dividimos por X/ (limite superior).

Assim, o intervalo de confianga para a variancia é da forma:

)

((n—l).s2 (n— 1).52)

2 2
Xsuyp XiNF

Os valores X&;p e X3 sdo obtidos a partir da tabela da distribui¢do qui-quadrado, dependendo do nivel
de confianca 1 — a desejado:
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e %/

2 2
XINF XSUP

. a . . .~ . . a . . .~ .
Observamos que o valor X7y deixa > da distribuicdo abaixo e o valor X&;, deixa > da distribui¢dao acima,

assim como vimos para os outros intervalos de confianca. A diferenca é que agora ndo estamos mais lidando
com uma distribuicdo simétrica:

P(xz <x12NF) =%

P(X? < Xgyp) =13

Os valores da tabela da distribuicdo qui-quadrado também dependem do nimero de graus de liberdade,
igual ao tamanho da amostra menos 1.

namero de graus de liberdade =n — 1

Para uma amostra de tamanho n =5, por exemplo, devemos utilizar os valores da tabela da distribuicao qui-
quadrado com n - 1 = 4 graus de liberdade.

A tabela a seguir apresenta os valores de x que delimitam as probabilidades P(X? < x) da distribui¢io qui-
guadrado com 4 graus de liberdade indicadas na primeira linha:

P(X <x) 0,005 | 0,01 ' 0,025| 005 | 01 | 025 | 05 | 0,75 | 09 | 0,95 | 0,975 | 0,99 | 0,995
x 0,21 | 030 | 048 | 0,71 | 1,06 | 1,92 | 3,36 | 539 |7,78| 9,49 | 11,14 | 13,28 | 14,86

Para um nivel de confiancade 1 — a = 95%, temos:

2,5% 2.5%

2 2
xINF xSUP

Pela tabela acima, observamos que o valor de x que delimita uma probabilidade P(X? < x) = 0,025, que
corresponde ao limite inferior, é x = XA = 0,48; e o valor de x que delimita uma probabilidade
P(X? < x) = 0,975, que corresponde ao limite superior, é x = X&;, = 11,14.
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Considerando que a variancia amostral é s> = 0,0125, os limites do intervalo de confianca s3o:

(n—1).s> 4x0,0125 0,05
X%, 11,14 11,14

= 0,004

(n—1).s> 4x0,0125 0,05

= =~ =0,104
X2 0,48 0,48

E o intervalo é (0,004; 0,104).

Caso a questdo forneca a soma dos quadrados Y.(X; — X)?, em vez da estimativa para a variancia s?,
podemos utiliza-lo diretamente no calculo do intervalo de confianga.

Ic = <(n —1).s? ; (n— 1).SZ>

2 2
XSUP xINF

-X . .
Sabendo que s? Z(n‘ T i3k , 0 intervalo de confianca pode ser calculado como:

IC:((n—l) X -X)? (n-1) o 2 X))

Xup n—-1 XI%VF n—1

oo (2(&- —X)? T, - X)Z)
B xSZUP ’ xI%VF

HORA DE
PRATICAR!

: (FGV/2019 - DPE-RJ) Com o objetivo de produzir uma estimativa por intervalo para a variancia populauonal
: realiza-se uma amostra de tamanho n = 4, obtendo-se, ap6s a extragdo, os seguintes resultados:

X1=6,X2=3,X3=11e Xs=12

Informacdes adicionais:

P(X%<0,75)=0,05P (X?>3<0,40) =0,05

P(X?4<10,8)=0,95P (X*3<9)=0,95

Entdo, sobre o resultado da estimagao, e considerando-se um grau de confianga de 90%, tem-se que:
a)5<02<72;

b) 8 < 0% < 180;

c) 6 < 0% < 135;

d)4<0%<22;

e) 6<0?2<24.
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: Comentarios:
: O intervalo de confianga para a variancia é dado por:

<(n —1).s? (n—1). sz>

2 ’ 2
XSUP xINF

: Primeiro, precisamos calcular a estimativa para varidncia s (variancia amostral):

i=1(X; —X)?

2 _
S =
n—1

: Para isso, precisamos da média amostral:

)?—in—6+3+11+12—32—8
T on 4 T4

: Logo, o estimador da variancia é:

_(6-8)2+(3-8)2+(11-8)>+(12-8)* (=2)>+(=5)*+(3)*+ (4)°

2
S 4—1 3

, 4+25+9+16 54

: O enunciado informa que o tamanho da amostra é n = 4, logo, o niumero de graus de liberdade é n—1 = 3.

Sabendo que o intervalo de confianca é de 1 — a = 90% = 0,9, precisamos dos valores da tabela que
: delimitam as probabilidades P(X? < XA ) = % =0,05eP(X?2<X&p)=1 —% = 0,95.

O enunciado informa que P(X§ < 0,40) = 0,05, logo Xfyr = 0,4; e P(X$ < 0,9) = 0,95, logo X&,, = 9.

: Assim, os limites inferior e superior sdo:

L 3x18 6
mf =g =
3x18
sup =g q T 130
Gabarito: C.
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ESQUEMATIZANDO

Estimacao Intervalar

Intervalo para a Média — Variancia conhecida (distribuicdo normal):

2
(2 (2
Margem de Erro: E = z. N Tamanho amostral: n = (z. E)

Intervalo para a Média — Variancia desconhecida (distribuicdo t-Student):

2
Margem de Erro: E =t Tamanho Amostral: n = (t. %)

S .
n—1-ﬁl
Intervalo para a Proporgao:

— 2
Margem de Erro: E = z. %; Tamanho Amostral: n = (%) p.q

(n—1).s2 . (n—l).sz)

Intervalo para a Variancia: ( T3
XinrF

Z
Xsyp
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RESUMO DA AULA

Estimadores Erro Padrdo é o desvio
L 2 B - padrdo (raiz quadrada da
= Média amostral X: E(X) = u, V(X) = — EP(X) = 7 variancia) do estimador

= Proporgdo amostral p: E(p) = p, V(p) = %, EP(p) = /ﬂ

T(Xi—X)2

n-—1

— Estimador da variancia amostral: s =

Propriedades dos Estimadores
= Suficiente (contempla todas as informacdes para estimar o parametro populacional)
= Nao Tendencioso (esperanga do estimador é igual ao parametro populacional)
= Eficiente (menor varidncia possivel)
= Consistente (estimativas convergem com o aumento do tamanho amostral)
Métodos de Estimacao
= Método dos Momentos: Resulta em X como estimador para a média; e em o = Z(X‘T_X)z como

estimador para a variancia (o2 é tendencioso)

= Método da Maxima Verossimilhanca: Resulta em p como estimador para a proporgdo; para uma

T(X—X)?

populacdo normal, em X como estimador da médiae 02 = como estimador para a variancia

(3E é tendencioso)

= Método dos Minimos Quadrados: Resulta em X como estimador para a média; e em p como
estimador para a proporgao

Estimacao Intervalar Erro do Intervalo E
(metade da amplitude)

= Erro depende do nivel de confianca desejado e do tamanho da amostra

. ~ N . . 4 g
= Intervalo de confianca para populagdo com variancia conhecida: X + z. 5=
. ~ N . . 4 (o2
= Intervalo de confianca para populagcdo com variancia desconhecida: X + tn—l-\/_ﬁ
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INFERENCIA BAYESIANA

Introducao

A inferéncia Bayesiana (ou estatistica Bayesiana) considera premissas diferentes da inferéncia classica (ou
frequentista), que é a inferéncia que estudamos até agora.

Por um lado, a inferéncia cldssica (ou frequentista) considera que toda a informacdo disponivel esta
representada na amostra; e que o parametro populacional é fixo.

J4, na inferéncia Bayesiana, o parametro populacional a ser estimado é uma variavel aleatéria (e ndo fixo
como na inferéncia cldssica), que depende dos resultados observados na amostra. Essa distribuicdo do
parametro populacional condicionada aos resultados da amostra é chamada de distribuicdao a posteriori.

A distribuicdo a posteriori depende ndo sé das informacdes disponiveis na amostra (chamada de funcao de
verossimilhan¢a da amostra), mas também de outras informagdes que conhecemos e que ndo estardo
representadas na amostra (ndo observaveis). Por exemplo, no contexto de eleicdes democraticas, sabemos
que um candidato ndo terd 100% dos votos.

Essas informacgdes previamente conhecidas podem ser consideradas subjetivas e compdem a chamada
distribuicao a priori. Elas sdao incorporadas no modelo Bayesiano, de modo que as estimativas variam de
acordo com a distribuicdo a priori utilizada.

Por outro lado, a inser¢dao de informagdes que ndo sdo verdadeiras torna o modelo inapropriado. Por
exemplo, se for considerado que nenhum candidato tera 70% dos votos, mas se isso for de fato possivel, a
estimativa estara enviesada.

Ademais, o que chamavamos de intervalo de confianga na inferéncia cldssica passa a ser chamado de
intervalo de credibilidade, baseado na distribuicdo a posteriori. Enquanto, na inferéncia classica, o nivel de
confianca é a probabilidade de o intervalo de confianca englobar o verdadeiro parametro populacional; na
inferéncia Bayesiana, como o parametro populacional é uma varidvel aleatéria, o nivel de credibilidade é a
probabilidade é de o parametro populacional pertencer ao intervalo de credibilidade.

%

.n
> ) RESUMINDO
c

[

Inferéncia Cldssica ou Frequentista Inferéncia Bayesiana

e Parametro populacional é fixo e Parametro populacional é variavel aleatdria
e Depende de informag¢des ndo observaveis (além das
informagdes da amostra)

e Toda ainformagdo esta disponivel na amostra

e Apenas distribuicdo a posteriori e Depende de uma distribuicdo a priori (além da
distribuicdo a posteriori)
e Intervalo de confianca e Intervalo de credibilidade
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HORA DE

PRATICAR!

(2017 — TRF — 22 Regido — Adaptada) Sobre a abordagem bayesiana para estimar um parametro 6, julgue as
: afirmativas a seguir. i

| — Uma distribuicdo de probabilidade é atribuida para esse parametro.
Il — A definicdo da distribuicao priori pode ser totalmente subjetiva.
Comentarios:

: Na inferéncia bayesiana, considera-se que o parametro de interesse ndo é fixo, mas sim, uma variavel :
: aleatdria. Ou seja, de fato, atribui-se uma distribuicdo ao parametro de interesse e a afirmativa | esta correta. :

: Ademais, considera-se uma distribuicdo a priori, com informacdes subjetivas, que ndo podem ser observada :
: na amostra. Logo, a afirmativa Il também estd correta.

Resposta: | e Il certas.

(Cebraspe/2019 — TJ-AM) A respeito dos diferentes métodos de estimacdo de parametros, julgue o item a
: seguir.

A estimacdo de parametros pelo método bayesiano independe da distribuicdo a priori utilizada.
Comentarios:

: Na inferéncia bayesiana, sdo consideradas informacGes ndo observdveis na amostra (subjetivas) que :
: compbem a chamada distribuicdo a priori. Logo, o item esta incorreto.

Gabarito: Errado.

(VUNESP/2021 — EsFCEx) Assinale a alternativa correta sobre a comparagdo entre estatistica classica e
: estatistica bayesiana. :

a) A estatistica bayesiana utiliza somente o conhecimento prévio do pesquisador (informacao a priori) para
: a estimacdo dos parametros.

: b) Somente a estatistica classica utiliza a verossimilhanca na realizacdo de suas inferéncias.

: ¢) Na estatistica classica, as inferéncias sdo feitas com base na verossimilhanca, e tratam os parametros como :
: aleatdrios e desconhecidos e os dados como aleatérios e conhecidos. :

: d) As inferéncias obtidas na estatistica classica e na estatistica bayesiana para amostras pequenas sdo sempre :
: coincidentes. :

: e) Na estatistica classica, é considerado que ha apenas um valor para o parametro analisado e ndo uma :
: distribuicdo de probabilidade.

: Comentarios:

: Essa questdo compara os conceitos da estatistica classica com os da estatistica bayesiana.
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: Em relacdo a alternativa A, a estatistica bayesiana considera, ndo apenas o conhecimento prévio (a priori), :
: mas também as informacdes disponiveis na amostra (funcdo de verossimilhanca). Logo, a alternativa A esta :
: incorreta. :

: Em relacdo a alternativa B, a estatistica classica ndo é a Unica que considera as informacdes disponiveis na :
: amostra (verossimilhanca) - a estatistica bayesiana também considera essa fonte de informacdes. Logo, a :
: alternativa B estd incorreta. :

: Em relacdo a alternativa C, a estatistica classica considera os parametros desconhecidos como fixos, e ndo :
: como aleatdrios. Logo, a alternativa C estd incorreta. :

: Em relagdo a alternativa D, a inferéncia classica ndo coincide necessariamente com a inferéncia Bayesiana, :
: principalmente para amostras pequenas, isto é, quando ha poucas informacdes disponiveis na amostra. :
: Assim, a alternativas D estd incorreta.

: Em relagdo a alternativa E, na estatistica classica considera-se que o parametro desconhecido é fixo, ou seja, :
: que ha um Unico valor para ele, e ndo uma distribuicdo de probabilidade. Logo, a alternativa E estd correta.

Gabarito: E.

Teorema de Bayes

Do ponto de vista Bayesiano, dispomos de alguma informagdo a respeito do parametro populacional 8
desconhecido e buscamos aumentar esse nivel de informacao, observando os resultados das amostras.

O quanto o nivel de informacdo aumenta é calculado pelo Teorema de Bayes (da Teoria de Probabilidade):

_p0,x) _px|8) xp()
p(x) p(x)

p(6x)

A probabilidade p(@) corresponde a distribui¢do a priori do parametro 0 e representa o nivel de informacgao
antes da observa¢ao da amostra.

A probabilidade p(x|0) dos resultados da amostra, condicionada a 8, corresponde a fung¢do de plausibilidade
ou verossimilhanga do resultado, em relagdo ao parametro 6. Ela pode ser indicada como [(6; p).

Combinando essas duas fontes de informacdo (a priori e de verossimilhanca), obtemos a distribuicdo a
posteriori p(6]x), representa o nivel de informag&o apos a observagdo da amostra.

A probabilidade p(x), no denominador da férmula, chamada preditiva, é a probabilidade associada ao
resultado da amostra, para todos os possiveis valores de 6.
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Se o parametro 6 for uma variavel discreta, ou seja, se houver uma quantidade contdvel de valores possiveis
gue ele pode assumir, a probabilidade preditiva pode ser calculada pelo Teorema da Probabilidade Total:

p() = ) p(x,0) = ) p(xl6) x p(©0)
i i
Caso contrario, substituimos o somatdrio pela integral:

p(x) = f p(x,6).d0 = f p(x16).p(6).

Em ambos os casos, a direita, temos a férmula da esperanga da distribuicao da amostra condicionada a 6,
para todos os valores possiveis de 9:

p(x) = Eq[p(X[6)]

A probabilidade preditiva ndo é uma fun¢ao do parametro 8 e funciona como uma constante normalizadora,
isto é, uma constante pela qual vocé divide o produto da probabilidade a priori pela funcdo de
verossimilhanca (numerador da férmula de Bayes), para que a probabilidade associada a todo o Espaco
Amostral seja igual a 1.

Assim, a probabilidade a posteriori é proporcional ao produto da probabilidade a priori pela funcdo de
verossimilhanga:

p(0x) o« p(x]6) x p(#)

Que também pode ser representado como:

p(0]x) < 1(8;x) X p(0)

Para ilustrar, vamos considerar o exemplo! de um médico que acredita que um paciente esteja doente e vai
aplicar um teste para obter mais informacdes. Nesse caso, o parametro desconhecido é o indicador da
doenca:

0= {1, se o paciente tem a doenga}
— o, se o paciente nao tem a doenga

Na inferéncia cldssica, as conclusdes a respeito do pardametro desconhecido seriam totalmente baseadas no
resultado do teste. Porém, na inferéncia Bayesiana, a informagdo prévia que o médico detém, com base em
seu contato com o paciente e em sua experiéncia, é incorporada ao modelo.

Vamos supor que o médico acredite que a probabilidade de o paciente ter a doenga seja de 70%. Essa é a
probabilidade a priori do parametro:

p(6)=PO=1)=07

! Gamerman e Migon (1993)
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E vamos supor que o teste indique um falso positivo com probabilidade de 40% e um falso negativo com
probabilidade de 5%.

Assim, a probabilidade de o teste resultar em X = 1, dado que o paciente ndo esta doente (falso positivo),
é igual a 40%; e a probabilidade de o teste resultar em X = 0, dado que o paciente ndo esta doente
(resultado negativo adequado) é complementar:

P(X=1|6 =0)=0,4
P(X=0/6=0)=1-0,4=06

Ademais, a probabilidade de o teste resultar em X = 0, dado que o paciente esta doente (falso negativo), é
igual a 5%; e a probabilidade de o teste resultar em X = 1, dado que o paciente esta doente (resultado
positivo adequado) é complementar:

P(X = 0|6 = 1) = 0,05
P(X =16 =1) =1 — 0,05 = 0,95

Vamos considerar que o resultado do teste foi positivo X = 1.

Com base no resultado do teste, imaginamos que a probabilidade de o paciente ter a doenga tenha
aumentado.

Para calcular essa nova probabilidade de o paciente ter a doenca, dado que o resultado do teste foi positivo
(distribuicao a posteriori), utilizamos o Teorema de Bayes:
P(X=16=1)xP(6=1)

P(X=1)

PO=1X=1)=

A fungdo de verossimilhanga p(x|8) = P(X = 1|60 = 1) corresponde a probabilidade de o resultado ser
positivo (resultado observado), dado que o paciente esta doente:

p(x|6) =P(X =1|6 =1) = 0,95
A distribuicdo a priori p(6) = P(6 = 1) corresponde a probabilidade indicada inicialmente pelo médico:
P =1)=0,70

E a distribuigdo preditiva p(x) = P(X = 1) corresponde a probabilidade de obter o resultado obtido X = 1,
independentemente do valor de 6. Ela pode ser calculada pelo Teorema da Probabilidade Total:

PX=1)=PX=16=1)xP6=1)+P(X=1]106 =0) x P(6 =0)
Sabendo que a probabilidade a priori de o paciente ndo estar doente é P(6 = 0) =1 — 0,7 = 0,3, temos:

P(X=1)=095%x07+04%03=0,665+0,12 =0,785
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Assim, a probabilidade a posteriori, que corresponde a probabilidade de o paciente estar doente, apds o
resultado do teste, é dada por:

PX=16=1)xP(@=1) 095x0,70 0,665
PX=1) 0,785 0,785

PO=1X=1) = = 0,847

Que, de fato, é maior do que a probabilidade a priori. O aumento ndo foi tao grande porque a probabilidade
do falso positivo P(X = 1|6 = 0) = 40% é consideravel.

Multiplas Observagoes

E possivel realizar um novo procedimento Y, apds o primeiro X, para aumentar ainda mais o nivel de
informacao a respeito do parametro 6.

Na hipotese de independéncia condicional de X e Y dado 6, a nova distribuicdao a posteriori, qual seja, a
distribuicdo de 6 apods os resultados dos dois procedimentos p(6|x, y) é dada por:

_p(¥189) xp(0]x)
N TCTES

Em que p(y|0) é a fungdo de verossimilhanca do segundo procedimento, em relagdo a 6; e p(8|x)
corresponde a nova distribui¢do a priori, apds o resultado do primeiro procedimento X.

Ou seja, a distribuicdo considerada a posteriori, apds o teste X, agora é considerada a priori, antes de Y.

No denominador, temos a distribuigdo preditiva de y dado x, isto é, a probabilidade do resultado de Y, dado
o resultado de X, para todos os possiveis valores de 6.

Na hipdtese de independéncia condicional de X e Y dado 6, a probabilidade preditiva condicional de Y dado
X, para o caso discreto, pode ser calculada como:

PO = Y p(.6x) = ) p(16) X p(B11)
i i
Para o caso continuo, substituimos o somatério pela integral:

p(ylx) = fp(y,Hlx)-dH = fp(yIH)-p(HIx)-dH

Em ambos os casos, a direita, temos a férmula da esperanca da distribuicdo de Y condicionada a 8, para
todos os valores possiveis de 8 dado x:

p(y|x) = Eg)x[p(Y|0)]

A probabilidade preditiva condicionada também ndo é uma funcdo do parametro 8, funcionando como uma
constante normalizadora.
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Assim, temos a seguinte relacdo de proporcionalidade:
p(8lx,y) « p(y16) X p(6]x)
Sabendo que p(8|x) « p(x|0) X p(H), entdo:
p(6lx,y) o« p(y16) x p(x]6) X p(6)
Também podemos representar essas expressoes, utilizando as fun¢bes de verossimilhancga:
p(Blx,y) o L, (8; ) X p(6]x)
p(8lx,y) < L, (8;¥) X 1(6;x) x p(6)

Por se tratar de um produto, podemos concluir que a ordem dos procedimentos nao interfere no resultado.

“J INDO MAIS
» FUNDO!

Generalizando a proporcionalidade para n procedimentos x;, ... x,,, temos:
PBlx1, .., xn) € p(xn|6) X P(O]Xn-1, ., X1)
Sabendo que p(0|xy—q, .., X1) X P(Xp-110) X ... X p(x1]0) X p(O), temos:
PO1x1, ..., xy) o [[17=1 p(x:16)]. p(6)
Também podemos representar essas expressoes, utilizando as fung¢des de verossimilhancga:

POlx1, .., xn) < 1n(0; X3) X p(6]Xp—1, ..., X1)

p(O1x1, .., xn) o [[17=1 Li(6; x,)]- p(6)

Vamos voltar ao nosso exemplo do médico e supor que seja aplicado um segundo teste Y, cuja probabilidade
de um falso positivo seja de 4% e a probabilidade de um falso negativo seja de 1%

Assim, a probabilidade de o teste resultarem Y = 1, dado que o paciente ndo esta doente (falso positivo), é

igual a 4%; e a probabilidade de o teste resultar em Y = 0, dado que o paciente ndo esta doente (resultado
negativo adequado) é complementar:

P(Y = 1|6 = 0) = 0,04
P(Y =08 =0) =1— 0,04 = 0,96
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Ademais, a probabilidade de o teste resultarem Y = 0, dado que o paciente esta doente (falso negativo), é
igual a 1%; e a probabilidade de o teste resultar em Y = 1, dado que o paciente estd doente (resultado
positivo adequado) é complementar:

P(Y =0/8 =1) = 0,01
P(Y¥=16=1)=1-0,01=0,99

Vamos supor que o resultado tenha sido negativoY = 0.

Com base no resultado do teste, imaginamos que a probabilidade de o paciente ter a doenga tenha
diminuido. Para calcular essa probabilidade, dado que o resultado do teste X foi positivo e que o resultado
do teste Y foi negativo (distribuicdo a posteriori), utilizamos o Teorema de Bayes:

P(r=00=1)%xPO=1X=1)
P(Y=0X =1)

PO=1X=1Y=0) =

A fungdo de verossimilhanga p(y|6) = P(Y = 0|6 = 1) corresponde a probabilidade de o resultado ser
negativo (resultado observado), dado que o paciente esta doente:

p(y|) =P(Y =0/ =1) =0,01

A distribui¢do a priori p(6|x) = P(6 = 1|X = 1) agora corresponde a probabilidade de o paciente estar
doente, apds o resultado do teste X, que calculamos anteriormente (como a probabilidade a posteriori para
o teste X):

P(6=1|X =1) = 0,847

E a distribui¢do preditiva p(y|x) = P(Y = 0|X = 1) corresponde a probabilidade de obter o resultado do
teste Y ser negativo, sabendo que o resultado do teste X foi positivo, independentemente do valor de 6. Ela
pode ser calculada pelo Teorema da Probabilidade Total:

PY=0X=1)=P(Y =06=0)xPO=0X=1)+P¥ =00=1)xPO=1X=1)

Sabendo que a probabilidade a priori de o paciente ndo estar doente, dado X = 1, é complementar
P(6=0|X=1)=1-0,847 = 0,153, temos:

P(Y=0|X=1)=096x%x0,153 + 0,01 x 0,847 = 0,14688 + 0,00847 = 0,15535

Assim, a probabilidade a posteriori, que corresponde a probabilidade de o paciente estar doente, apds o
resultado do teste Y, é dada por:

P(Y=06=1)xP(H=1|X=1) 0,01x0,847 0,00847
PY=0|X=1) ~0,15535  0,15535

PO=1X=1Y=0) = = 0,055

A probabilidade a posteriori foi tdo inferior a probabilidade a priori porque a probabilidade do falso negativo
é muito pequena.

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 109
www.estrategiaconcursos.com.br 253




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Distribuicdo Normal

Vamos supor que uma Unica observacdo X (teste Unico) tenha distribuicdo normal, com média desconhecida
0 e variancia conhecida 02, que corresponde a fun¢do de verossimilhanga:

X|6~N(6,0%)
E, ainda, que a distribuicdo a priori da média 0 siga distribui¢do normal, com pardmetros i, e 73:
6~N(HO,T5)

Nessa situacgdo, a distribuic3o a posteriori 8|X serd normal com pardmetros u, e %, dados por:

Bo X

2757 1 1 1
MTITT TR

18 o2

Para entender melhor esse resultado, vamos considerar que o inverso da variancia, que é necessariamente
positiva, corresponde a precisao, a qual representa o nivel de informacao.

|~

By

Assim, a precisao a posteriori p; = corresponde a soma das precisdes a priori py = e da

P:‘Nl =
on

T
- 1
verossimilhanga p,, = =
P1 =DPo t Dy

Note que ela ndao depende do resultado observado x.

Além disso, vamos chamar de w a razdo entre a precisdo a priori e a precisdo a posteriori (total), que pode
variar no intervalo (0, 1):

Po bo
w=—=——
P1 Dot Dy
Com isso, a média a posteriori pode ser calculada como:

_ Ho-Po + X. Dy

=po-w+x.(1—w)
Po + Py °

221

Ou seja, a média a posteriori € uma combinacao linear entre a média a priori e o resultado observado,
assumindo um valor intermedidrio:
min{uo, x} < py < max{po, x}

Ademais, quanto maior a precisao a priori em relacdo a precisdo a posteriori (total), mais préxima da média
a priori sera a média a posteriori.

Vale acrescentar que a distribuicdo preditiva de X (ndo condicionada) segue distribuicdo normal com média
igual a média a priori e variancia igual a soma das variancias a priori e de verossimilhanga:

X~N (o, 7§ + %)
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Por exemplo?, vamos supor dois fisicos A e B, que queiram estimar uma constante fisica desconhecida 6.

O fisico A, mais experiente, acredita que a constante tenha distribuigao normal com média yy, = 900 e
variancia 73, = 400. Essa é a distribuig3o a priori para o fisico A.

O fisico A, menos experiente, acredita que a constante tenha distribuicdo normal com média yyz = 800 e
variancia 75z = 6400. Essa é a distribuicdo a priori para o fisico B. A menor experiéncia do fisico B é traduzida
pela maior variancia (menor precisdo) da distribui¢do a priori.

Agora vamos supor um aparelho para testar a referida constante, cujos resultados seguem distribuicao
normal com média 0 e variancia 6? = 1600. Essa é a funcdo de verossimilhanga.

Vamos considerar que o resultado obtido seja x = 850 e calcular a distribuicdo a posteriori para cada fisico.

A precisao a posteriori é a soma das precisdes a priori e da verossimilhanca. Para o fisico A, temos:

_ N _1+1
P14 = Poa Pv—TgA P

1

Dia = 200 + 1600~ 0,0025 + 0,000625 = 0,003125
A variancia a posteriori é o inverso desse resultado:

1 1

2
Tiy =—=——""—= 320
147 pa 0,003125
Para calcular a média a posteriori, vamos calcular a propor¢dao w entre a precisdo a priori e a precisdo total:

Poa 0,0025
wy = E = 0003125 =08
Ou seja, a precisdo a priori corresponde a 80% da precisao a posteriori.
Por fim, a média a posteriori para o fisico A é:

Hia = Hoa-Wa + x. (1 — wy)

fis =900 X 0,8 + 850 X 0,2 = 720 + 170 = 890

Observamos que a média a posteriori esta entre a média a priori e o resultado (como vimos antes). Como a
precisdo a priori corresponde a uma parcela significativa da precisdo total, a média a posteriori é bem
préxima da média a priori.

Também podemos calcular o aumento da precisdao, em relagdo a precisao a priori:

_ 1 1
P1a P0A=__1=__1=1,25—1=0,25
Poa Wa 0,8

Ou seja, a precisao aumentou em 25% para o fisico A.

2 Box & Tiao (1992)
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Agora, vamos fazer o mesmo para o fisico B. A precisao a posteriori é dada por:

B by = 1 4 1
Pip = Pop TPy = T(%B o2
1
P1a = 6400 + 1600 0,00015625 + 0,000625 = 0,00078125

A variancia a posteriori é o inverso desse resultado:

1 1

2
5" pp 000078125
Agora, vamos calcular a proporg¢ao w entre a precisao a priori e a precisao total:

pos  0,00015625
WB e T —————] O,
pis  0,00078125

Ou seja, a precisao a priori corresponde a 20% da precisao a posteriori.
Por fim, a média a posteriori para o fisico B é:
tip = top-Wg + x. (1 — wp)
uip =800 x 0,2+ 850 x 0,8 =160+ 680 = 840

Novamente, a média a posteriori estd entre a média a priori e o resultado, mas, para o fisico B, a nova média
estd muito mais préxima do resultado do que da média a posteriori, uma vez que a precisdo a priori é bem
pequena em relacdo ao total.

E 0 aumento da precisdo foi na proporg¢do de:

- 1 1
PiB pOB:__lz__1:5_1:4
Pos Wp 0,2

Ou seja, a precisao aumentou em 400%.

Embora esse aumento seja muito maior do que o aumento na precisdo para o fisico A (de 25%), a precisdo a

posteriori do fisico B (ﬁ = 0,00078125) continua sendo bem inferior a do fisico A (ﬁ = 0,003125).

Distribuicdes Conjugadas

Quando a conjugacdo entre distribuicbes esta presente, as distribuicbes a priori e a posteriori pertencem a
mesma classe de distribuicoes.

Nessa situacdo, o aprendizado com as observac¢des (ou testes) se resume em atualizar os parametros da
distribuicdo a priori.

Isso ocorreu no exemplo que acabamos de ver - as distribuicdes tanto a priori quanto a posteriori sdo
normais; e o aprendizado se resumo em atualizar os parametros da distribuicdo.
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Para ndo confundir com o pardmetro desconhecido que desejamos estimar, chamamos os pardmetros da
distribuicdo a priori (que sdo atualizados) de hiperparametros.

A definigcao de distribuicdes conjugadas é a seguinte:

Sendo F = {p(x|6)} uma classe de distribuicbes amostrais, entdo uma classe de
distribuicées P é conjugada a F se:

Vp(x|6) E Fep(6) EP - p(f|x) EP

Ou seja, as distribuicGes a priori p(0) e a posteriori p(8|x) pertencerdo a mesma classe P, se a fungdo de
verossimilhanga p(x|6) pertencer a uma classe F conjugada a P.

Distribuicdao Beta

Vamos supor que uma populacdo siga distribuicio de Bernoulli com parametro 0 < 8 <1 e que seja
extraida uma amostra X3, X5, ..., X;, de tamanho n.

Nessa situacdo, cada elemento da amostra assume o valor 1 com probabilidade 8 e o valor 0 com
probabilidade (1 — ).

Assim, a distribuicdo de probabilidade de cada elemento da amostra pode ser representada como:

p(x;|0) = 6%i(1 — o)™, x;=0,1

E a fungdo de verossimilhanca p(x|0), que corresponde a distribuigdo conjunta dos resultados da amostra,
condicionada ao parametro 8, é dada por:

p(x]0) = p(x110) X p(x2]6) X ... X p(x,|6)
p(x6) = 6=1%i(1 — o) Tk
Fazendo t = )L, x;, podemos representar a fungdo de verossimilhanga como:
p(x|6) =6°(1 —)"*

Essa distribuicdo é proporcional a uma distribuicdo Beta.
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SE LIGA!

A distribuicdo Beta depende dos parametros @ > 0 e f > 0 e a sua f.d.p. é dada por:

_ T@+B) a-171 _ -1
f(x)—r(a)_r(ﬁ)x 1-xF 1 0<x<1

Em que I" é a fungdo gama. Para valores inteiros e positivos, temos:
'n+1) =n!

T'(a+B)
I'(a).T'(B)

Na pratica, a razao funciona como uma constante de normalizagao.

A média da distribuicao Beta é:

E(X)=—

a+f

Pontue-se que a distribuigdo uniforme no intervalo (0,1) é um caso particular da
distribuicdo Beta com parametrosa =1e 8 = 1.

Essa distribuicao uniforme pode ser utilizada como distribuicdo a priori quando n3ao ha
informacdes a respeito da proporg¢ao desconhecida, chamada priori ndao informativa.

Comparando os expoentes de 8 e (1 — 8) da fun¢do de verossimilhanga e os expoentes de x e (1 — x) da
distribuicdo Beta, podemos observar que:

t=a—-1-a=1+t
n—t=f—-1-p=1+n-t

Portanto, a funcdo de verossimilhanca de uma populacdo de Bernoulli segue uma distribuicdo Beta com
parametrosa =1+teff=1+n—t.

Pelo Teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori é proporcional ao produto da funcao de verossimilhanga
pela distribuicdo a priori:

p(01x) < p(x|0) x p(0) = 0°(1 — O)"~* X p(0)
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Vamos supor que a distribuicdo a priori de 6 seja Beta com parametros a, e f3,. Podemos indicar a
distribuicdo a posteriori como:

p(6]x) « p(x]6) x p(6) =« HL(1 — B)"t x §%~1(1 — §)Fo~1
p(@lx) e 9ao+t—1(1 _ 6)ﬁ0+n—t—1

Comparando os expoentes de 8 e (1 — 8) dessa funcdo e os expoentes de x e (1 — x) da distribuicdo Beta,
podemos observar que:

apt+t—l=a—-1-a=ay+t
Pfotn—t—1=p—-1->B=Bo+n—t

Ou seja, se a funcdo de verossimilhanga seguir distribuicdo de Bernoulli e a distribuicdo a priori seguir
distribuicdo Beta com parametros a, e [y, a distribuicdo a posteriori seguira distribuicdio Beta com
pardmetrosag +tefo+n—t emquet = Y- X;.

Assim, concluimos que a distribuicdo Beta é conjugada a distribuicdo de Bernoulli.

Embora tenhamos verificado para as distribuicGes Beta com parametros inteiros, podemos ampliar para
todas as distribuicGes Beta (com parametros positivos).

Por exemplo, vamos supor que, de uma amostra de tamanho n = 5, extraida de uma populacao de Bernoulli
com parametro 6 desconhecido, foram observadas t = 3 sucessos.

Vamos considerar que a distribuicdo a priori para o parametro desconhecido é uniforme no intervalo (0, 1),
o que corresponde a uma distribuicdo Beta com parametros ay = 1e B, = 1.

Nessa situacdo, a distribuicdo a posteriori serd Beta com os seguintes parametros:
a=ay+t=1+3=4
B=pByp+n—t=1+5-3=3

Agora, vamos verificar o que ocorre quando a func¢ao de verossimilhanga segue distribuicdo binomial com
parametros n (conhecido) e 8 (desconhecido), dada por:

p(le) = Cn,x- Qx(l - H)n—x

Que é proporcional a uma distribuicdo Beta com parametrosa =1+ xeff=1+n —x.

Pelo Teorema de Bayes, a distribuicdao a posteriori é proporcional a:

p(61x) « p(x]0) x p(6) = Cpx. 07(1 = 6)"* X p(6)
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Considerando que C,, , € uma constante nessa situacdo, temos:

p(6lx) o 6%(1 —6)"" X p(6)

Sendo a distribuigdo a priori uma distribuicdo Beta com parametros e 3, temos:
p(0]x) x 8*(1 — )" * x 9% ~1(1 — g)Fo~1
p(0]x) x §F+*=1(1 — g)Botn-x-1
Ou seja, a distribuigdo a posteriori segue distribuicao Beta com parametrosa = a9+ xe f = ffo + n — x.

Assim, a distribuicdo Beta também é conjugada a distribuicdo binomial.

Por exemplo, vamos supor a distribuicdao Beta a priori com parametros a, = 0,5 e f, = 0,5. Assim, supondo
uma amostra de tamanho n = 10, com x = 2 observacbes favoraveis, a distribuicdo a posteriori terd os
seguintes parametros:

a=05+4+2=25
B=05+10—-2=28,5

Vamos com

©. TUDO!

g

e s A 1 1 _ e s .
A distribuicao Beta com parametros ag = ;€ Bo = 2 também é uma distribuicdo a priori

nado informativa, utilizada quando a informacao a priori é vaga. Ela resulta da aplicagdo do
Método de Jeffreys para o modelo binomial (incluindo, a distribuilcdo de Bernoulli).

De maneira geral, a distribuicdo a priori nao informativa obtida por esse método é
proporcional a raiz quadrada da informacgao esperada de Fisher:

p;(0) «1(6)

Para distribuicdes da familia exponencial, a informacdo esperada de Fisher pode ser
calculada como:

62

1(6) = —Ey (692 In p(x|9))

Sempre que a distribuicdo a posteriori possuir normalidade assintdtica, como é o caso das
funcbes que estudamos aqui, a distribuicdo a priori obtida pelo Método de Jeffreys
corresponde a distribuicdo a priori ndo informativa de referéncia, qual seja, aquela que
maximiza a falta de informagao.
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A distribuicdo Beta também é conjugada as distribuicdes amostrais geométrica e binomial
negativa.

HORA DE

PRATICAR!

(VUNESP/2021 — EsFCEx) Na abordagem bayesiana, com base no conhecimento que se tem sobre um :
: parametro 6, pode-se definir uma familia paramétrica de densidades. Nesse caso, a distribuicdo a priori é
representada por uma forma funcional, cujos parametros devem ser especificados de acordo com esse :
conhecimento. Essa abordagem, em geral, facilita a analise e o caso mais importante é o de prioris
conjugadas. A ideia é que as distribuicdes a priori e a posteriori pertencam a mesma classe de distribuicoes
e, assim, a atualizacdo do conhecimento que se tem do parametro 8 envolve apenas uma mudanca nos
: hiperparametros.

Nesse caso, assinale a alternativa em que é correto afirmar que a priori é conjugada.
a) Distribuigdo a priori Beta de parametros inteiros € conjugada a familia Bernoulli.
b) Distribui¢do a priori Uniforme é conjugada a familia Normal.

c) Distribuicdo a priori Poisson é conjugada a familia Normal.

d) Distribuicdo a priori Normal é conjugada a familia Bernoulli.

e) Distribui¢do a priori Beta de parametros inteiros é conjugada a familia Gama.
Comentarios:

A distribuicao Beta é conjugada a distribuicdo de Bernoulli, ou seja, quando a popula¢ao segue distribui¢ao
: de Bernoulli e a distribuicdo a priori pertence a familia Beta, entdo a distribuicdo a posteriori também
: pertencera a familia Beta.

A distribuicdo Beta também é conjugada a distribuicdo binomial, geométrica e binomial negativa.

Gabarito: A

(FGV/2021 - FunSaude/CE) Suponha que X;, X5, ..., X,, seja uma amostra aleatéria de uma distribuicdo
: Bernoulli (8), 8 desconhecido.

Se usarmos uma distribui¢do a priori Beta (@« = 1, = 1) para 6, se n = 10 e se as observag¢des sdo 1, 0, 0,
0,1,1,0,1,1, 1, entdo a distribuicdo a posteriori de 8, dada a amostra observada tem distribuicdo Beta com
: parametros iguais a

Ea)6e4
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ib)7e5
Ec)6e10
;d)8e6
Ee)9e5
EComenta’rios:

Quando a populacdo segue distribuicdo de Bernoulli e a distribuicdo a priori segue distribuicdo Beta com
parametros a e [, entdo a distribuicdo a posteriori serd Beta, com parametros a +te f +n —t, em que

O enunciado informa que @ = 1, B = 1 e n = 10. A partir da amostra fornecida, observamos que t = 6.
: Assim, os parametros da distribui¢do a posteriori sdo:

a+t=1+6=7
: p+n—t=14+10—-6=5
EGabarito:B

(2022 - PROGEP-FURG) Sejat(8)~Beta(a, $), a, B > 0 uma distribui¢do a priorie f(x|6) = Bin(n,0) uma
: fungdo de verossimilhanca. Portanto, visto que as distribui¢des Beta e Binomial pertencem a mesma familia,
: ou seja, sdo conjugadas, a distribuicdo posterior que se procura € dada por

a) t(x|@)~Beta(x + a,n — x + )

b) m(x|@)~Beta(x +a —1,n —x + f8)
c) m(x|8)~Bin(x + a,n — x + )

d) t(@|x)~Bin(x,n — x)
e)r(f|x)~Beta(x + a,n —x + )
Comentarios:

A distribuicdo Beta é conjugada a distribuicdo binomial, ou seja, quando a funcdo de verossimilhanca segue
distribuicdo binomial e a distribuicdo a priori pertence a familia Beta, entdo a distribuicdo a posteriori
: também pertencerad a familia Beta.

Sendo a e f§ os parametros da distribuicdo a priori, entdo os parametros da distribui¢do a posteriori serdo
fat+xef+n—x

Acrescenta-se que a distribuicdo a posteriori, que representa a distribuicdo do parametro desconhecido 8
: ap6s a observagdo da amostra x é indicada como 7 (6|x), e ndo como m(x|6).

Gabarito: E

(2019 — EsFCEx) Seja X urna variavel aleatdria com distribuicdo de Bernoulli de parametro 0 < 8 < 1, a priori
: de Jeffreys para este modelo é dada por:

a) Beta (l l)

4’4

a3
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c) Beta (1,%)
d) Beta (%, 1)
e) Beta G, 1)

: Comentarios:

A distribuicdo a priori de Jeffreys para o modelo binomial (incluindo a distribuicdo de Bernoulli) para o
: parametro 6, que corresponde a distribui¢do a priori ndo informativa que maximiza a falta de informacdo,
: € a distribuigdo:

Gabarito: B

A distribuicdo Dirichlet é uma generalizagdo da distribuicdo Beta para k = 2. A f.d.p. da
distribuicao Dirichlet é dada por:

_TES ) a1 a1 ko, _
p(xy, s Xl ) = ————=x; 0 xS, Xioaxi=1, ag,..ar>0
[Ti=; (o)

Essa distribuicdo é conjugada a distribuicdo multinomial, que é uma generalizacdo da
distribuicdo binomial para k = 2. A f.d.p. da distribuicdo multinomial é dada por:
n!

— k  pXi
p(xqy, X, ..., X |0) = T i=1 0;"

Distribuicido Normal

Anteriormente, vimos que, para uma Unica observacao, a familia de distribuicdes normais é conjugada a
distribuicdo normal, com média desconhecida e varidncia conhecida.

Sendo u, e TZ os parametros da distribuicio a priori; e 62 a variancia da funcio de verossimilhanga, entio
os parametros da distribuicdo a posteriori i, e T2, apds uma Unica observagdo, sdo dados por:

Ho X

2t 1 1 1
i =7 1 = >

To o
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2
. , — R T o . n . YOI T
Para uma amostra de tamanho n, substituimos x por ¥ (média amostral) e a2 por g (varidncia da média

amostral), de modo que os parametros da distribuicao a posteriori sdo dados por:

Yo  N.X
2 ol 1 1 n

W = ===
1.n’ 1 1§ o?
12 o2

Assim, como vimos anteriormente, o inverso da varidncia corresponde a precisao, que representa o nivel de

. ~ . - o 1 . . . 1
informagdo. Assim, a precisdao a posteriori p; = = corresponde a soma das precisdes a priori py = e da
1 0

. . n
verossimilhanga p, = =

P1 =Do t+ Dy
Também podemos definir a razao entre a precisao a priori p, = Tiz e a precisao a posteriori p; = Tiz:
0 1
Po Po
w=—=—-
P1 PotDy

De modo que a média a posteriori pode ser reescrita como:

_ Ho-Po +X.py

=w.luy+ (1 —-w).x
Po + Py °

251

Que corresponde a uma combinagdo linear entre a média a priori e o resultado observado, assumindo um
valor intermedidrio:

min{po, X} < gy < max{uo, X}

Por exemplo, vamos considerar o exemplo anterior do fisico A, cuja distribuicdo a priori para a constante
fisica desconhecida é normal com média i, = 900 e variancia 73 = 400; com o mesmo aparelho de teste,
cujos resultados seguem distribuicdo normal com média 8 e variancia 6% = 1600.

Agora, vamos supor que, em uma amostra de tamanhon = 100, tenha sido verificada uma média x = 870.

A precisao a posteriori é a soma das precisdes a priori e da verossimilhanca:

1 n 1 100

P1=DPotPy=—7+

— =—4+-—— =10,0025 + 0,0625 = 0,065
27 6% 400 ' 1600

A variancia a posteriori é o inverso desse resultado:

1 1

p. 0,065

T% =~ 154

A proporg¢ao w entre a precisao a priori e a precisao total é:

po 0,0025
w=—=———7—=0,04
D1 0,065
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E a média a posteriori é:
Uy = to-w+ x.(1 —w) =900 x 0,04 + 870 x 0,96 = 36 + 835,2 = 871,2

Que esta entre a média a priori e a média amostral, mas muito mais préximo da média amostral, porque a

o~ n Lo L x - 1 . ~
sua precisdop, = — = 0,0625 é muito superior a precisao do fisico p, = = = 0,0025 e assim a razdo entre
0

a precisdo a priori e a precisao total é muito pequenaw = ZO = (0,04.

*

A priori ndo informativa para esse caso pode ser obtida, fazendo a variancia da distribuigcao
a priori tender ao infinito 73 — .

Nessa situacdo, os parametros da distribuicdao a posteriori serdo:

0+? _ 1 0
= =X _— + —_—
H 0+ ’ 2 o2

Ou seja, os parametros da distribuicdo a posteriori coincidem com os parametros da
inferéncia classica.

HORA D

PRATICAR!

(Cebraspe/2014 ANATEL - Adaptada) Considere uma amostra aleatdria simples X1, X, ..., Xn retirada de
: uma distribuicdo normal apresenta média p e desvio padrdo 1. Com base nessas hlpoteses julgue o item :
: seguinte.

A distribuicdo a priori conjugada da média p é normal.
Comentarios:

: O enunciado informa que a amostra é extraida de uma populagdo normal com média desconhecida e :
: variancia conhecida (no caso, o desvio padrao foi informado). A distribuicdo conjugada a essa distribuicdo :
: amostral é a distribuicdo normal. :

: Isso significa que se a funcdo de verossimilhanca é normal com variancia conhecida; e se a distribuicdo a :
: priori € normal, entdo a distribuicdo a posteriori também é normal.

Resposta: Certo.
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Distribuicido Gama

Agora, vamos supor que uma populacdo siga distribuicdo de Poisson com pardametro 6 e que seja extraida
uma amostra X4, X5, ..., X;, de tamanho n.

Nessa situagao, a distribuicao de probabilidade de cada elemento da amostra pode ser representada como:
-0 X:
e v.0%
p(x:16) = Tl

i+

E a fun¢do de verossimilhanca p(x|8), que corresponde a distribuigdo conjunta dos resultados da amostra,
condicionada ao parametro 8, é dada por:

e 0 griziXi
p(x10) = p(x,16) X p(x,16) X ... X p(x,|6) = —

i=1 i

Fazendo t = )/~ x; e considerando que []/-; x;! é uma constante nessa situagdo, podemos representar a
funcdo de verossimilhanga como:

p(x|0) x e ™0 9t

Essa distribuicdo é proporcional a uma distribuicdo Gama.

. 9]

SE LIGA!

A distribuicdo Gama depende dos parametros @ > 0 e f > 0 e a sua f.d.p. é dada por:

Ba
flx) = @x“‘le‘ﬁx, 0<x<1

o4

Sendo o) uma constante de normaliza¢dao. A média e a variancia dessa distribuicdo sdo:

a

EX) =5, V) =5

Pontue-se que a distribuicdo exponencial é um caso particular da distribuicdo Gama com
a = 1; e a distribuicdo de Erlang (hipoexponencial), formada pela soma de n variaveis
exponenciais independentes, também é um caso particular com a = n.

Ademais, a distribuicdo qui-quadrado com k graus de liberdade também é um caso

. e k 1
particular da distribuicdo Gama, com a = e B = s
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Pelo Teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori é proporcional ao produto da funcao de verossimilhanga
pela distribuicdo a priori:

p(01x) < p(x|6) x p(8) = e ™b.6" x p(6)

Supondo que a distribuicdo a priori de 8 seja Gama com parametros e 3y, podemos indicar a distribuicdao
a posteriori como:

p(0]x) x p(x|6) X p(0) ox e ™.t x g% ~1g=Fob
p(6]x) o gFo+t=1g=(Bo+n)0
Comparando os expoentes dessa fungao com os da distribuicdo Gama, podemos observar que:
a—l=ay+tt—-1->a=ay+t
B=PBotn

Ou seja, se a funcdo de verossimilhanga seguir distribuicdo de Poisson e a distribuicdo a priori seguir
distribuicdo Gama com parametros a, e B,, a distribuicdo a posteriori seguird distribuicdo Gama com
pardmetros @y +te By +n,emquet = XL x;.

Assim, concluimos que a distribuicdo Gama é conjugada a distribuicdo de Poisson.

g+t
ﬁ0+n

e a média amostral = assumindo um valor intermedidrio entre esses dois extremos.

Acrescenta-se que a média da distribuicdo a posteriori é uma combinacao linear entre a média a priori

To

Bo

Por exemplo, vamos supor que, de uma amostra de tamanho n = 5, extraida de uma populacdo de Poisson
com média Ap desconhecida, foram observadas t = 3 ocorréncias emn = 5 horas.

Vamos considerar que a distribuicdo a priori desse parametro seja exponencial com parametro Ay = 2, o
que corresponde a uma distribuicdo Gama com parametros a, = 1 e §, = 2.

Nessa situacdo, a distribuicdo a posteriori serda Gama com os seguintes parametros:
a=ay+t=1+3=4
B=pPo+n=2+5=7

A média dessa distribuicdo é dada por:

EG )=ttt sy
Pos _Bo+n_7_ )

;o es . ;g 4 1 , - t 3
Que é intermedidrio entre a média a priori ﬁ—o =5= 0,5 e a média amostral == 0,6.
0
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A distribuicdo Gama também é conjugada a distribuicao normal com média conhecida e
variancia desconhecida; bem como a distribuicdo normal com média e varidncia
desconhecidas.

HORA DE

PRATICAR!

(2019 EsFCEx) Em Estimacdo Bayesiana, prioris conjugadas sdo utilizadas no sentido que as distribuicdes a
: priori e a posteriori pertencam a mesma classe de distribuicdes. Assinale a alternativa que NAO E um
: exemplo de familia conjugada natural as distribui¢des: :

a) Bernoulli e Beta.

b) Poisson e Gama.

c) Multinomial e Dirichlet.

d) Binomial com n conhecido e normal com ¢ conhecido.

e) Binomial com n conhecido e Beta.

Comentarios:

Precisamos identificar a alternativa que ndo indica distribuicdes conjugadas.

A distribuicdo Beta é conjugada tanto a distribuicao de Bernoulli e quanto a distribuicao binomial (com n
conhecido), logo as alternativas A e E estao corretas.

A distribuicdo Dirichlet (generalizacdo da distribuicdo Beta) é conjugada a distribuicdo multinomial

: (generalizacdo da distribui¢do binomial), logo a alternativa C esta correta. :

A distribuicdo Gama é conjugada a distribuicao de Poisson, logo a alternativa B esta correta.

: No entanto, as distribuicdes binomial e normal ndo sdo conjugadas. A distribuicdo normal com variancia :
: conhecida é conjugada a prdpria distribuicdo normal.

Gabarito: D

(Cebraspe/2016 — FUNPRESP) A amostra aleatéria simples X;, X5, ..., X,, foi retirada de uma distribui¢do de

X1+Xp++Xn

: Poisson, em que a média é M e a variancia é Ve a média amostral é X = . Com relacdo a essa

: amostra, julgue o item a seguir.

Em inferéncia bayesiana, a distribuicdo a priori conjugada para o parametro M segue a distribuicdo normal,
: e a distribuicdo preditiva a posteriori segue a distribuigdo binomial.
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Comentadrios:
A distribuicdo conjugada a distribuicdo de Poisson é a distribuicio Gama.

Isso significa que quando a amostra é extraida de uma distribuicdo de Poisson e a distribuicdo a priori segue
: distribuicdo Gama, a distribuicdo a posteriori também segue distribuicdo Gama. :

Gabarito: Errado

(FGV/2014 — SUSAM) Suponha que X;, X5, ..., X,, seja uma amostra aleatéria de uma distribuicdo Poisson
: com parametro A desconhecido (4 > 0) e que a distribuigdo a priori de A seja uma distribui¢do gama (a, ). :

Assinale a opgdo que indica a distribui¢ao a posteriori de 4, dado que X; = x;,i =1, ...,n
a) gama(a + Xi—; x;,nf)

b) gama(a + Y=, x;, B +n)

) gama(a + T, x;, B)

d) normal(a + &, x)?)

e) Beta(a — X x;, /1)

Comentarios:

Quando a populacdo segue distribuicdo de Poisson com parametro A e a distribuicdo a priori segue
distribuicdo Gama com parametros a e [, entdo a distribui¢cdo a posteriori seguira distribuicdo Gama com
: os parametros a’ e B’ dados por: '

n
a’=a+2xi
—

l

B'=B+n

Gabarito: B

Estimadores de Bayes

Um bom estimador 6(x), calculado a partir dos dados da amostra, para o parametro 6, é aquele cujo erro
6 (x) — 6 se aproxima de zero, com alta probabilidade.

Assim, para cada estimativa a, podemos associar uma perda L(a, ), de modo que quanto maior a diferenca
entre a e 8, maior a perda.

A perda esperada a posteriori é dada por:

E[L(a,8|x) =JL(a, 0)p(6|x)dx

O estimador de Bayes é aquele que minimiza a perda esperada.
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Agora, veremos fungdes simétricas de perda, em que o peso de uma superestimacao é igual ao de uma
subestimacdo, ou seja, a gravidade desses erros é a mesma.

A funcdo de perda mais utilizada é a funcdo de perda quadratica:
L(a,8) = (a—0)?

Considerando essa fungdao de perda, o estimador de Bayes para o parametro 6 corresponde a média da
distribuicdo a posteriori.

Por exemplo, vamos supor uma amostra aleatdria extraida de uma populacdo de Bernoulli com parametro
0 desconhecido. Vamos considerar a distribuigdo a priori conjugada, qual seja Beta com parametros a e f3.

Nessa situagdo, a distribuicdo a posteriori serd Beta com pardmetrosa +te 8 +n—t,emquet = Y-, X;.
Pela funcdo de perda quadratica, o estimador de Bayes para 0 serd a média da distribuicdo a posteriori:

a a+t a+t
a+p a+t+pf+n—t a+ B+n

E(X) =

Vamos considerar o exemplo da amostra de tamanho n = 5, extraida de uma populacdo de Bernoulli com
parametro 6 desconhecido, em que foram observadas t = 3 sucessos; e que a distribuicdo a priori é
uniforme no intervalo (0, 1), a qual corresponde a uma distribuicdo Beta com parametrosa =1ef = 1.

A média da distribuicdo a posteriori é dada por:

() = a+t 143 4
T a+ B+n 14+1+5 7

Essa é a estimativa de Bayes, considerando a fun¢ao de perda quadratica, para a propor¢ao desconhecida 8
de sucesso da populacdo de Bernoulli.

Agora, vamos supor uma amostra extraida de uma populacdo que segue distribuicio de Poisson com
parametro 6 desconhecido. Vamos considerar a distribuicdo a priori conjugada, qual seja Gama com
parametrosa e f5.

Nessa situag¢do, a distribuicdo a posteriori seguird distribuigdo Gama com parametros a + t e f + n, em que
t = ?21 .Xl.

Pela funcdo de perda quadratica, o estimador de Bayes para 0 serd a média da distribuicdo a posteriori:

!
a a+t
EX)=—2=
p p+n
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Vamos considerar o exemplo da amostra de tamanho n = 5, extraida de uma populacdo de Poisson com
média Ap desconhecida, em que foram observadas t = 3; e a distribuicdo a priori exponencial com
parametro Ay = 2, o que corresponde a uma distribuicdo Gama com parametrosa = 1e ff = 2.

Calculamos a média dessa distribuicdao, dada por:

at+t 4
E(Xpos) =m=75 0,57

Essa é a estimativa de Bayes, considerando a fungdo de perda quadratica, para a média desconhecida Ap da
populagdo de Poisson.

Entende-se que a funcdo da perda quadratica penaliza excessivamente o erro de estimag¢do. Uma funcdo de
perda cuja penalidade cresce linearmente com o erro de estimagao é a fungao de perda absoluta:

L(a,B8) =|a— 0|

Considerando essa funcdo de perda, o estimador de Bayes para o parametro 6 corresponde a mediana da
distribuicdao a posteriori.

Outra funcdo de perda que penaliza ainda menos os erros de estimacado é a chamada funcdo de perda 0-1,
que associa uma perda fixa ao erro, independentemente de sua magnitude, atribuindo uma perda de 1 para
valores incorretos e 0 para valores corretos:

1, seIa—9|>e}
0, sela—0|<e

L(a,0) = {

Para todo e > 0.

Considerando essa funcdo de perda, o estimador de Bayes para o parametro 6 corresponde a moda da
distribuicao a posteriori, o qual é denominado Estimador de Maxima Verossimilhan¢a Generalizado (EMVG).

No caso continuo, a moda da distribuicdo a posteriori corresponde ao valor do parametro para o qual a
derivada da funcdo é nula:

d[p(6]x)]

dx =0

Sabendo que p(8|x) « p(x|0) X p(0), podemos calcular a moda como:

d[p(x]6) x p(6)]
dx

Assim, para esse estimador, ndo é necessario conhecer a distribuicdo a posteriori exata.
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Por exemplo, vamos supor uma amostra aleatéria de tamanho n extraida de uma populacdo com distribuicao
normal com média 8 desconhecida e variancia conhecida o?; e a distribuigdo a priori conjugada, qual seja
normal com média , e variancia o¢.

Nessa situagao, a distribuicdo a posteriori sera normal, em que a média, a mediana e a moda coincidem.

Assim, o estimador de Bayes para 8, considerando qualquer uma das trés fungdes de perda que vimos, é a
média da distribui¢do a posteriori, dada por:

| S

+

Q
N

Ui =

|3

+

S~ SME
N

g

No exemplo do fisico A, em que a média da amostra de tamanho n = 100 foi X = 870, calculamos que a
média da distribuicdo a posteriori foi u; = 871,2. Esse é a estimativa de Bayes, considerando qualquer
funcdo de perda que vimos.

HORA DF
PRATICAR!

: (FGV/2022 - TRT/PB) Deseja-se estimar a proporc¢do 6 de itens defeituosos numa grande producdo de itens.
Suponha que ndo se tenha informacdo prévia sobre o valor de 8, de modo que uma densidade a priori
: Uniforme no intervalo (0,1) seja usada para 6. :

Suponha ainda que uma amostra aleatéria simples de tamanho 15 seja obtida (note: sdo 15 ensaios
: Bernoulli(0)) e que 2 itens defeituosos e 13 ndo defeituosos sejam constatados. Se a fun¢do de perda de erro :
: quadrdtico for usada, a estimativa de Bayes a posteriori para g € igual a :

a) 2/15.
: b)3/17.
c) 4/15.
 d) 5/17.
e) 2/13
Comentarios:

! Utilizando a funcdo de perda quadratica L(a,8) = (a — 0)?, o estimador de Bayes para o pardmetro 6
: desconhecido corresponde a média da distribuigdo a posteriori. :
Quando a amostra segue distribuicdo de Bernoulli e a distribuigdo a priori é Beta com parametros @ e 3, a

distribui¢do a posteriori serd Beta com pardmetros a +t e f+n —t, em que t = Y/, x;. A média dessa
: distribuicdo é dada por: :

a a+t a+t
E(X) == 7 = =
a+p a+t+p+n—-t a+ f+n
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A distribuicdo uniforme no intervalo (0, 1) corresponde a uma distribuicdo Beta com parametros a =1 e
B = 1. Além disso, o enunciado informa que a amostra tem tamanho n = 15, sendo verificados t = 2 itens
defeituosos. Assim, o estimador de Bayes para o parametro desconhecido é: :

a+t 1+2 3

EX: = = —
&) a+ f+n 1+1+15 17

Gabarito: B

Estimacao por Intervalos

Enguanto na estimacgao pontual resumimos toda a informacgdo presente na distribuicdo a posteriori em um
Unico valor; na estimacgdo por intervalos, construimos um intervalo em torno desse ponto, para indicar o a
precisao da estimativa.

Esse intervalo, construido a partir da distribuicdo a posteriori, é chamado de intervalo de credibilidade (ou
intervalo de confianca Bayesiano), cuja definicdo é:

C é um intervalo de credibilidade ao nivel 1 — a para 8 se P(6 € C) = 1 — a.

Na estatistica Bayesiana, podemos dizer que 1 — a é a probabilidade de o verdadeiro parametro (que é uma
variavel aleatdria) pertencer ao intervalo de credibilidade.

Embora a probabilidade de 8 € C possa ser maior que 1 — «, pela definicdo, em geral, utilizamos aigualdade,
pois desejamos que o intervalo seja o menor possivel, pois quanto menor o intervalo, mais precisa é a
estimativa.

O sinal de maior ou igual é considerado quando ndo for possivel satisfazer a igualdade, o que pode ocorrer
com variaveis discretas.

Os extremos do intervalo de confianga sdo os quantis Qz e 0, _« da distribui¢cdo a posteriori, tais que:
2 2

P<9| < )—a P(9| < )—1 a
X Q%—z, X Ql_%— >

N |
N |

'«

1-—=

2
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Por exemplo, para um nivel 1 — a = 95%, ou seja, @ = 5% de credibilidade, os extremos do intervalo serdo
Q2,59 € Qo7 59, da distribuicdo a posteriori.

Assim como os intervalos de confianga da estatistica classica, os intervalos de credibilidade sao invariantes
a transformagdes 1 a 1, o que significa que podemos aplicar uma fungdao ao parametro 6 e aos limites do
intervalo de credibilidade [a, b], de modo que o novo intervalo [¢(a), ¢ (b)] serd um intervalo com o mesmo
nivel de credibilidade para o novo parametro ¢(8).

J4, os intervalos de maxima densidade a posteriori (MDP ou HPD - Highest Posterior Density) minimizam o
tamanho do intervalo, mantendo o nivel de confianca 1 — a.

Para isso, considera-se o intervalo de valores de 8 com maior densidade a posteriori.

A defini¢dao de intervalo de maxima densidade a posteriori é:

Um intervalo de credibilidade C ao nivel 1 — a para 6 é de mdxima densidade a posteriori
se C ={0:p(0|x) = k,}, sendo k, a maior constante talque P(A €C) =21 — «

Em outras palavras, as densidades da distribuicdo a posteriori delimitada pelo intervalo MDP serdo as
maiores possiveis, desde que a probabilidade de o parametro pertencer ao intervalo seja 1 — a.

Consequentemente, os intervalos MDP apresentam as seguintes propriedades:

e a densidade para qualquer ponto pertencente ao intervalo é maior que a densidade para qualquer
ponto ndo pertencente ao intervalo;
e para um nivel de credibilidade 1 — a, o intervalo é o de menor comprimento.

Se a distribuicdo a posteriori for unimodal e simétrica (com duas caudas), o intervalo MDP coincide com o
intervalo de credibilidade. Caso contrario, é possivel encontrar intervalos MDP que consistem na unido de
intervalos.

PRATICAR!

: (Cebraspe/2019 — TJ-AM) Acerca de métodos usuais de estimagdo intervalar, julgue o item subsecutivo.
: Intervalos de credibilidade independem da distribuicdo a priori utilizada.
Comentarios:

Embora o intervalo de credibilidade seja construido em torno da distribuicdo a posteriori, esta depende da
: distribuicdo a priori. Assim, os intervalos de credibilidade ndo independem da distribuicdo a priori. :

Gabarito: Errado.
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(VUNESP/2021 — EsFCEx) Uma alternativa bayesiana em relagdo ao intervalo de confianga empregado na
: estatistica classica é o intervalo de credibilidade. :

Assinale a alternativa que define corretamente o que representa o intervalo de credibilidade de 95%.

a) O intervalo de credibilidade de 95% para um parametro é o intervalo delimitado pelos percentis 5% e 95%
: da distribuicdo a posteriori para o parametro. :

b) O intervalo de credibilidade de 95% para um parametro é o intervalo delimitado pelos percentis 2,5% e
: 97,5% da distribui¢do a priori para o parametro. :

c) O intervalo de credibilidade de 95% para um parametro é o intervalo delimitado pelos percentis 2,5% e
: 97,5% da distribuicdo a posteriori para o parametro :

d) O intervalo de credibilidade de 95% para um parametro é o intervalo delimitado pelos percentis 5% e 95%
: da distribuigdo a priori para o parametro. :

e) O intervalo de credibilidade de 95% para um parametro é o intervalo delimitado pelos percentis 5% e 95%
: da fungdo de verossimilhanga dos dados.

: Comentarios:

! Um intervalo de credibilidade a um nivel 1 — @ = 95% (a = 5%) é delimitado pelos quantis Qg /2 = Q2,59
i @ Q1_q/2 = Qo759 da distribuicdo a posteriori. Assim, a Unica alternativa correta é a C.

Gabarito: C

(Cebraspe/2013 — CNJ) Com relagdo a inferéncia estatistica, julgue o item a seguir.

Entre todos os intervalos que possuem o mesmo nivel de credibilidade, o intervalo HPD (highest probability
: density) € o que proporciona a maior amplitude possivel. :

: Comentarios:

: O intervalo HPD é aquele que concentra as maiores densidades da distribuicdo a posteriori do parametro :
: desconhecido, o que torna o intervalo com a menor amplitude possivel, dentre agueles com o mesmo nivel :
: de credibilidade. :

Gabarito: Errado

(2022 - FURG) O intervalo de credibilidade delimita, com probabilidade especificada, um conjunto de
: parametros plausiveis para o parametro de acordo com sua distribui¢do posterior marginal. :

: E correto afirmar que:

a) O intervalo de credibilidade percentil 95% para 6 simbolizado por ICrssy € o intervalo delimitado pelos
: percentis 0% e 95% da distribui¢cdo posterior marginal p(6 | x) para 6. :

b) O intervalo de credibilidade percentil 95% para 8 simbolizado por ICrgs% inclui os valores mais extremos
: em cada cauda da distribui¢do posterior marginal. :

c) O intervalo de credibilidade percentil 95% para 8 simbolizado por ICresy é o intervalo delimitado pelos
: percentis 2,5% e 97,5% da distribui¢cdo posterior marginal p(6 | x) para 6. :

d) O intervalo de maiores densidades de 95% para 8 simbolizando por HDIrgsy inclui os valores que
: representam as 5% menores densidades na distribuicdo posterior. :

-"'-FFFF'-'_'-'_
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e) O intervalo de maiores densidades de 95% para 6 simbolizando por HDIrgsy exclui os valores que
representam as 5% menores densidades na distribuicdo posterior de forma igualitaria, independente da
: simetria da distribuicdo posterior. :
Comentdrios:

: Essa questdo cobra conceitos relativos ao intervalo de credibilidade e ao intervalo de maxima densidade, :
: gue a questdo chama de maiores densidades. :

: Um intervalo de credibilidade a um nivel de 95% (a = 5%) é delimitado pelos quantis Qg/, = Q259 €
i Q1—a/2 = Qo7,59%, como indicado na alternativa C; e ndo Qqy, € Qys,, cOmo indicado na alternativa A. :
Aalternativa B afirma que os limites do intervalo sdo os extremos da distribui¢do Qoo € @1999, © que também
nao esta correta. :

Jad ointervalo de maxima densidade concentra as maiores densidades da distribui¢do a posteriori, desde que
a probabilidade de o parametro pertencer ao intervalo. Assim, a alternativa D estd incorreta, pois afirma que
o intervalo inclui as 5% menores densidades. Ademais, a alternativa E estd incorreta, pois afirma que o
intervalo exclui as menores densidades de forma igualitaria, independentemente da simetria da distribuigdo. :

Gabarito: C

Distribuicdo Normal

Se a funcdo de verossimilhanca for normal com média desconhecida @ variancia conhecida o?; e a
distribuicdo a priori for normal com média p, e variancia 3, entdo a distribui¢do a posteriori serd normal
com média u, e varidncia 2, os quais s3o obtidos a partir dos pardmetros da distribuicdo a priori e dos dados
amostrais. Assim, podemos dizer que a seguinte expressao segue a normal padrdo:

=9_ﬂ1
71

Z

Em que 6 representa a distribuicdo posteriori do parametro desconhecido, condicionado a amostra obtida.
A partir de um nivel de credibilidade 1 — a, podemos obter o valor de z pela tabela normal padrao tal que

P(—z<Z <2z)=1-ae, portanto:

9_
P(—ZS—‘ulSZ)Zl—a
T

Isolando o pardametro desconhecido, temos:
Py -zt <0<y +z1)=1-a

Em outras palavras, o seguinte intervalo corresponde ao intervalo de credibilidade para o parametro
desconhecido, condicionado a amostra obtida:

(M1 — 2. T4 Wy + 2. 74]

Em razdo da simetria da normal, esse intervalo é MDP.
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No exemplo do fisico A e a amostra de tamanho n = 100, calculamos a variancia a posteriori rf =154, 0
que corresponde a um desvio padrao 7; = 3,9, e a média a posteriori u; = 871,2. O intervalo de
credibilidade de 95%, associado a z = 1,96, é dado por:

IC=p +2z.1,=8712+196%x39=8712+76
IC = [863,6;878,8]

Utilizando a priori ndo informativa, em que 3 — ©, os pardmetros da distribuicio a posteriori coincidem
com os da inferéncia cldssica y; = X e 72 = o2 /n.
Nessa situagao, o intervalo de credibilidade se torna:
_ o _ o
X—2zZ.—; X+2z.—

Vn Vn

Que também coincide numericamente com o intervalo de confianca da inferéncia classica. No entanto, a sua
interpretagao continua sendo distinta.

Para o mesmo exemplo, em que ¥ = 870, 62 = 1600 (o que corresponde a um desvio padrdo o = 40) e
n = 100, o intervalo de credibilidade ao nivel de 95%, em que z = 1,96, é:

IC=x+2z.—==2870%1,96 X

40
=870 + 1,96 x 4 = 870 + 7,84

V100

IC = [862,16; 877,84]

Sl

%)

TOME

NOTA!

A inferéncia Bayesiana como um todo envolve o cdlculo de diversas integrais; e algumas
delas podem ser extremamente complexas. Nessa situacdo, utilizamos métodos baseados
em simulag¢do, que fornecem resultados aproximados para esses calculos.
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QUESTOES COMENTADAS - VUNESP

Estimacgao Intervalar

Utilize a tabela a seguir para resolver as proximas questoes, de 1 a 5.

Tabela 1 — Distribuicdo Normal Padréo

Z~N(,1)
Corpo da tabela déa a probabilidade p, tal que p = P(0<Z < Z) p
0 z z
parte in- Segunda decimal de Z, parte in-
teira e teira e
primeira primeira
decimal decimal
dez, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | dez
p=0
0,0 00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586 0,0
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 0,1
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 0,2
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 0,3
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 0,4
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 0,5

0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 0,6
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 0,7
08 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 08
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 0,9

1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 1,0
1,1 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298 1,1
1,2 38493  3B686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147 1,2
1,3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41466 41621 41774 1,3
1,4 41924 42073 42220 42384 42507 42647 42786 42922 43056 43189 1.4
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 1,5
1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 1,6
1.7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327 1,7
1,8 46407 46485 46562 46638 46712 46784  46B56 46926 46995 47062 1,8
1,9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670 1,9
2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48149 2,0
2,1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 2,1

2,2 48610  4B645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899 2,2
2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 23
24 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49341 2,4
2,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520 2,5
26 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643 26
27 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 27
28 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807 2,8
29 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861 29
3,0 49865 49869 49874 49878 49882 49886 49889 49893 49897 49900 3,0
31 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924  A9926 49929 3,1
3,2 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950 3,2
3,3 49952 49953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965 33
3,4 49966 49968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976 3,4
3,5 49977 49978 49978 49979 49980 49981 49981 49982 49983 49983 3,5
3,6 49984 49985 49985 49986 49986 49987 49987 49988 49988 49989 3,6
37 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992 37
3,8 49993 49993 49993 49994 49994 49994 49994 49995 49995 49995 38
3,9 49995 49995 49996 49996 49996 49996 49996 49996 49997 49997 3,9
4,0 49997 49997  A9997 49997 49997 49997 49998 49998 49998 49998 4,0
4,5 49999 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 4,5
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1. (VUNESP/2015 — TJ-SP) Leia o texto a seguir para responder a questdo.

O Sr. Manoel comprou uma padaria, e foi garantido o faturamento médio de RS 1.000,00 por dia de
funcionamento. Durante os primeiros 16 dias, considerados como uma amostra de 16 valores da
populagdo, obteve-se o faturamento médio de R$ 910,00 e desvio padrdo de RS 80,00. Sentindo-se
enganado pelo vendedor, o Sr. Manoel entrou com acao de perdas e danos. O juiz sugeriu, entdo, efetuar
o teste de hipdtese, indicado ao nivel de significancia de 5% para confirmar ou refutar a acdo.

Supondo-se que a distribui¢do seja normal com desvio padrido de R$ 120,00 e que a amostra dos 16 dias
tenha acusado o valor de RS 910,00, entdo o intervalo de confian¢a para a verdadeira média com 95% de
confianga é de, aproximadamente,

a) RS 850,00 < x < RS 970,00
b) RS 800,00 < x < RS 1.020,00
c) RS 790,00 < x < RS 1.030,00
d) RS 900,00 < x < R$ 920,00
e) RS 890,00 < x < R$ 930,00

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para a média de uma popula¢do com distribuicdo normal
e variancia conhecida, em que o intervalo de confianc¢a é dado por:

X+ 2z

Sl

O enunciado informa que:

e AmédiaéX =910
e O desviopadrioéo =120
e Otamanho daamostraén = 16

O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianga é de 95%, conforme ilustrado abaixo:

95%

A 475% 475NN

—z 0 z

Ou seja, precisamos do valor de z para o qual P(0 < Z < z) = 47,5% = 0,475. Pela tabela fornecida acima,
observamos que z = 1,96. Substituindo esse e os demais dados na férmula do intervalo de confianga, temos:

a APS (Especialista Portuario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (Pés-Edital) 135
www.estrategiaconcursos.com.br 253




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

120 120
Lsyp =910 +1,96 X —=910+ 196 X — =910 + 1,96 X 30 = 910 + 60 = 970
SUP e 4

120 120
Ling =910 — 196 X — =910 — 1,96 XT =910 — 1,96 x 30 =910 — 60 = 850

V16
Gabarito: A
2. (VUNESP/2015 — TJ-SP) Para avaliar o tempo médio de viagem entre o ponto inicial e o ponto final

de uma linha de Onibus, retira-se uma amostra de 36 observacdes (viagens), encontrando-se, para essa
amostra, o tempo médio de 50 minutos e o desvio padrao de 6 minutos, com distribuicio normal.
Considerando-se um intervalo de confian¢a de 95% para o tempo médio populacional, é correto afirmar
que o valor mais préximo para limite inferior desse intervalo é o tempo de

a) 40 min.
b) 44 min.
c) 48 min.
d) 52 min.
e) 56 min.

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacdo intervalar para a média de uma populagdo com distribuicdo normal
e variancia conhecida, em que o intervalo de confianca é dado por:

X +z.

Sl

O enunciado informa que:

e AmédiaéX =50 min
e O desvio padrdo é g = 6 min
e (O tamanho da amostraén = 36

O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianca é de 95%, conforme ilustrado abaixo:

95%

4TSN ATS%N

—z 0 VA
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Ou seja, precisamos do valor de z para o qual P(0 < Z < z) = 47,5% = 0,475. Pela tabela fornecida acima,
observamos que z = 1,96. Substituindo esse e os demais dados na férmula do limite inferior do intervalo de
confianga, temos:

6 6
Ling =50 = 1,96 X ——= 50 — 1,96 X = = 50 — 1,96 = 48

V36
Gabarito: C
3. (VUNESP/2014 — TJ-PA) Supondo que em uma amostra de 4 baterias automotivas tenha-se

calculado o tempo de vida média de 4 anos. Sabe-se que o tempo de vida da bateria é uma distribuicao
normal com desvio padrao de 1 ano e meio.

Entdo, o intervalo de 90% de confianca para a média de todas as baterias é de, aproximadamente:
a) 4 anos t+ 15 meses

b) 4 anos + 12 meses

c) 4 anos + 10 meses

d) 4 anos + 8 meses

e) 4 anos *+ 5 meses

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para a média de uma popula¢do com distribuicdo normal
e variancia conhecida, em que o intervalo de confianca é dado por:

X+z

Sls

O enunciado informa que:

e AmédiaéX =4 anos
e O desviopadrdoéo = 1,5ano
e Otamanhodaamostraén =4

O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianca é de 90%, conforme ilustrado abaixo:

90%

5% 45N

-z 0 z
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Ou seja, precisamos do valor de z para o qual P(0 < Z < z) = 45% = 0,45. Pela tabela fornecida acima,
observamos que z = 1,64. Substituindo esse e os demais dados na férmula do intervalo de confiancga, temos:

) )

=441,64 X
N7 2

1,23 ano corresponde ao seguinte nUmero de meses:

4+1,64 %

=4+082x15=4+1,23

1,23 x 12 =14,76 = 15
Ou seja, o intervalo de confianca é 4 anos + 15 meses

Gabarito: A

4. (VUNESP/2014 — TJ-PA) O sindicato dos médicos de uma regido divulgou uma nota na qual afirma
que os médicos plantonistas daquela regiao trabalham em média, mais de 40 horas por semana, o que,
supostamente, contraria acordos anteriores firmados com a categoria. Para verificar essa afirmativa
realizou-se uma nova pesquisa na qual 16 médicos escolhidos de modo aleatério declararam seu tempo
de trabalho semanal, obtendo-se para tempo médio e para desvio padrao, respectivamente, os valores 42
horas e 3 horas. Considere-se que a distribuicao de frequéncia das horas trabalhadas pelos médicos é

normal. Com esses dados o intervalo de confianca u, = x + ta/z X j—% de 95% para a média populacional,
é:

)y =426

b) py =42+£3

c) u, =42+ 2,55

d)u, =42+1,6

e) U, =42+ 0,75

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacdo intervalar para a média de uma populagdo com distribuicdo normal
e variancia desconhecida, em que o intervalo de confianga é dado por:

_ S
X+tt.—
Vn
O enunciado informa que:
e AmédiaéX = 42 horas
e O desvio padrdao amostral é s = 3 horas
e Otamanho daamostraén =16
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O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianca é de 1 —p = 95%, logo p = 5%:

2,5%

pLaal

—t 0 t

2.5% 9b%

Ademais, sabemos que n — 1= 15. Pela tabela, observamos que o valor de t associado a p = 5% e 15 graus de
liberdade é t = 2,131. Substituindo esse e os demais dados na férmula do intervalo de confianca, temos:

3 3
42+ 2,131 X—=421+2,131 x—-=42+1,6
V16 4

Gabarito: D

5. (VUNESP/2013 — MPE-ES) Pesquisa recente sobre o tempo total para que os 6nibus de determinada
linha urbana percorram todo o trajeto entre o ponto inicial e o ponto final, programados para essa viagem,
detectou que os tempos de viagem sao normalmente distribuidos com tempo médio gasto de 53 minutos
e com desvio-padrao amostral de 9 minutos. Nessa pesquisa, foram observados e computados os dados
de 16 viagens escolhidas aleatoriamente.

Com um intervalo de confianca de 98%, utilizando-se a tabela t de Student para estimar o erro amostral,
e arredondando para cima o valor desse erro, é correto afirmar que o tempo médio dessa viagem varia
entre

a) 45 min e 61 min
b) 47 min e 59 min
¢) 50 min e 56 min
d) 51 min e 55 min
e) 52 min e 54 min

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para a média de uma popula¢cdo com distribuicdo normal
e variancia desconhecida, em que o intervalo de confianca é dado por:

— S
Xtt.—
Vn
O enunciado informa que:
e A média éX = 53 minutos
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e O desvio padrdao amostral é s = 9 minutos
e O tamanho daamostraén = 16

O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianga é de 1 —p =98%, logo p = 2%:

Lo A S

—t 0 t

Ademais, sabemos que n — 1= 15. Pela tabela, observamos que o valor de t associado a p = 2% e 15 graus de
liberdade é t = 2,602. Substituindo esse e os demais dados na formula do intervalo de confianga, temos:

9 9
Lsyp =53+ 2,602 X — =53 +2,602Xx—-=53+6=159

9 9
Linp =53 = 2,602 X —— = 53 — 2,602 X 7 = 53 — 6 = 47

V16
Gabarito: B
6. (VUNESP/2014 — EMPLASA) Um jornal deseja estimar a proporg¢do de jornais impressos com ndo

conformidades. Em uma amostra aleatodria de 100 jornais dentre todos os jornais impressos durante um
dia, observou-se que 20 tém algum tipo de ndao conformidade. Para um nivel de confianca de 90%, Z = 1,64.
Ent3o pode-se concluir que apresentam nao conformidades.

a) 21,64%, no maximo
b) 26,56%, no maximo
c) 26,56%, no minimo
d) 21,64%, no minimo
e) 20%, no minimo

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para proporc¢des, em que o intervalo de confianca é dado
por:
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O enunciado informa que dos n = 100 jornais, 20 apresentam ndao conformidade. Logo, a propor¢ao amostral
de ndo conformidade é:

20

W=0,2

p=

Eocomplementaré§d =1—p =1—-0,2 = 0,8. Sabendo que z = 1,64, temos:

10,16
Lsyp = 0,2 + 1,64. =02+ 1,64.T =0,24+0,164 x 0,4 = 0,2656 = 26,56%
Gabarito: B
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QUESTOES COMENTADAS - MULTIBANCAS

Distribuicao Amostral

CEBRASPE

1. (CESPE 2019/TJ-AM) Em determinado municipio brasileiro, realizou-se um levantamento para
estimar o percentual P de pessoas que conhecem o programa justica itinerante. Para esse propdsito, foram
selecionados 1.000 domicilios por amostragem aleatdria simples de um conjunto de 10 mil domicilios. Nos
domicilios selecionados, foram entrevistados todos os residentes maiores de idade, que totalizaram 3.000
pessoas entrevistadas, entre as quais 2.250 afirmaram conhecer o programa justica itinerante. De acordo
com essa situacao hipotética, julgue o seguinte item.

O numero médio de pessoas maiores de idade por domicilio foi igual a 3 pessoas por domicilio; e o erro
padrdo do estimador do percentual P é inversamente proporcional a 3v1.000.

Comentarios:

Como foram entrevistadas 3000 pessoas em 1000 domicilios, a média de pessoas maiores de idade por
domicilio é igual a:

3000 _ Jomictli
1000 = pessoas por aomicitlo.

Por outro lado, o erro padrdo da proporgdo é igual a:

n

em que p € a proporgdao amostral e n o tamanho da amostra.

Sendo a amostra do numero de pessoas de tamanho igual a 3000, o nimero de pessoas que conhecem o
programa igual a 2250, entdop = 2250/3000 e

2250 % 750
3000 " 3000
3000

\/ 750 750 1 \/ 750 750 1 750
EP =

1
X X = X X = X = X —
1000 3000 3000 1000 1000 9000 1000 +/9000 0.75 341000

0 que mostra que o erro é inversamente proporcional a 3v/1000.

Gabarito: Certo.
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2. (CESPE 2019/TJ-AM) Para avaliar a satisfagdo dos servidores publicos de certo tribunal no ambiente
de trabalho, realizou-se uma pesquisa. Os servidores foram classificados em trés grupos, de acordo com o
nivel do cargo ocupado. Na tabela seguinte, k é um indice que se refere ao grupo de servidores,
e N, denota o tamanho populacional de servidores pertencentes ao grupo k.

1 500 50 0,7
] 2 300 20 0,8
1 3 200 10 0,9

De cada grupo k foi retirada uma amostra aleatdria simples sem reposi¢ao de tamanho n;; p, representa
a proporgao de servidores amostrados do grupo k que se mostraram satisfeitos no ambiente de trabalho.

A partir das informacgodes e da tabela apresentadas, julgue o proximo item.

Com relagdo ao grupo k = 2, o erro padrdao da estimativa da proporcdo dos servidores satisfeitos no
ambiente de trabalho foi inferiora 0,1.

Comentarios:

O erro padrdo para a proporc¢ao é dada pela relacdo:

n

Para k = 2, temos p, = 0,8 en, = 20, de modo que:

08x02

EP = =,/0,008 = 0,089

Gabarito: Certo.

3. (CESPE 2019/TJ-AM) Em determinado municipio brasileiro, realizou-se um levantamento para
estimar o percentual P de pessoas que conhecem o programa justica itinerante. Para esse propdsito, foram
selecionados 1.000 domicilios por amostragem aleatdria simples de um conjunto de 10 mil domicilios. Nos
domicilios selecionados, foram entrevistados todos os residentes maiores de idade, que totalizaram 3.000
pessoas entrevistadas, entre as quais 2.250 afirmaram conhecer o programa justica itinerante.

De acordo com essa situa¢ao hipotética, julgue o seguinte item.

A estimativa do percentual de pessoas que conhecem o programa justica itinerante foi inferior a 60%.
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Comentarios:
Apds selecionados os domicilios, foram entrevistados todos os residentes maiores de idade, que totalizaram
3.000 pessoas. Nesse grupo, o nimero de participantes que conhecia o programa justica itinerante foi de

2.250 pessoas.

Dessa forma, a estimativa de pessoas que conhecem o programa é de:

A—2250—075—75‘V
P=3000 2777
Gabarito: Errado.
4. (CESPE 2019/TJ-AM) Para estimar a proporg¢ao de menores infratores reincidentes em determinado

municipio, foi realizado um levantamento estatistico. Da populagdo-alvo desse estudo, constituida por
10.050 menores infratores, foi retirada uma amostra aleatdria simples sem reposi¢ao, composta por 201
individuos. Nessa amostra foram encontrados 67 reincidentes.

Com relagdo a essa situacgao hipotética, julgue o seguinte item.

Se a amostragem fosse com reposicdo, a estimativa da variancia da proporcdo amostral teria sido superior a
0,001.

Comentarios:

O Teorema Central do Limite nos garante que a variancia da proporgdo amostral, na amostragem com
reposicao, tem distribuicdo aproximadamente normal, sendo calculada pela relacdo:

p(1—p)

Var(p) = -

Em que p é a proporgao amostral e n é o tamanho da amostra. Como a amostra tem tamanhon = 201 e
p = 67/201 = 1/3, entdo:

. p(l-p)
Var(p) = -
1.2
N 373
Var(p) = 501
R 2
Var®) = 1509

Var(p) = 0,0011

Gabarito: Certo.
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5. (CESPE 2018/PF) Determinado d6rgdo governamental estimou que a probabilidade p de um ex-
condenado voltar a ser condenado por algum crime no prazo de 5 anos, contados a partir da data da
libertagao, seja igual a 0,25. Essa estimativa foi obtida com base em um levantamento por amostragem
aleatodria simples de 1.875 processos judiciais, aplicando-se o método da maxima verossimilhanga a partir
da distribuicdao de Bernoulli. Sabendo que P(Z < 2) = 0,975, em que Z representa a distribuicao normal
padrdo, julgue o item que se segue, em relagdo a essa situagao hipotética.

O erro padrdo da estimativa da probabilidade p foi igual a 0,01.
Comentarios:

O estimador de maxima verossimilhanca para a proporcao populacional é justamente a proporcao amostral.
A variancia da estimativa de p é dada por:

Em que p é a propor¢do amostral de casos de interesse (0,25)e § = 1 — p = 0,75. Além disso, n é o tamanho
da amostra, que é de 1.875 processos.

,  25%0,75
§4 = ——
1.875
Dividindo numerador e denominador por 75:
, 0,25%0,01
§t =
25

Dividindo numerador e denominador por 25:
s2=0,01%0,01
O desvio padrdo é a raiz quadrada da variancia:
s =0,01

Gabarito: Certo.

6. (CESPE 2018/PF) Uma pesquisa realizada com passageiros estrangeiros que se encontravam em
determinado aeroporto durante um grande evento esportivo no pais teve como finalidade investigar a
sensagdao de seguranga nos voos internacionais. Foram entrevistados 1.000 passageiros, alocando-se a
amostra de acordo com o continente de origem de cada um — Africa, América do Norte (AN), América do
Sul (AS), Asia/Oceania (A/O) ou Europa. Na tabela seguinte, N é o tamanho populacional de passageiros
em voos internacionais no periodo de interesse da pesquisa; n é o tamanho da amostra por origem; P é o
percentual dos passageiros entrevistados que se manifestaram satisfeitos no que se refere a sensacao de
seguranga.
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C= N N D

Africa  100.000
AN 300.000 300 70
AS 100.000 100 90
A/O 300.000 300 80
Europa 200.000 200 80
Total 1.000.000 1.000 P,,,
Em cada grupo de origem, os passageiros entrevistados foram selecionados por amostragem aleatoria

simples. A ultima linha da tabela mostra o total populacional no periodo da pesquisa, o tamanho total da
amostra e P,,,,, representa o percentual populacional de passageiros satisfeitos.

A partir dessas informacgdes, julgue o item.
Considerando o referido desenho amostral, estima-se que o percentual populacional B, seja inferior a 79%.
Comentarios:

A proporg¢do amostral (p) nos da a estimativa da proporgao populacional (p).

I I T T

Africa 100.000 80%
AN 300.000 300 70% 210
AS 100.000 100 90% 90
A/O 300.000 300 80% 240
Europa 200.000 200 80% 160
total 1.000.000 1.000 780
Logo:
. 780 780
P=7000 " "°"

De fato, a estimativa é inferior a 79%.

Gabarito: Certo.
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7. (CESPE 2018/STM) Em um tribunal, entre os processos que aguardam julgamento, foi selecionada
aleatoriamente uma amostra contendo 30 processos. Para cada processo da amostra que estivesse ha
mais de 5 anos aguardando julgamento, foi atribuido o valor 1; para cada um dos outros, foi atribuido o
valor 0. Os dados da amostra sao os seguintes:

110010110111101110101010111011

A proporc¢ao populacional de processos que aguardam julgamento ha mais de 5 anos foi denotada por p;
a propor¢do amostral de processos que aguardam julgamento ha mais de 5 anos foi representada por p

A variancia da proporgdo amostral p sob a hipétese nula Hy: p = 0,5 é menor que 0,1.
Comentarios:

A variancia da proporg¢do amostral é dada por:

Na férmula acima, temos:
i) p é a proporgdo populacional de casos favoraveis. A questao disse que p = 0,5;
ii) q é a proporgdo populacional de casos desfavordveis.q = 1 —p = 0,5;

iii) n € o tamanho da amostra (n = 30).

~05x0,5
30
0,25
~ 30
= (0,00833
Gabarito: Certo.
8. (CESPE 2018/STM) Em um tribunal, entre os processos que aguardam julgamento, foi selecionada

aleatoriamente uma amostra contendo 30 processos. Para cada processo da amostra que estivesse ha
mais de 5 anos aguardando julgamento, foi atribuido o valor 1; para cada um dos outros, foi atribuido o
valor 0. Os dados da amostra sdao os seguintes:

110010110111101110101010111011

A proporg¢ao populacional de processos que aguardam julgamento ha mais de 5 anos foi denotada por p;
a proporgdo amostral de processos que aguardam julgamento ha mais de 5 anos foi representada por p
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Estima-se que, nesse tribunal, p > 60%.
Comentarios:
Na amostra de tamanho 30, ha 20 casos favoraveis, ou seja, 20 valores iguais a "1".

Portanto, a proporcdo amostral fica:

5= 29 & 66.67%
P =30 = 00077

Como é comum usarmos a propor¢ao amostral para estimar a proporgao populacional, pode-se dizer que a
estimativa é superior a 60%.

Gabarito: Certo.

9. (CESPE 2018/EBSERH) X, X5, ..., X1, representa uma amostra aleatdria simples retirada de uma
distribuicdo normal com média u e varidncia 6%, ambas desconhecidas. Considerando
que i e 0 representam os respectivos estimadores de maxima verossimilhanga desses parametros
populacionais, julgue o item subsecutivo.

A razao ”T” segue uma distribuicdo normal padrao.

Comentarios:

Pode-se mostrar que o estimador de maxima verossimilhanca para a média de uma distribuicdo normal
N(u,0%) éigual a

X1 +X2 + "'+X10
10

A=X= = Média amostral
Para concluir a questao, precisamos de duas informac¢des adicionais:

1. a distribuicdo da média amostral de uma distribuigdo normal com média u e variancia o2 é dada por

gon(u’
)

2. para uma variavel aleatéria X com distribuicdo normal com média p e variancia o2, a transformac3o:

_X-u

Z
o

é tal que Z ~ N(0,1). Juntando as duas informagdes, chegamos a transformacdo:

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 148
www.estrategiaconcursos.com.br 253




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Gabarito: Errado.

10. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatdria simples X, X, ..., X,, foi retirada de uma populagao
normal com média e desvio padrio iguais a 10. Julgue o préximo item, a respeito da média amostral X =
[X1 + X2+ e +Xn]/n.
A variancia de X é igual a 100.
Comentarios:
O desvio padrdo populacional vale 10, isso é:
o=10
A variancia é igual ao quadrado do desvio padrao:

g% =100

A média amostral tem variancia igual a populacional, dividida por n, em que n é o tamanho da amostra.
VR 100
%) =—

Logo, esse valor ndo é igual a 100.

Gabarito: Errado.

11. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatdria simples X, X, ..., X,, foi retirada de uma populagdo
normal com média e desvio padrdo iguais a 10. Julgue o préximo item, a respeito da média amostral X =
[X1 + X2+ e +Xn]/n.

A média amostral segue uma distribuicdo t de Student com n — 1 graus de liberdade.
Comentarios:
O enunciado garantiu que a distribuicdo original é normal. Deste modo, a média aritmética X dependera de

uma soma de n variaveis normais, independentes e identicamente distribuidas. Sera, também, uma
varidvel normal (e ndo t de Student).
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Gabarito: Errado.

12. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatdria simples X4, X, ..., X,, foi retirada de uma populagdo
normal com média e desvio padrio iguais a 10. Julgue o préximo item, a respeito da média amostral X =
[X1 + X2+ e +Xn]/n.
P(X—10>0)<0,5
Comentarios:
O exercicio pediu a seguinte probabilidade:

P(X—10>0)

=P(X > 10)

Sabemos que X é normal com média 10.
A média amostral X, por sua vez, também é normal com média 10. Ou seja, seu comportamento é simétrico
ao redor de 10. Isto significa que a chance de termos valores maiores que 10 é igual a chance de valores
menores que 10, ambas valendo 50%.

P(X >10)=0,5

O item afirmou que a probabilidade seria menor ou igual a 0,5. Como vimos, ela é justamente igual, o que
torna o item correto.

Gabarito: Certo.

13. (CESPE 2016/TCE-PA) Considere um processo de amostragem de uma populagdo finita cuja variavel
de interesse seja bindria e assuma valor 0 ou 1, sendo a propor¢ao de individuos com valor 1 igual a p =
0,3. Considere, ainda, que a probabilidade de cada individuo ser sorteado seja a mesma para todos os
individuos da amostragem e que, apds cada sorteio, haja reposicdo do individuo selecionado na
amostragem. A partir dessas informacdes, julgue o item subsequente.

Se, dessa populacao, for coletada uma amostra aleatdéria de tamanho n = 1, a probabilidade de um individuo
apresentar valor 1 é igual a 0,5.

Comentarios:

Como na populagdo temos 30% de casos iguais a 1 (ou seja, a populagdo tem 30% de casos favordveis), entao
a chance de a extragao resultar em caso favoravel é justamente de 30%.

Gabarito: Errado.
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FCC

14. (FCC 2015/DPE-SP) Uma amostra aleatéria simples, com reposicdo, de n observacdes X1, X2, ... Xn
foi selecionada de uma populagdo com distribuigao uniforme continua no intervalo [-2, b], b > -2. Sabe-
se que:

I. a média dessa distribuicao uniforme é igual a 10.

YhaXi ..
% éiguala0,4.

Il. o desvio padrdo de X =
Nessas condig¢oes, o valor de n é igual a,
a) 100.
b) 400.
c) 225.
d) 300.
e) 324.

Comentario

O.desvio padrao da média amostral é dado por:

o
Og = —F—=
Vn
Entdo n pode ser calculado como:

o
V=~
Ox

o2
n=—

O’gz

Ou seja, n é a razao entre a varidncia populacional e o quadrado do desvio padrdo da média amostral
(variancia da média amostral). O enunciado informa que o5 = 0,4, portanto, O'XZ = 0,42 = 0,16. Agora,
para calcular o valor de n, precisamos da varidncia populacional, 2.

Para isso, o enunciado informa que a populacdo segue distribuicdo uniforme continua no intervalo [-2, b].
Para podermos encontrar o valor de b, o enunciado informa que a média da distribuicdo é E(X) = 10. Sabendo
gue a média dessa distribuicao é igual a média aritmética dos extremos do intervalo, temos:

a+b
E(X) =
o0 =2
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_—2+b
)
—24+b =20
b =22

E a variancia dessa distribui¢do é dada por:

L _b-a? _[22-(2F _ 24

= = X =
12 12 12 2X24 =48
Entdo, o tamanho amostral é:
B o? _ 48 300
“oz?2 016

Gabarito: D

15. (FCC 2015/TRT 32 Regido) Se Z tem distribuicdo normal padrdo, entdo:

P(z < 0,5) = 0,591; P(Z < 1) = 0,841; P(Z < 1,15) = 0,8951; P(Z < 1,17) = 0,879; P(Z < 1,2) = 0,885;
P(2<1,4)=0,919;P(Z<1,64)=0,95;P(Z<2)=0,977;P(2<2,06)=0,98;P(2<2,4)= 0,997.

Considere que X é a variavel aleatodria, que representa as idades, em anos, dos trabalhadores de certa
industria. Suponha que X tem distribuicdo normal com média de g anos e desvio padrao de 5 anos.

Uma amostra aleatdria, com reposicao, de 16 trabalhadores sera selecionada e sejam X1, X>, ..., X16 as

_ 16 y . —
idades observadas e X = 21’ Xi a média desta amostra. Sabendo-se que a probabilidade de X ser superior

a30anos éiguala 0,919, 0 \rllalor de i, em anos, é igual a:
a) 28,25

b) 31,75

c) 30,50

d) 32,50

e) 30,85

Comentarios:

O enunciado informa que a populagdo segue distribuicdo normal com média u e desvio padrdo o = 5, entdo
a média amostral, com tamanho n = 16, segue distribuicdo normal, com a seguinte transformacao:
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X—u X—u
n 4
Xop=>z
M—4-ZX

O enunciado informa que a probabilidade de X ser superior a 30 é P(X > 30) = 0,919, conforme ilustrado
a seguir:

91,9%

LA

30 u

Ou seja, X = 30 é um valor menor do que a média. Por isso, vamos associa-lo ao valor de -z. Pela simetria da
curva normal padrdo, o valor de z estd representado a seguir:

91,9%

N

0 z

Ou seja, temos P(Z < z) =0,919. Pelos dados do enunciado, vemos que z = 1,4, pois P(Z<1,4) = 0,919. Portanto,
o valor de X = 30 estd associado az =-1,4:

5
30 —p=7%(~14)

u=30+175=3175

Gabarito: B
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QUESTOES COMENTADAS - MULTIBANCAS

Estimagao Pontual

CEBRASPE

1. (CESPE 2018/STM) Diversos processos buscam reparag¢do financeira por danos morais. A tabela
seguinte mostra os valores, em reais, buscados em 10 processos — numerados de 1 a 10 — de reparagao
por danos morais, selecionados aleatoriamente em um tribunal.

Processo | Valor

1 3.700
2 3.200
3 2.500
4 2.100
5 3.000
6 5.200
7 5.000
8 4.000
9 3.200
10 3.100

A partir dessas informagGes e sabendo que os dados seguem uma distribuicdo normal, julgue o item
subsequente.

Se u = estimativa pontual para a média dos valores buscados como reparagao por danos morais no referido
tribunal, entao 3.000 < u < 3.300.

Comentarios:

A média amostral fornece-nos uma estimativa pontual da média:
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Processo Valor

1 3.700
2 3.200
3 2.500
4 2.100
5 3.000
6 5.200
7 5.000
8 4.000
9 3.200
10 3.100
Total 35.000

O total amostral é de RS 35.000,00.

Agora, basta dividirmos por 10, ja que sdo 10 elementos na amostra.

7 35.000 3.500
10 7
Logo, este valor ndo estd entre 3.000 e 3.300.
Gabarito: Errado.
2. (CESPE 2016/TCE-PA) Considerando uma populagdo finita em que a média da variavel de interesse

seja desconhecida, julgue o item a seguir.

Considere uma amostragem com trés estratos, cujos pesos populacionais sejam 0,2, 0,3 e 0,5. Considere,
ainda, que os tamanhos das amostras em cada estrato correspondam, respectivamente, a n1= 20, n,= 30
e n3= 50, e que as médias amostrais sejam 12 kg, 6 kg e 8 kg, respectivamente. Nessa situagao, a estimativa
pontual da média populacional, com base nessa amostra, é igual a 8,2 kg.

Comentarios:

A estimativa pontual da média populacional corresponde as médias amostrais, ponderadas pelos tamanhos
dos respectivos estratos:

X=02%x12+03x6+05%x8=24+18+4=28,2

Gabarito: Certo.
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3. (CESPE 2016/TCE-PA) Considere um processo de amostragem de uma populagéo finita cuja variavel
de interesse seja bindria e assuma valor 0 ou 1, sendo a propor¢ao de individuos com valor 1 igual a p =
0,3. Considere, ainda, que a probabilidade de cada individuo ser sorteado seja a mesma para todos os
individuos da amostragem e que, apds cada sorteio, haja reposicio do individuo selecionado na
amostragem. A partir dessas informacgdes, julgue o item subsequente.

Caso, em uma amostra de tamanho n = 10, os valores observados sejam A={1,0,1,0,1,0,0,1,0, 0}, a
estimativa via estimador de maxima verossimilhanga para a média populacional serd igual a 0,4.

Comentarios:

A média de uma populacdo com distribuicdo de Bernoulli corresponde a proporcao populacional p. O
estimador para a proporcao pelo método de maxima verossimilhanca é a proporcdao amostral:

S_LX_1404140414040+14040_4 _
P==r = 10 10

Gabarito: Certo.

4. (CESPE 2018/ABIN) A quantidade diaria de emails indesejados recebidos por um atendente é uma
variavel aleatdria X que segue distribuicao de Poisson com média e variancia desconhecidas. Para estima-
las, retirou-se dessa distribuicdo uma amostra aleatéria simples de tamanho quatro, cujos valores
observados foram 10, 4, 2 e 4.

Com relagdo a essa situagao hipotética, julgue o seguinte item.

T = (X +Xa+X3+X
No que se refere a média amostral X = (124—34), na qual X;,X,, X3, X, representa uma amostra

aleatdria simples retirada dessa distribuicao X, é correto afirmar que a estimativa da variancia do estimador
X sejaigual a 1,25.

Comentarios:

A estimativa da variancia da média amostral é dada por:

Para uma distribuicdo de Poisson, temos:
EX)=VX)=2

Logo, podemos estimar A a partir da média amostral:

i_)?_(X1+X2+X3+X4)_(1O+4+2+4)_20_5
0T 4 - 4 T4
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Logo, temos:

__ 5
V(X) =7 =125

Gabarito: Certo.

5. (CESPE 2015/Telebras) Um analista da TELEBRAS, a fim de verificar o tempo durante o qual um
grupo de consumidores ficou sem o servigo de Internet do qual eram usuarios, selecionou uma amostra
de 10 consumidores criticos. Os dados coletados, em minutos, referentes a esses consumidores foram
listados na tabela seguinte.

consumidor a|a |6 |e |6 |6 |6 |G| |cw
tempo (em minutos) | 8 0|9 | 4|5

]
Lad
L
]
|

Com base nessa situagao hipotética, julgue o item subsequente.

Se os dados seguissem uma distribuicdo normal, a expressdao matematica que permite calcular a variancia
estimada pelo método de maxima verossimilhanca teria denominador igual a 9.

Comentarios:
O estimador de maxima verossimilhanca para a variancia de uma populacdo normal é:

g} — ?:1(Xi _X)Z
n

Sabendo que a amostra tem tamanho n = 10, entdo o denominador é igual a 10

Gabarito: Errado.

6. (CESPE 2018/ABIN) Considerando que os principais métodos para a estimacdo pontual sdo o
método dos momentos e o da maxima verossimilhanga, julgue o item a seguir.

Para a distribuicdo normal, o método dos momentos e o da maxima verossimilhanca fornecem os mesmos
estimadores aos parametros | e o.

Comentarios:

Os estimadores para a média e para a variancia obtidos tanto pelo método dos momentos, quanto pelo
método da maxima verossimilhanca sao:
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n
- _ ?:1(Xi _X)Z
o4 =
n
Gabarito: Certo.
7. (CESPE 2020/TJ-PA) Considerando que a inferéncia estatistica € um processo que consiste na

utilizacdo de observacoes feitas em uma amostra com o objetivo de estimar as propriedades de uma
populagdo, assinale a op¢ao correta.

a) Na estatistica inferencial, um parametro é um valor conhecido, extraido de uma amostra, utilizado para a
estimagao de uma grandeza populacional.

b) Independentemente do tamanho da amostra, um estimador consistente sempre ird convergir para o
verdadeiro valor da grandeza populacional.

c) A amplitude de uma amostra definird se a média amostral poderd ser um estimador de maxima
verossimilhanga da média populacional.

d) Sendo 4 um estimador de maxima verossimilhanga de um pardmetro a, ent3o (a)Y/2 = (3)¥2.
e) Sendo a e b estimadores de um mesmo parametro cujas variancias sao simbolizadas por Var(a) e Var(b).
Se Var(a) > Var(b), entdo é correto afirmar que a € um melhor estimador que b.

Comentarios:

Em relacdo a alternativa A, um parametro (populacional) é desconhecido, sendo estimado a partir de uma
amostra. Logo, a alternativa A esta incorreta. A definicdo apresentada é de estatistica.

Em relacdo a alternativa B, um estimador consistente converge para a grandeza populacional quando o
tamanho da amostra tende ao infinito. Logo, a consisténcia depende do tamanho e a alternativa B esta

incorreta.

Em relagdo a alternativa C, o estimador de maxima verossimilhanca da média amostral depende da
distribuicao da populagado. Logo, a alternativa C estd incorreta.

Em relacdo a alternativa D, para um estimador de maxima verossimilhanca a, que corresponda a um
parametro a, a raiz do estimador corresponderd a raiz do parametro. Logo, a alternativa D esta correta.

Em relacdo a alternativa E, se Var(a) > Var(b), nas condi¢bes indicadas na alternativa, entdo podemos concluir
que b é um estimador melhor (mais eficiente).

Gabarito: D.
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8. (CESPE 2018/PF — Papiloscopista) Em determinado municipio, o niimero diario X de registros de
novos armamentos segue uma distribuicao de Poisson, cuja fung¢ao de probabilidade é expressa por

P(X=k) =M

k
o emque k=0,1,2,..,eMéum parametro.

[

realizaciio da variiavel X [ 8 0 4

Considerando que a tabela precedente mostra as realizagcdes da varidvel aleatéria X em uma amostra
aleatdria simples constituida por cinco dias, julgue o item que segue.

A estimativa de maxima verossimilhanca do desvio padrao da distribuicdo da variavel X é igual a 2 registros
por dia.

Comentarios:

A estimativa de maxima verossimilhanca para o parametro A de uma distribuicao de Poisson é dada por:

. X 64+48+0+4+2 20
A: = :—:4
n 5 5

Em uma distribuicdo de Poisson, a varidncia € igual a esse parametro, V(X) = A. Logo, o desvio padrio é
dado por:

o= T =Vi=i=2

Gabarito: Certo.

FGV

9. (FGV/2014 - Prefeitura de Recife/PE) Avalie se as seguintes propriedades de um estimador de um
certo parametro sao desejaveis:

I. Ser ndo tendencioso para esse parametro.
Il. Ter variancia grande.
Ill. Ter erro quadratico médio grande.
Assinale:
a) se apenas a propriedade | estiver correta.
b) se apenas as propriedades | e Il estiverem corretas.

c) se apenas as propriedades | e Il estiverem corretas.
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d) se apenas as propriedades Il e Ill estiverem corretas.
e) se todas as propriedades estiverem corretas.
Comentarios:

Em relagdo ao item |, uma das caracteristicas desejaveis do estimador é ele ser ndo tendencioso. Logo, o
item | estd correto.

Em relagdo ao item Il, o estimador deve ter a menor variancia possivel (eficiéncia). Logo, o item Il estd
incorreto.

Em relagdo ao item I, o Erro Quadratico Médio, que é igual a variancia do estimador, se ele for ndo
tendencioso, deve ser o menor possivel. Logo o item Il esta incorreto.

Gabarito: A

10. (FGV/2017 — IBGE) Dois estimadores, 8, e 85, para um parametro populacional 8, tém seus Erros
Quadraticos Médios (EQM) dados por:

EQM(9,) = 3—:2 + (%)2 e EQM(8,) = ﬁs"’z +(1+ %)2

Com base apenas nas expressoes, onde as primeiras parcelas sdo as variancias, é correto concluir que:
a) 0, é n3o tendencioso;

b) @1 € um estimador consistente;

c) @2 é assintoticamente ndo tendencioso;

d) @2 nao é um estimador consistente;

e) ambos sdo assintoticamente eficientes.

Comentarios:

O Erro Quadratico Médio de um estimador é a soma da varidncia com o quadrado do viés:

EQM(8) = v(9) + [b(8)]"

Como as primeiras parcelas das expressdes sao as variancias, entdo as segundas parcelas sdo os vieses.
Portanto, os estimadores sdo tendenciosos (alternativa A errada).

Para um estimador consistente, quando n é grande, a sua esperanca tende ao parametro populacional e a
sua variancia tende a zero:

lim £(§) =6
lim £(8)
lim V(8) =0
lim v(9)
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2
., . . 0-1\* , .. ... . L
O viés do primeiro estimador, (T) , @ dividido por n e, por isso, diminui conforme n aumenta:

lim E(6,) =0

n—-oo

A . . . . 3.0 , TR T
A variancia do primeiro estimador, = também é dividida por n, logo:

lim V(8;) =0

n—->oo

Portanto, o primeiro estimador é consistente (alternativa B correta).

2
. ~ Ny . 0 . s . ~
Ja em relagdo ao viés do segundo estimador, (1 + Z) , quando nn aumenta, o viés tende a 1, pois a expressao

6 . . . . e .
- tende a 0. Por isso, o estimador é tendencioso, mesmo quando n tende a infinito (alternativa C errada).

Apesar de o estimador ndo apresentar as propriedades assintéticas associadas a consisténcia, ndo podemos
concluir que o estimador é inconsistente, pois essas propriedades sdao condi¢des suficientes, porém nao
necessarias (alternativa D errada).

ia . Vn.o? , o e L.
A variancia do segundo estimador, — também ndo tende a zero quando n tende a infinito (pelo contrario,

essa razao aumento com o crescimento de n). Logo, esse estimador ndo é assintoticamente eficiente
(alternativa E errada).

Gabarito: B

11. (FGV/2019 — DPE-RJ) Sejam 01, 02 e 65 estimadores de um parametro populacional 6 gerados a
partir de uma amostra do tipo AAS de tamanho n.

Sabe-se ainda que 01 é eficiente quando comparada com uma certa classe de estimadores, que 0; e 03 sdo
tendenciosos, mas 0; ndo é assintoticamente tendencioso. Entdo:

a) Se 7lll_r)rgo V(05) # 0, o estimador ndo é consistente;

b)Se 8" = #, entdo 8" é um estimador inconsistente de 0;
c)Se 8™ =60, + 6, — 05, entdo 6™ é ndo tendencioso;

d) Se Tlll_r)l;lo V(68,) = 0, entdo 6, é um estimador consistente;
e) Se 1111_r)r30 EQM(6,) # 0, entdo 6, ndo é consistente.

Comentarios:

Essa questdo pode ser mais rapidamente resolvida ao atentarmos para o fato de que ndo podemos concluir
que um estimador seja inconsistente (ou nao consistente), com base nas propriedades assintdticas de ndo
tendéncia e eficiéncia, apenas que ele seja consistente, se apresentar tais propriedades.
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Assim, eliminamos as alternativas A, B e E, pois elas concluem que o estimador é inconsistente. Em particular,
a alternativa A afirma que o estimador 65 sera inconsistente se nao for assintoticamente eficiente. Ja a
alternativa B define o estimador 8" como a média dos estimadores 6, e 8;. Como ndo podemos concluir que
0, e 85 sdo inconsistentes, entdo também ndo podemos afirmar a sua média, 8%, serd inconsistente. Por fim,
a alternativa E afirma que o estimador 65 sera inconsistente se o seu erro quadratico médio ndo tender a
zero quando n tende a infinito. Se o EQM desse estimador ndo tende a zero, a sua variancia ndo tende a zero
e/ou o seu viés ndo tende a zero. De qualquer forma, ndo podemos afirmar que o estimador é consistente,
nem inconsistente.

Em relagdo a alternativa C, para saber se o estimador 8** = 0; + 6, — 05 é tendencioso ou ndo, precisamos
calcular o seu viés:

O primeiro estimador, 0,, € eficiente, sendo, portanto, ndo tendencioso, ou seja, E(6,) = 6:
b(0™) =0+ E(6;) — E(65) — 0 = E(6,) — E(63)

Ou seja, para que o estimador 8** fosse ndo tendencioso seria necessario que os vieses dos estimadores 6,
e 65 fossem iguais. Como isso ndo ocorre, entdo ndo podemos dizer que 6** é ndo tendencioso. Logo, a
alternativa C esta incorreta.

Em relagdo a alternativa D, o enunciado afirma que 6, é eficiente, o que significa que esse estimador é ndo
tendencioso. Entdo, se a sua variancia tender a zero quando n tende a infinito (assintoticamente eficiente),
o estimador 8, serd consistente (alternativa certa).

Gabarito: D

12. (FGV/2017 - IBGE) Para estimar a média de certa populacdo W, desconhecida, partindo apenas de
duas observacdes amostrais, cogita-se o emprego de um dos seguintes estimadores, onde X1 e X
representam os individuos da amostra ex ante.

0= X;+3X,e0="X,+>X,

Sobre os estimadores, é correto afirmar que:

a) o estimador @ é mais eficiente do que 8;

b) o estimador 8 subestima, em média, o valor verdadeiro de u;
c) a tendenciosidade de 8, T (), é igual a u/4;

d) o Erro Quadratico Médio de 8, EQM(H), é i—g-oz;

e) a tendenciosidade de 8, T(9), é igual a —Tu

Comentarios:
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Pelas expressdes dos estimadores fornecidas, observamos que o primeiro estimador, 8, é uma espécie de
média ponderada, em que o valor do primeiro elemento da amostra, X;, tem peso 2, enquanto o primeiro
elemento da amostra, X,, tem peso 1. Ja o segundo estimador, 0, ndo faz uma média ponderada, deixando
de fora uma parte dos valores (mais especificamente, 1/7).

O viés (ou tendenciosidade) do segundo estimador pode ser calculado como (lembre-se das propriedades da
esperanca):

~ _ 2 4
b(6)=E(e)=E(@)—n=E (7)(1 + 7X2) —EX)) += E(Xz)

Como a amostra segue a mesma distribuicdo da populagdo, entdo E(X,) = E(X) = w:
6

~ 2 4 u
b(6) =-p+ou—p=op—p=-

Portanto, a alternativa E esta correta.

Em relagdo a alternativa B, ndo podemos dizer que o estimador subestima o valor verdadeiro, pois o valor
de p é fixo. O que ocorre é que, em média, o estimador é inferior ao parametro (viés negativo).

Para calcular o EQM desse estimador, precisamos da sua variancia (lembre-se das propriedades da variancia).
Supondo as amostras independentes, temos:
2 2

v(6) = V(%Xl +§X2> = (;) V(X)) + (;) V(X,) = * V(Xl) + 16V(X2)

Cbmo a amostra segue a mesma distribuigdo da populagdo, entdo V(X;) = V(X) = o2:
16 , 20
— - o2
V(Q) 0 + 29 o? 49

O EQM do estimador é a soma da sua variancia com o quadrado do seu viés:

20 w2 20 ,  p* 2007 +p?
EQM(6) =Vv(8) + [b(0)]? =257 +( 7) = o= T

Portanto, a alternativa D estd errada (o valor fornecido é o valor da variancia do estimador).

Com relagdo ao estimador 8, o seu viés é dado por:

- R 2 1 2 1
b(8) =E(e)=E(B)—pn=E <§X1 + §X2) —p= §E(X1) + §E(X2) —u

~ 2 1
b(@) =§u+—

—:—:O
FH—H=R—H

Portanto, o estimador 8 é ndo tendencioso e a alternativa C esta errada. Ademais, a alternativa A esta errada
porque esse estimador é ndo tendencioso, enquanto 8 é tendencioso. Por esse motivo, 8 ndo pode ser mais
eficiente que 6.

Gabarito: E
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13. (FGV/2015 — TJ-BA) Para estimar a média populacional de uma distribui¢do, com base em uma
amostra de tamanho n = 3, sdo propostos os seguintes estimadores:

3 5 1
p=-X1+-X; —5X;5

7 7 7

1 2 1
B=2Xi+:Xo 4%y
_ 1 1 2
A=—X+-X; +-X;3

12 4 3

Sobre esses estimadores é correto afirmar que:

a) os estimadores sdo todos ndo tendenciosos;

b) apenas o estimador i é ndo viesado e eficiente com relagdo aos demais;
c) exceto {1, os outros estimadores sdo ndo tendenciosos e consistentes;

d) dentre os trés estimadores sugeridos, o que apresenta a menor variancia é fi, mas ndo é o mais
eficiente;

e) o erro quadratico médio de 1 difere da sua variancia a razdo de 1/3 da variancia populacional
Comentarios:

Vamos primeiro calcular o viés dos 3 estimadores. Para o primeiro estimador, temos:

3 5 1
b(@) = E@) = E@) —p = B (X, +2X, =X, ) —
b(A)—SE(X)+5E(X) 1E(X) 32,1 = =0
D= EX)+ZEXp) —sE(Xy) —p=cptop—op—p=p—p=

Ou seja, o primeiro estimador é nao tendencioso. Para o segundo estimador, temos:

1 2 1
b = E(@) = E@) —p = B (53X + 5%, +7X;) —

3 5 4
1 2 1 1 2 1 204+244+15-60 —u
b({) —§E(X1)+§E(X2)+ZE(X3)_.U—§H+§H+ZH_H— 0 K=75

Portanto, o segundo estimador é tendencioso. Para o terceiro estimador, temos:

_ o112
b(@D) = Ee) = E(D) —u = B (S Xy + 5%, 45X ) —

1 1 2 1+3+8-12

1 2
E(X) +=FE(X)+—E(X) — = —pyd—p by — oy =
(1)+4 (z)+3 (X3)—u SHhTrtgu—n n

1
b(n) = — =0
=1 I
Logo, o terceiro estimador é ndo tendencioso.

Com isso, vemos que a alternativa A, B e C estdo incorretas. Além disso, como estimador (i é ndo tendencioso,
o seu EQM é igual a sua variancia. Portanto, a alternativa E também esta incorreta.
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Para verificar a alternativa D, vamos calcular as varidncias dos estimadores, supondo as amostras
independentes:
25

V(A)—V(3X+5X 1x) 9V(X)+2 V(X)+1V(X) O g2 p g2y Lo
wW=r\7hT7%275% 1 2 D=5 t357 T 5%

35
V() = —o0? = 0,702

49
i 1 2 1 1 4 1 1, 4 1
VD) =V (X +EXa +3X) = 5V + V) + V(X)) =5 0% + 50 + 0% =
vy MO0+ 1444225 378 L 63 L,
= 3600 7 =3600° T 600° ?
vip =v (1X rox +2X) 1V(X)+1V(X)+ gV (X3) = 0 150450
W=V {1341 T3%2T3%) = 2" V1 2 31440 160 90
1+9 + 64 74
= _ 2__ 2~
V(,u)——144 o 1440 0,502

Logo, o estimador de menor variancia é [i, porém ele nao é o mais eficiente, por ser tendencioso. Assim, a
alternativa D esta correta.

Gabarito: D

14. (FGV 2018/AL-RO) Suponha que Xi, X2, ..., Xn seja uma amostra aleatdria simples de uma variavel
aleatodria populacional qualquer com média p e variancia finita. Considere os seguintes estimadores de pu:

Ti1=X1

T2 = X1+ X2 + X3 = Xa = Xs.

T3 = (X1 + X2 + X3)/3.
Ta=X1—-Xa.

Ts = (X1 + X2 + X3 + Xa + Xs)/5.
Sao estimadores nao tendenciosos de p:
a) T1 e T,, somente.

b) T1, T2 e T3, somente.

c) T1, T2, T3 e Ts, somente.

d) T2, T3, Ta e Ts, somente.

e) T, T2, T3, Tae Ts.
Comentarios:

Para estimadores ndo tendenciosos, a esperanca do estimador é igual ao pardmetro a ser estimado:
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E(T) =p

A esperanga do primeiro estimador, T; = X, é:

E(Ty) = E(Xy)
Sabemos que a amostra segue a mesma distribuicdo da populagéo, logo, E(X;) = E(X) = u:
E(T) =u

Portanto, o primeiro estimador é ndo tendencioso. A esperanga do segundo estimador, T, = X; + X, +
X; — X, — X5, é (considere as propriedades da esperanga):

E(T) =EX1+ X, + X3 — X, — X5) = E(Xy) + E(X3) + E(X3) — E(X4) — E(X5)
Como E(X;) = E(X) = u, temos:

E(T)=p+u+tp—pu—pn=u

Logo, o segundo estimador é ndo tendencioso. Para o terceiro estimador, T3 = —X1+);2+X3, temos:
X1+ X, + X5 1 1 3u
B(Ty) = B (S22 = SECG) + ECG) + EQ)] = 1+ i+ i) = S = g

Ou seja, o terceiro estimador também é ndo tendencioso. Para o quarto estimador, T, = X; — X5:
E(T) =EX,— X)) =EX) —EX))=u—pn=0
Como a esperanga do estimador é diferente do parametro populacional, y, o quarto estimador é

X1+X2+ X3+ X4+ X5
p :

tendencioso. Para o quinto estimador, Ts =

5

BT = E )=§wao+Eag+Eag+Euu+Emm

1 S5u
E(T5)=§[u+u+u+u+u]=?=u

Assim, concluimos que o quinto estimador é nao tendencioso.

Gabarito: C

15. (FGV 2018/AL-R0O) Suponha que Xi, X2, ..., Xn S€ja uma amostra aleatdria simples de uma variavel
aleatdria populacional qualquer com média p e variancia finita. Considere os seguintes estimadores de p:

Ti=Xs

T2 = X1+ X2+ X3 = Xa—Xs.

T3 = (X1 + X + X3)/3.
Ta=X1—-Xa.

Ts = (X1 +X2+X3+X4+X5)/5.

O estimador nao tendencioso de varidancia uniformemente minima de p é:

a) Ty
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b) T,
c)Ts
d) Ta
e)Ts
Comentarios:

Na questdo anterior, vimos que os estimadores ndo tendenciosos sao Ty, T,, T3, Ts. Agora, vamos calcular as
suas variancias, lembrando que as amostras seguem a mesma distribui¢do da populagéo, logo V(X;) = V(X)
e supondo as amostras independentes. Para o primeiro estimador, T; = X;:

V(T =V (X)) =V(X)
Para o segundo estimador, T, = X; + X, + X3 — X, — X5, temos:

V(T) =V(X,+ X, + X3 =X, —X5) = V(X)) + V(X)) + V(X3) + V(X,) + V(X5) =5.V(X)

Para o terceiro estimador, T3 = @:
X, +X,+X 1 3.V(X) VX)
V(T5) =V (%) =5V +V () +V(Xe)] = =5 = = =

X1 +Xo+X3+ X4+ X5
. :

E para o quinto estimador, Ts =

vt = v (PR TR TS C () + V06 + V() + V0 + V(K]
5V(X) VX
vy =222 = T

Assim, o estimador de menor variancia é o quinto estimador, T5.

Gabarito: E

16. (FGV 2014/DPE-RJ) Sejam B; e 0, dois estimadores pontuais, ambos n3o tendenciosos e
igualmente eficientes do parametro 0 (Var(é]) = Var(é;)) , sendo que a covariancia entre eles é igual a
‘A.Var(é}). Entdo, também é ndo tendencioso e mais eficiente o estimador

2 = 1—
3)591 +§62
1 3=
b) =8 + 6,
3= 4 —~
C)gel +;62

0,+6;

d)2

30~ 7
6)591 +§62
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Comentarios:

Esta questdo envolve a combinacdo de estimadores e pergunta pelo estimador ndo tendencioso e mais
eficiente (ou seja, com menor variancia).

~ . . 2 — 1 —
Em relagdo a alternativa A, vamos calcular a esperanga do estimador 501 +§02 para sabermos se o

estimador é tendencioso ou ndo:
2__ 1 __ 2 1
Como 8; e 8, sdo ndo tendenciosos, entdo a sua esperanca é E(0;) = E(6,) = 6:
E(zé‘+19‘) —Z6420=0
31 °37% 3 "3

Portanto, o estimador é nado tendencioso. Agora, vamos calcular a sua variancia, utilizando a férmula da
variancia da soma:
VX, Y)=VX)+ V() +2.Cov(X,Y)
2__ 1 __ 2 __ 1__ 2__1__

Agora, aplicamos as propriedades da variancia, V(k.X) = k?V(X), e da covariancia:

Cov(l.X,k.Y) =1XkxCov(X,Y)

2 1.\ 4 .. 1 ,_ 2 1 .
V<§91 +§92) = 61/(61) +§V(92) +2x3 xg.Cov(Hl,Hz)

O enunciado informa que as variancias sao iguais, V(Ql) = V(Gz), e que a covariancia é Cov(91,92) =

V(Ql)/z, ent3o:

. 4 V() 7., _
) — g[/(gl) +5% ﬁ = 611(91) = 0,78V(6,)

2__ 1__
V(_91+_92 2

3 3
i . . 1~ 3~ .
Vejamos o estimador da alternativa B, 591 + 192. A sua esperanca é:

5(19A+39A)—1E(9A)+3E(9A)—19+39—4+159—19
570042 5V 14TV 5T T T 20 720

Como a esperanca do estimador é diferente do parametro 6, entdo o estimador é tendencioso e, por isso, a
resposta ndo pode ser a alternativa B.

~ . . 3~ 4~ .
Em relacdo ao estimador na alternativa C, 591 + ;62, a esperanga é:

E(30458) = E(F) +5E(B) =20 +20 = =0 =
51 772) sV RS g Ty T 35 Y T35
Como a esperanca do estimador é diferente do parametro 8, entdo o estimador é tendencioso e a resposta

ndo pode ser a alternativa C.
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0:+6;

A esperancga do estimador da alternativa D, @

g 0, +0, _E(@I+é§)_0+9_6
2 N 2 2

Portanto, o estimador é ndo tendencioso. Agora, vamos calcular a sua variancia:

0 +0:\_ (B 0 b: 6,
V< > >—V<2>+V<2 +2.Cov >3

0, +6,
V(l 2

1, 1, 1 1 .
> = Z1/(491) + ZV(ez) +2X5x% ECm;(el, 6,)

Sabendo que V(8;) = V(8;) e Cov(84,0,) = V(el)/z, entdo:

Bi+6\ 1 1 . 1 1 . 3 9,

. s . 3~ , 74 .
Em relagdo a alternativa E, 591 + 592, a esperanga é:

3. 7. 3 .. 7 .3 7 10 5
E(§91+§92)=§E(01)+§E(92)=§6+§9=?9=19

Como a esperanga do estimador é diferente do parametro 8, entdao o estimador é tendencioso e a resposta
ndo pode ser a alternativa E.

Portanto, os estimadores ndao tendenciosos sdo os da alternativa A e D. Como a variancia do estimador da
. 7 ~\ A . . 3.~
alternativa A, ;V(91) =0, 78V(01), é MAIOR que a variancia do estimador da alternativa D, ZV(91) =

0, 75V(§;), entao o estimador mais eficiente é o da alternativa D.

Gabarito: D

17. (FGV 2014/DPE-RJ) Seja o estimador 8 de um parametro populacional 6 tal que EQM(@) —

" 2
Var(e) = (k - %) , onde k (# zero) é uma constante que depende do verdadeiro valor de 8 e n é o

tamanho da amostra. Entao, o estimador sera

a) assintoticamente eficiente se rlll_r)glo Var(8) =0

b) assintoticamente tendencioso.

c) assintoticamente tendencioso, subestimando o parametro 6.
d) assintoticamente tendencioso, superestimando o parametro 6.
e) consistente, desde que Tlll_r)rolo EQM(0) = (k)?

Comentarios:
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O erro quadratico médio (EQM) é a soma da variancia do estimador e o quadrado do seu viés:
EQM(8) =Var(8) + [b(0)]?
Entdo a diferenca entre o EQM e a variancia fornecida no enunciado é justamente o quadrado do viés do
estimador:
2

@) = (k-2)

n
~ 1
b(8)] = |-

Podemos observar que quando n fica muito grande (tende a infinito), o viés tende a k, que é diferente de
zero, conforme o enunciado. Portanto, o estimador é assintoticamente tendencioso (alternativa B correta).

Sendo assintoticamente tendencioso, ele nado sera eficiente, mesmo que a variancia seja nula paran = o, e
também ndo pode ser consistente (alternativas A e E incorretas). Também ndo sabemos se o viés é positivo
ou negativo (alternativas C e D incorretas).

Gabarito: B

18. (FGV 2018/AL-RO) Se Xi, Xa, ..., Xn € uma amostra aleatdria simples de uma distribuicdo Bernoulli
(p), entao o estimador de maxima verossimilhanga da variancia populacional é

a) X

n —X)?
b) i=1 (Xi—X)

n

n —X)?
C) Zl:lr(l)ill &

d) Z‘{l:l(z)(l,_)?)z

n
e) )?(1 - )?)
Comentarios:

O estimador de maxima verossimilhanga da proporg¢do populacional é a propor¢dao amostral, que é calculada
da mesma forma que a média amostral:

YX,
Hh=——=X
p n

Sabendo que a variancia da distribuigdo de Bernoulli é V(X) = p.q = p.(1 — p), entdo a estimativa da
variancia é:

p(1-p)=X.(1-%)
Gabarito: E
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19. (FGV 2018/AL-RO) Se X3, X2, ..., Xn € uma amostra aleatéria simples de uma distribui¢do exponencial
com parametro 0, ou seja,

f(x]8) =06e®,0>0,
entdo, o estimador de 0 pelo método dos momentos é

Z?=1Xi

n

a)X =

1 n
b) 7 = L (X;—X)2
c) X?
d) Z?:le

e) 2?=1Xi
2

Comentarios:

Para uma distribuicdo exponencial, a média é o inverso do parametro (que normalmente chamamos de 4,
mas o enunciado esta chamando de 6):

1

O estimador de maxima verossimilhanca para essa distribuicdo também considera a média amostral, sendo
calculado pelo inverso da média:

S

Il
> =
™M
>

Gabarito: B

FCC

20. (FCC 2015/DPE-SP) Dois estimadores ndo viesados E;=mX+ (m-1)Y-(2m-2)ZeE>=15X-Y +
0,5Z sdo utilizados para estimar a média p de uma populacdo normal e varidncia o? diferente de zero. O
parametro m é um numero real e (X, Y, Z) corresponde a uma amostra aleatdria, com reposicdo, da
populacdo. Se E;1 é mais eficiente que E;, entdo

aym<1/6oum>2
b)3/2<m<2
c)1/6<m<2

d) 1/6 <m < 3/2

e)l<m<?2
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Comentario

Sendo dois estimadores ndo viesados, o estimador mais eficiente é aquele com a menor variancia. A variancia
de Eq é:

V(E) =V[m.X+(m—1).Y — (2m — 2).Z]

Sendo X, Y e Z uma amostra aleatéria extraida com reposicdao, entdo essas varidveis sdao independentes.
Entdo, pelas propriedades da variancia, temos:

V(E) = m2.V(X) + (m—1D2.V(Y) + 2m — 2)2.V(2)

Sabendo que a distribuicdo da amostra é igual a distribuicdo da populacdo, temos V(X)) =V (Y) =V (Z) =

o?:

V(E)) =m?.02+ (m—1)%0%+ (2m—2)% 0%
V(E) =c?[m?+m?-2m+1+4.m?> —8m+4)
V(E;) = 0%(6.m* — 10m + 5)
Segundo o mesmo raciocinio, a variancia de E, é dada por:
V(E,) =V[1,5.X-Y +0,5.2] =225.V(X) + V(Y) + 0,25.V(2)
V(E,) = 2,25.0%2 + 62+ 0,25.0% = 3,5.0°
Para que E; seja mais eficiente que E,, é necessario ter:
V(Ey) <V(E)
0%.(6.m? —10m + 5) < 3,5.0°
6.m?>—10m+5< 3,5
6.m*—10m+15<0
Agora, buscamos as raizes da equac¢do 6.m? — 10m + 1,5:
A=b?—4.a.c=(—10)2-4x6x1,5=100— 36 = 64

_—b+VA 10+8

m

2.a  2X%X6
21 18 3
M=% M2=15773

Como a equagdo 6. m? — 10m + 1,5 tem a sua concavidade voltada para cima, ela serd negativa para valores
entre as duas raizes:
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Gabarito: D

21. (FCC 2013/TRT 52 Regido) Em 20 experiéncias de 4 provas cada uma, obteve-se a seguinte
distribuicao:

X; 0 i 2 3
M. 10 a 1

Observagdo: n; é o nimero de experiéncias nas quais um determinado acontecimento ocorreu x; vezes.

Admitindo que este acontecimento trata de uma variavel aleatéria X obedecendo a uma distribuicao
binomial P(x) = Cy,.p*(1 — p)™ %, em que x é o numero de ocorréncias de um certo acontecimento em
m provas, tem-se, com base nas 20 experiéncias, que a estimativa pontual de p pelo método da maxima
verossimilhanga é

a) 65,00%

b) 50,00%

c) 48,75%

d) 32,50%

e) 16,25%

Comentario

O estimador de maxima verossimilhanga para a proporg¢ao populacional é a proporgdao amostral. Pela tabela,
verificamos que dos 20 x 4 = 80 ensaios (de Bernoulli), 10 resultaram em 0 sucesso, 8 resultaram em 1

sucesso, 1 resultou em 2 sucessos e 1 resultou em 3 sucessos. Assim, a proporg¢ao de sucessos dessa amostra
foi de:

,_10X0+8x1+1x2+1x3 84243 13 _ .
P= 20 X 4 ~ 80 g0 T

Gabarito: E
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22. (FCC 2016/TRT 202 Regido) Em uma sala estdo presentes algumas pessoas e somente duas delas
tém nivel superior, sendo que o nimero de pessoas sem nivel superior é desconhecido e sabendo-se
apenas que é um numero par. Foram selecionadas, desta sala, aleatoriamente, com reposi¢do, 4 pessoas
verificando-se que 3 delas ndo tém nivel superior. Com base nesta sele¢ao e utilizando o método da
maxima verossimilhanga encontra-se a estimativa do nimero de pessoas sem nivel superior. Com isto, o
numero estimado total de pessoas presentes na sala é igual a

a) 12

Comentario

O estimador de mdaxima verossimilhancga para a proporc¢do populacional é a propor¢ao amostral. O enunciado
informa que 3 pessoas, dentre 4 selecionadas na amostra, ndo tém nivel superior, ou seja, apenas 1 pessoa
da amostra possui nivel superior. Logo, a proporgao de pessoas com nivel superior é:

1
P=3

Sabendo que 2 pessoas na sala possuem nivel superior e que esse quantitativo corresponde a 1/4 do total,
entdo o numero total de pessoas é:

1
TX==2
T=2%Xx4=8
Gabarito: E
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QUESTOES COMENTADAS - MULTIBANCAS

Estimacao Intervalar

CEBRASPE

1. (CESPE 2020/TJ-PA) Para determinado experimento, uma equipe de pesquisadores gerou 20
amostras de tamanhon = 25 de uma distribui¢dao normal, com média u = 5 e desvio padrdao ¢ = 3. Para
cada amostra, foi montado um intervalo de confian¢a com coeficiente de 0,95 (ou 95%). Com base nessas
informacgoes, julgue os itens que se seguem.

I.  Osintervalos de confianca terdo aforma f; + 1,176, em que f3; é a média da amostrai.
Il. Para todos os intervalos de confianga, f; + € > u > f; — &, sendo & a margem de erro do
estimador.
lll.  Se o tamanho da amostra fosse maior, mantendo-se fixos os valores do desvio padrao e do nivel
de confianga, haveria uma redu¢dao da margem de erro €.

Assinale a opgao correta.

a) Apenas o item Il esta certo.

b) Apenas os itens | e Il estdo certos.

c) Apenas os itens | e lll estdo certos.
d) Apenas os itens Il e Ill estdo certos.

e) Todos os itens estdo certos.
Comentarios:

Vamos analisar as afirmativas: Item | — Certo. Vamos usar a férmula do intervalo de confianca (IC) para uma
amostra menor ou igual a 30:
o

X+7Z,,%X—
a/2 \/ﬁ

X - média amostral

Zas2 = Zop2s = 1,96 - escore associado ao nivel de confianga (1 — a)
o = 3 — desvio padrao

n = 25 - tamanho da amostra

3
.Bi + 1,96 Xg

B; + 1,176

ltem Il — Errado. O enunciado nos diz que o intervalo de confianca é de 95%, sendo assim 5% estara fora
desse intervalo, logo, ndo é verdadeiro o que se afirma em Il.
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Item Il — Certo. Quanto maior o tamanho da amostra, menor a margem de erro.
Gabarito: C.
2. (CESPE 2020/TJ-PA). Ao analisar uma amostra aleatéria simples composta de 324 elementos, um

pesquisador obteve, para os parametros média amostral e variancia amostral, os valores 175 e 81,

respectivamente.

Nesse caso, um intervalo de 95% de confianc¢a de p é dado por
a) (166,18; 183,82).

b) (174,02; 175,98).

c) (174,51, 175,49).

d) (163,35; 186,65).

e) (174,1775; 175,8225).

Comentarios:
Vamos listar as informacgdes do enunciado:

Média amostral —» X = 175

Escore associado ao nivel de confianca —» z = 1,96
Desvio padrio - o =81 =9

Tamanho da amostra - n = 324

Agora, podemos apenas aplicar na formula do intervalo de confianca para a média:

X+ 3z %

Sile

9
175 £ 1,96 X
V324

9
175 + 1,96 X 13
175 + 1,96 x 0,5
175+ 0,98
175+ 0,98
Logo, o intervalo é (175 — 0,98 = 174,02; 175 + 0,98 = 175,98).

Gabarito: B.
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3. (CESPE 2020/TJ-PA). A respeito dos intervalos de confianga, julgue os proximos itens.

I.  Um intervalo de confianca tem mais valor do que uma estimativa pontual Unica, pois uma
estimativa pontual ndo fornece nenhuma informacgao sobre o grau de precisdao da estimativa.
II. Um intervalo de confian¢a podera ser reduzido se o nivel de confianga for menor e o valor da
variancia populacional for maior.
lll.  No calculo de um intervalo de confianc¢a para a média, deve-se utilizar a distribuicido t em lugar da
distribuicao normal quando a variancia populacional é desconhecida e o niimero de observagoes é
inferior a 30.

Assinale a opgao correta.

a) Apenas o item Il esta certo.

b) Apenas os itens | e Il estdo certos.
c) Apenas os itens | e Il estdo certos.
d) Apenas os itens Il e Ill estdo certos.
e) Todos os itens estdo certos.
Comentarios:

ltem | — Correto. Uma estimativa pontual ndo nos dd um parametro para definir o qudo precisa é a estimativa.
Quando temos um intervalo de confianca, quanto maior a amostra, menor é o erro e maior é a precisao.

Item Il — Errado. Quanto maior o nivel de confianca, menor serd a margem de erro e, consequentemente,
menor sera o intervalo de confianca.

Item Il — Certo. Paran < 30 e com variancia populacional desconhecida utiliza-se t-Student. Se aumentar a
amostra com varidncia desconhecida, ou dada a variancia independentemente do tamanho da amostra
utiliza-se a distribuicdo normal.

Gabarito: C.

4. (CESPE 2020/TJ PA) Na construcdo de um intervalo de confian¢a para a média, conhecida a
variancia, considerando o intervalo na forma [x + & x — €], sendo x o valor do estimador da média e € a
semi-amplitude do intervalo de confianga ou, como é mais popularmente conhecida, a margem de erro do
intervalo de confianga. Considere que, para uma determinada pe¢a automotiva, um lote de 100 pecas
tenha apresentado espessura média de 4,561 polegada, com desvio padrdo de 1,125 polegada. Um
intervalo de confianca de 95% para a média apresentou limite superior de 4,7815 e limite inferior de
4,3405. Nessa situagao, a margem de erro do intervalo é de, aproximadamente,

a) € = 0,4410.
b) e = 0,3436.
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c)e =0,2205.
d)e =0,1125.
e)e =0,1103.

Comentarios:
Vamos listar as informagdes do enunciado:

Zy /2 — escore associado ao nivel de confianga (1 — @)

nivel de confianca de 95% na tabela normal — Z; o5 = 1,96
Desvio padrao —» o = 1,125

Tamanho da amostra - n = 100

Agora, podemos apenas aplicar na formula da margem do erro no intervalo de confianga para a média:

Ly X g
£= —
a/2 \/ﬁ
1,125
V100

1,125
10

=196 x

=196 X

e =10,2205

Gabarito: C.

5. (CESPE 2020/TJ-PA) Tabela da distribui¢cdo T fornecida.

Em uma amostra aleatdria de 20 municipios Paraenses, considerando-se os dados da Secretaria de Estado
de Seguranca Publica e Defesa Social relativos ao crime de lesdao corporal, a média é igual a 87 e o desvio
padrdo igual a 101,9419.

Considerando-se, para 19 graus de liberdade, o coeficiente a = 2,093 e utilizando-se o valor aproximado
4,4721 para a raiz quadrada de 20, com o auxilio da distribuicdo t, um intervalo de 95% de confianga para
a média devera ter

a) Limite inferior de, aproximadamente, 38,78.

b) Limite superior de, aproximadamente, 143,12.

c) Amplitude 2c = 93,45.

d) Limite inferior de 39,29 e limite superior de 142,18.
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e) Limite superior de, aproximadamente, 134,71.
Comentarios:
Vamos listar as informagdes do enunciado:

Média amostral - X = 87

t = valor critico associado ao nivel de confianca da distribuicao t — student
t = 2,093 = para 95% de confianga

Desvio padrido — o = 101,9419

Tamanho da amostra - n = 20 = V20 = 4,4721

Agora, podemos apenas aplicar na formula do intervalo de confianca para a média:
o
Vn

101,9419
V20

101,9419
4,4721

X+tx
87 + 2,093 x

87 + 2,093 X

87 + 2,093 x 22,7950
87 +47,71
Logo, o intervalo é (87 — 47,71 = 39,29; 87 + 47,71 = 134,71)

Gabarito: E.

6. (CESPE 2018/EBSERH) Uma amostra aleatéria simples Y1, Y2, ..., Y25 foi retirada de uma
distribuicdo normal com média nula e variancia o?, desconhecida. Considerando que P(x? < 13) = P(X? > 41)
= 0,025, em que X2 representa a distribui¢do qui-quadrado com 25 graus de liberdade, e que §? = Z%El Yl-z,
julgue o item a seguir.

[S?/41;5%/13] representa um intervalo de 95% de confianga para a variancia 0.
Comentarios:

Vamos calcular o intervalo de confianga para o® com nivel 100(1 — a)%. Assim, determinaremos se a
afirmativa é verdadeira:

2 2
IC=(c%1—0a) = <S—,S—)
Ql—a/z Qa/z
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O enunciado nos informou que n = 25.

Sendo a = 0,05, temos:

52 52
€= (c%1-095) = (Qo 975 Qo 025>

Qoo7s = 41
Qo,025 = 13
Entdo:
P(X34 < Qoo75) = 0,975, ou seja, P(X3; < Qqo75) = 0,025
Logo,

52 s
IC = (0'2,1 - 0,95) = (H,E>

Gabarito: Certo.

7. (CESPE 2018/PF) O tempo gasto (em dias) na preparagdo para determinada operacgao policial é uma
variavel aleatdria X que segue distribuicdo normal com média M, desconhecida, e desvio padrao igual a 3
dias. A observacao de uma amostra aleatéria de 100 outras operacoes policiais semelhantes a essa
produziu uma média amostral igual a 10 dias.

Com referéncia a essas informagoes, julgue o item que se segue, sabendo que P(Z > 2) = 0,025, em que Z
denota uma variavel aleatoria normal padrao.

A expressao 10 dias * 6 dias corresponde a um intervalo de 95% de confianca para a média populacional M.
Comentarios:

Vamos listar as informacgdes do enunciado:

Média amostral —» X = 10

Escore associado ao nivel de confianca = z = 2

Desvio padrao - g = 3

Tamanho da amostra - n = 100

Agora, podemos apenas aplicar na formula do intervalo de confianca para a média:

X+ 2z X

Sl
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10+ 2 x—
- 10

10+2x0,3
10+ 0,6
Logo, o intervalo é (10 — 0,6 = 9,4; 10 + 0,6 = 10,6)

Gabarito: Errado.

8. (CESPE 2016/TCE-PA) Em estudo acerca da situacdo do CNPJ das empresas de determinado
municipio, as empresas que estavam com o CNPJ regular foram representadas por 1, ao passo que as com
CNPJ irregular foram representadas por 0.

Considerando que a amostra

{0,1,1,0,0,10,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,1,1,1}

Foi extraida para realizar um teste de hipéteses, julgue o item subsequente.

Uma vez que a amostra é menor que 30, a estatistica do teste utilizada segue uma distribuicdo t de Student.
Comentarios:

Pelo enunciado, sabemos que a populagdo segue distribuicdo de Bernoulli (0 ou 1). Nessa situacdo, utilizamos
a proporgdo amostral, p, para estimar a proporgdo populacional, e consideramos a distribuicdo normal para

estimar o seu intervalo.

Gabarito: Errado.

9. (CESPE 2016/TCE-PA) Em estudo acerca da situacdo do CNPJ das empresas de determinado
municipio, as empresas que estavam com o CNPJ regular foram representadas por 1, ao passo que as com
CNPJ irregular foram representadas por 0.

Considerando que a amostra

{0,1,1,00,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,1,1, 1}

Foi extraida para realizar um teste de hipéteses, julgue o item subsequente.
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Sendo P(Z > 1,96) = 0,025 e P(Z > 1,645) = 0,05, em que Z representa a variavel normal padronizada, e P(t2o
> 2,086) = 0,025 e P(tis > 1,729) = 0,05, em que ty e tig possuem distribuicdo t de Student com,
respectivamente, 20 e 19 graus de liberdade, o erro utilizado para a construcdo do intervalo de confianca é
menor que 15%, se considerado um nivel de significancia de 5%.

Comentarios:

O erro maximo no intervalo de confianca de uma distribuicdo de proporcao é dado por:

5 X O
ZOX u
n

Vamos aos dados do problema:

p = 0,6 = proporg¢do amostral de 12 empresas regulares em 20
g=1-p=04

n = 20 - tamanho da amostra

Zy = 1,96 - nivel de confianca de 95% na tabela normal

106 % 0,6 X 0,4
’ 20
1,96 0.24
X —
’ 20
1,96 x /0,012
1,96 x 0,109

0,213 ou 21,3%

Gabarito: Errado.

10. (CESPE 2016/TCE-PR) A partir de um levantamento estatistico por amostragem aleatdria simples
em que se entrevistaram 2.400 trabalhadores, uma seguradora constatou que 60% deles acreditam que
poderao manter seu atual padrao de vida na aposentadoria.

Considerando que P(|Z]|<3)=0,99, em que Z representa a distribuicdo normal padrdo, assinale a op¢ao
correspondente ao intervalo de 99% de confianca para o percentual populacional de trabalhadores que
acreditam que poderdao manter seu atual padrao de vida na aposentadoria.

a) 60,0% + 1,0%
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b) 60,0% * 1,5%
c) 60,0% * 3,0%
d) 60,0% + 0,2%
e) 60,0% * 0,4%
Comentarios:

O intervalo de confianca de uma distribuicdo de proporc¢ao é dado por:

A

pXq
n

ptZy X

Vamos aos dados do problema:

p = 0,6 = proporg¢do amostral

g=1-p=04

n = 2.400 - tamanho da amostra

Zy = 3 - nivel de confianga de 99% na tabela normal

0,24
0,6 +£3 X 5400 0,6 + 3 x,/0,0001

0,6+3x0,01=06%0,03
60% + 3%

Gabarito: C.

11. (CESPE 2016/TCE-PA) Suponha que o tribunal de contas de determinado estado disponha de 30 dias
para analisar as contas de 800 contratos firmados pela administracdo. Considerando que essa analise é
necessdria para que a administracao publica possa programar o orgamento do préximo ano e que o
resultado da andlise deve ser a aprovac¢ao ou rejeicdo das contas, julgue o item a seguir. Sempre que
necessdrio, utilize que P(Z > 1,96) = 0,025 e P(Z > 1,645) = 0,05, em que Z representa a variavel normal
padronizada.

Se forem aprovados 90% dos contratos de uma amostra composta de 100 contratos, o erro amostral serd
superior a 10%.
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Comentarios:

A questdo trata sobre o erro amostral da proporgao:

pPxq

€=ZOX

O enunciado ndo nos da o nivel de confianga, portanto, nao é possivel calcular o erro sem ele. Porém, para
deixar evidente que a questdo esta errada, vamos adotar o nivel de confianga de 95%, o escore normal
padrdo seria de 1,96, valor informado na questdo. Entao, fica:

09x0,1
100

e =196 x,/0,0009

e =196 x 0,03

e =196 X

e = 0,0579 ou 5,79%
Logo, temos um erro amostral inferior a 10%.

Gabarito: Errado.

12. (CESPE 2016/TCE-PA) Suponha que o tribunal de contas de determinado estado disponha de 30 dias
para analisar as contas de 800 contratos firmados pela administracao. Considerando que essa analise é
necessdria para que a administracao publica possa programar o or¢gamento do préximo ano e que o
resultado da anadlise deve ser a aprova¢ao ou rejeicao das contas, julgue o item a seguir. Sempre que
necessario, utilize que P(Z > 1,96) = 0,025 e P(Z > 1,645) = 0,05, em que Z representa a variavel normal
padronizada.

Considerando-se que, no ano anterior ao da andlise em questdao, 80% dos contratos tenham sido aprovados
e que 0,615 seja o valor aproximado de 1,962x0,8x0,2, é correto afirmar que a quantidade de contratos de
uma amostra com nivel de 95% de confianca para a média populacional e erro amostral de 5% é inferior a
160.

Comentarios:

Vamos listar os dados da questao:

p = 0,8 = proporg¢do amostral de contas aprovadas no ano anterior
g=1-p=0,2

n — tamanho da amostra
Z, = escore normal associado ao nivel de significancia 5% — Z, = 1,96
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Temos que o erro amostral é dado por:

€=ZOX

0,8 x0,2
n

0,05 =1,96 x

1,96 x 0,4
Vn = 0,05

Jn = 15,68
n = 15,682
n = 245,8624

Gabarito: Errado.

13. (CESPE 2016/TCE-PA) A respeito de uma amostra de tamanho n = 10, com os valores amostrados
{o,10, 0,06, 0,10, 0,12, 0,08, 0,10, 0,05, 0,15, 0,14, 0,11}, extraidos de determinada populagdo, julgue o
item seguinte.

Por um intervalo de confianca frequentista igual a (—0,11, 0,32), entende-se que a probabilidade de o
parametro médio ser superior a —0,11 e inferior a 0,32 é igual ao nivel de confianca y.

Comentarios:
A probabilidade de que o parametro dado no enunciado esteja no intervalo construido (-0,11, 0,32) é ou O
ou 1. Pela abordagem frequentista, 95% dos intervalos de confianga conteriam o verdadeiro valor do

parametro (a média populacional).

Gabarito: Errado.

14. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatéria, com n = 16 observa¢des independentes e
identicamente distribuidas (1ID), foi obtida a partir de uma populagdo infinita, com média e desvio padrao
desconhecidos e distribui¢ao normal.

Tendo essa informagao como referéncia inicial, julgue o seguinte item.

Se a média amostral for igual a 3,2 e a variancia amostral, igual a 4,0, o estimador de maxima verossimilhanca
para a média populacional serd igual a 1,6.
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Comentarios:

Sabendo que a populagdo segue distribuicao normal, entdo o estimador de maxima verossimilhanca para a
média populacional é igual a média amostral. Sabendo que a média amostral é igual a 3,2, entdo o estimador
de maxima verossimilhanga para a média populacional é 3,2.

Gabarito: Errado.

15. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatéria, com n = 16 observa¢des independentes e
identicamente distribuidas (1I1D), foi obtida a partir de uma populagdo infinita, com média e desvio padrao
desconhecidos e distribuicdo normal.

Tendo essa informagao como referéncia inicial, julgue o seguinte item.

Em um intervalo de 95% de confianga para a média populacional em questdo, caso se aumente o tamanho
da amostra em 100 vezes (passando a 1.600 observagdes), a largura total do intervalo de confianga serd
reduzida a metade.

Comentarios:

A questdo trata da amplitude do intervalo de confianca. Pela férmula, podemos determinar se a afirmativa
da questdo esta correta. Vamos analisar:

o

Vn

to = é o escore de distribuicao T associado a 95% de confianca.
o — desvio padrao da populagdo
n — tamanho da amostra

Aumentando o tamanho da amostra em 100 vezes, na formula ficarda v100 = 10. Logo, concluimos que A
sera dividido por 10 e n3do por 2.

Gabarito: Errado.

FGV

16. (FGV/2011 — AFRE/RJ) Um processo X segue uma distribuicio normal com média populacional
desconhecida, mas com desvio-padrdo conhecido e igual a 4. Uma amostra com 64 observac¢oes dessa
populagdo é feita, com média amostral 45. Dada essa média amostral, a estimativa da média populacional,
a um intervalo de confianga de 95%, é

a) (41;49).
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b) (37;54).

c) (44,875;45,125).
d) (42,5;46,5).

e) (44,46).
Comentarios:

Sabendo que o processo segue distribuicdo normal com média desconhecida, mas com desvio padrdo
conhecido (o = 4), entdo a média amostral seguird distribuicdo normal e o intervalo sera da forma:

X+ 9
T Z.——
N

O enunciado informa que a média amostral é X = 45 e o tamanho amostral é n = 64. Para um intervalo de
confianga de 95%, o valor critico da normal padrao é z = 1,96. Assim, o intervalo é:

_ o 4 4
X+2—=454+196—=45+196-=45+4+0,98 = 46
NG N 8
X d 45 —1,96 * 45 1964 45— 0,98 = 44
—Z.—== - 41, —_— = - 4, 5= - Y, =
NG N 8
Gabarito: E
17. (FGV/2016 - IBGE) Com o objetivo de estimar, por intervalo, a verdadeira média populacional de

uma distribuicdo, é extraida uma amostra aleatdria de tamanho n = 26. Sendo a variancia desconhecida,
calcula-se o valor de $% = 100, além da média amostral X = 8 de grau de confianca pretendido é de 95%.
Somam-se a todas essas informacgodes os valores tabulados:

®(1,65) = 0,95 ®(1,96) = 0,975

T25(1,71) = 0,95 T26(1,70) = 0,95 T25(2,06) = 0,975  T26(2,05) = 0,975
Onde §? = estimador n3o-viesado da variancia populacional;

®d(z) = f¢ distribuicao acumulada da Normal-padrao;

Tn(t)= f¢ distribuicdo acumulada da T-Student com n graus de liberdade.

Entao os limites do intervalo de confianc¢a desejado sao:

a) 3,86 e 12,14;

b) 3,88 € 12,12;

c) 4,30 e 11,70;

d) 4,58 e 11,42;

e) 4,60 e 11,40.
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Comentarios:

O enunciado informa que a variancia da populacado é desconhecida, tendo apresentado a variancia amostral,
§2 =100, e a média amostral, X = 8, e o tamanho da amostra, n = 26. Dessa forma, precisamos utilizar a
distribuicdo de t-Student, em que o intervalo de confianca é da forma:

— S
X+t . —

Vn

Para um intervalo de confianca de 95%, temos 2,5% na regiao critica inferior:

2,5% 2,5%

/\ 95%

X-E

X+E

>

Assim, devemos buscar o valor para o qual a fun¢do acumulada é T=2,5% + 95% = 97,5% = 0,975. Paran — 1
= 25 graus de liberdade, o enunciado informa que T»5(2,06) = 0,975, ou seja, t,,_1=2,06.

Considerando, ainda, que o desvio padrdo é § = V52 =+/100 = 10, o intervalo de confianga é:

_ s 10
X+t, 1.—==8+206X—=8+206%x2=8+4,12=12,12
n—1 \/ﬁ ,—26
X—t S—8 2,06 X 1_O~8 206 x2=8-4,12 = 3,88
n_l.\/ﬁ 1] 26 — ) ) )
Gabarito: B
18. (FGV/2010 - Fiscal de Rendas/RJ) Para estimar a proporgao p de pessoas acometidas por uma certa

gripe numa populagao, uma amostra aleatodria simples de 1600 pessoas foi observada e constatou-se que,
dessas pessoas, 160 estavam com a gripe.

Um intervalo aproximado de 95% de confianga para p sera dado por:
a) (0,066, 0,134).

b) (0,085, 0,115).

c) (0,058, 0,142).

d) (0,091, 0,109).

e) (0,034, 0,166).

Comentarios:

A partir da proporcdo amostral, o intervalo de confianca é calculado como:
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A proporgdo encontrada na amostra foi de:

160
1600

p = 0,1

Logo, § =1 —p = 0,9. Também sabemos que o tamanho amostral é n = 1600 e o valor de z para um

intervalo de confian¢a de 95% é z = 1,96. Portanto, a margem de erro do intervalo, z. %, é:

0,09 0,3
=1,96.

= 1,96 1600 40

= 0,0147 = 0,015

Assim, o intervalo é:

P-q

- = 0,1+0,015=10,115

% = 01— 0,015 = 0,085

Gabarito: B

19. (FGV/2016 - IBGE) Com a finalidade de estimar a proporgdo p de individuos de certa populagao,
com determinado atributo, através da proporcao amostral p, é extraida uma amostra de tamanho n,
grande, compativel com um erro amostral de € e com um grau de confianga de (1-a). Assim, é correto
afirmar que:

a) uma reducdo de a pode ser compensado por uma reducado de €, compativeis com o mesmo tamanho de
amostra n;

b) quanto maior a variancia verdadeira de p, menor poderd ser a amostra capaz de assegurar a manutenc¢do
e (l-a);

c) se a variancia de p for maxima, o erro € for 5% e a amostra tiver tamanho n = 1000, o nivel de significancia
serd de 5%;

d) fixos a e p, quanto maior a amostra menores serdo os ganhos de precisdo (reducdo de €) gerados por seus
incrementos;

e) fixo €, quanto menor a proporg¢ado populacional (p) e maior o nivel de significancia (a), maior devera ser a
amostra (n).

Comentarios:
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A questdo trata do intervalo para a propor¢ao amostral, em que a margem de erro é dada por:

»

p-
E=Z. |—

Em relagdo a alternativa A, uma redugao do nivel de significancia a implicaria no aumento do nivel de
confianca, 1 — «a (isto é, maior valor de z), o que aumentaria a margem de erro &, conforme ilustrado abaixo.

<+“— 11—« —
_a/? /2
p—E  p p+E

Por isso, a alternativa A esta incorreta.

Analogamente, em relagao a alternativa E, quanto maior o nivel de significancia «, menor o nivel de
confianca 1 — a (isto é, menor valor de z). Sabendo que o tamanho amostral é proporcional ao quadrado

2
z A oA ~ ,
dez,n= (E) p.q, entao para uma mesma margem de erro ¢, teriamos uma amostra n menor. Por esse

motivo, sabemos que a alternativa E estd errada.

Em relagdo a alternativa B, o tamanho amostral é calculado como:
2

n=(§) 5.4

E a variancia é populacional é V(X) = n.p.q. Ou seja, a varidncia aumenta com o aumento do produto p.q.
2
. N . z A A
Quanto maior esse produto, maior serd o tamanho amostraln = (Z) p.{J, para um mesmo erro € e mesmo

nivel de confianca 1 — a. Por isso, a alternativa B esta incorreta.

Em relagdo a alternativa C, a variancia é maxima para p = q = 0,5. Para um erro € = 0,05 e para uma
amostra de tamanho n = 1000, teremos:

V1000 1010
z=0,05X ———— = 0,05 X =+/10 = 3,16

J0,5%0,5 0,5

Para um nivel de significancia a« = 5%, descrito na alternativa, o valor critico é za, = 1,96. Logo, a
/2

alternativa C esta incorreta.
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Em relagdo a alternativa D, para um mesmo « (ou seja, mesmo z) e mesmo P, sabemos que o aumento da
amostra gera um aumento da precisao, isto é, uma reducdo do erro &:

Porém, quanto maior a amostra, menor serd o efeito de determinado incremento. Por exemplo, se tivermos
uma amostra de tamanho n = 10 e aumentarmos para n = 40, esse incremento quadruplica a amostra e, com
isso, reduzimos o erro a metade:

Por outro lado, o aumento de n = 100 para n = 130 (mesmo incremento de 30 unidades) representa um
aumento de 1,3 e o novo erro terd uma redugdo aproximada de 12%. Ou seja, o ganho de precisao é bem
menor e a alternativa D esta correta.

Gabarito: D

FCC

20. (FCC 2017/TRT 112 Regido) Instrugdes: Considere as informacgdes abaixo para responder a questio.
Se Z tem distribui¢do normal padrdo, entao:

P(z < 0,4) = 0,655; P(Z < 0,67) = 0,75; P(Z < 1,4) = 0,919; P(Z < 1,6) = 0,945;
P(Z < 1,64) = 0,95; P(Z < 1,75) = 0,96; P(Z < 2) = 0,977; P(Z < 2,05) = 0,98

A porcentagem do orgamento gasto com educag¢ao nos municipios de certo estado é uma variavel aleatoria
X com distribuicdo normal com média (%) e variancia 4(%)2.

Uma amostra aleatdria, com reposi¢cao, de tamanho n, X1, X2, ..., Xn, é selecionada da distribuicao de X.
Sendo X, a média amostral dessa amostra, o valor de n para que X nao se distancie de sua média por mais
do que 0,41% com probabilidade de 96% é igual a

a) 64
b) 100
c) 121
d) 81
e) 225

Comentario
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Essa questao trabalha com o tamanho da amostra necessario para construir um intervalo de confianga para
a media de uma populacdo com distribuicdo normal e variancia conhecida. O tamanho amostral pode ser
obtido a partir da formula do erro:

E o
=Z.—
Vn
Z.0
Vn=F

O enunciado informa que X n3o deve se distanciar da média X (medida em %), em mais do 0,41(%), o que
corresponde a margem de erro, E = 0,41. Sabendo que a variancia é g? = 4, entdo o desvio padrdo é o =

Vo2 = 2.

Para que o nivel de confianga sejal — a = 96%, entdo, a = 100% — 96% = 4% e havera a/z = 2% acima
e abaixo do intervalo de confianca:

2% 2%

\ 96%

>
|
=
>
S
+
o]

Logo, o valor de z deve ser tal que P(Z<z) = 2% + 96% = 98% = 0,98. Pelos dados do enunciado observamos
gue esse valor é z = 2,05, pois P(Z < 2,05) = 0,98.

Substituindo os valoresde z = 2,05,0 = 2 e E = 0,41, na férmula do tamanho amostral, temos:
2

o2 2
—(,2) = _ 2 _
n—(z.E) _(2,05.0,41> = (10)2 = 100

Gabarito: B

21. (FCC 2015/SEFAZ-PI) Instrucdo: Para responder a questdo utilize, dentre as informacgdes dadas a
seguir, as que julgar apropriadas. Se Z tem distribuicdo normal padrdo, entdo:

P(z < 0,4) = 0,655; P(Z < 1,2) = 0,885; P(Z < 1,6) = 0,945; P(Z < 1,8) = 0,964; P(Z < 2) = 0,977.

O efeito do medicamento A é o de baixar a pressao arterial de individuos hipertensos. O tempo, em
minutos, decorrido entre a tomada do remédio e a diminui¢cdao da pressao é uma variavel aleatéria X com
distribui¢cao normal, tendo média u e desvio padrao o.

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 192
www.estrategiaconcursos.com.br 253




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Uma amostra aleatdria de n individuos hipertensos foi selecionada com o objetivo de se estimar pu.
Supondo que o valor de o é 10 min, o valor de n para que o estimador nao se afaste de g por mais do que
2 min, com probabilidade de 89%, é igual a

a) 36

b) 100

c) 81

d) 49

e) 64
Comentario

Trata-se de estimacao para o intervalo da média, sendo conhecido o desvio padrdo populacional. Nesse caso,
utilizamos a distribuicao normal. O tamanho amostral é dado por:

n=(22)

O enunciado informa que X ndo deve se distanciar da média em mais do 2 min, o que corresponde a margem
de erro, E = 2. O enunciado também informa que o desvio padrdao é ¢ = 10 min.

2

Para que o nivel de confianca seja 1 — a = 89%, entdo, a = 100% — 89% = 11% e havera “/2 =55%
acima e abaixo do intervalo de confianca:

5,5% 5,5%

\ 89%

Logo, o valor de z é tal que P(Z < z) = 5,5% + 89% = 94,5%. Pelos dados do enunciado observamos que esse
valor é z=1,6, pois P(Z< 1,6) = 0,945.

Substituindo os valoresde z = 1,6,0 = 10 e E = 2, na formula do tamanho amostral, temos:

( 0)2 (1 6 1())2 (8)% = 64
n=(z=) =(1,6.—] = =
E 2
Gabarito: E
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22. (FCC 2015/TRT 32 Regido) Se Z tem distribuicdo normal padrdo, entao:

P(Z < 0,5) = 0,591; P(Z < 1) = 0,841; P(Z < 1,15) = 0,8951; P(Z < 1,17) = 0,879; P(Z < 1,2) = 0,885;
P(2<1,4)=0,919;P(Z<1,64)=0,95;P(Z<2)=0,977;P(2<2,06)=0,98;P(Z<2,4)= 0,997.

Considere que X é a variavel aleatdria, que representa as idades, em anos, dos trabalhadores de certa
industria. Suponha que X tem distribuicdo normal com média de g anos e desvio padrao de 5 anos.

Uma amostra aleatodria, com reposi¢ao, de n trabalhadores sera selecionada e sejam sejam X3, X>, ..., Xn
. v _ 21X L -
as idades observadas e X = % a média desta amostra.

Desejando-se que o valor absoluto da diferenca entre X e sua média seja menor do que 6 meses, com
probabilidade de 95,4%, o valor de n devera ser igual a

a) 225.
b) 100.
c) 256.
d) 196.
e) 400.

Comentario

Trata-se de estimacdo para o intervalo da média, sendo conhecido o desvio padrao populacional. Nesse caso,
utilizamos a distribuicdo normal. O tamanho amostral é dado por:

)

O enunciado informa que o valor absoluto da diferenca entre X e a média u n3o deve ser maior que 6 meses,
ou seja, 0,5 ano, o que corresponde a margem de erro, E =0,5. O enunciado também informa que o desvio
padrdo é o = 5 anos.

Para que o nivel de confianga seja 1 — a = 95,4%, entdo, a = 100% — 95,4% = 4,6% e haverd “/2 =
2,3% acima e abaixo do intervalo de confianca:

2,3% 2,3%

\ 95,4%

<
|
o
>
S
+
o3
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Logo, o valor de z é tal que P(Z < z) = 2,3% + 95,4% = 97,7% = 0,977. Pelos dados do enunciado observamos
que esse valor é z = 2, pois P(Z < 2) =0,977.

Substituindo os valoresde z = 2,0 = 5e E = 0,5, na férmula do tamanho amostral, temos:

n= (z.%)2 = (2.0?5)2 = (20) = 400

Gabarito: E

23. (FCC 2014/TRT 162 Regido) Se Z tem distribui¢do normal padrao, entao:

P(z<0,25) = 0,599, P(2<0,80) = 0,84, P(2<1) = 0,841, P(Z<1,96) = 0,975, P(Z<3,09) = 0,999.

Considere X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatdria simples, com reposi¢cao, da distribuicao da variavel X, que
tem distribuicao normal com_média M e variancia 36. Seja X a média amostral dessa amostra. O valor de
n para que a distancia entre X e u seja, no maximo, igual a 0,49, com probabilidade de 95% é igual a:

a) 256

b) 225

c) 400

d) 144

e) 576

Comentarios:

Trata-se de estimacgao para o intervalo da média, sendo conhecida a variancia populacional. Nesse caso,
utilizamos a distribuicao normal. O tamanho amostral é dado por:

n=(22)

O enunciado informa que a distancia entre X e a média i deve ser no maximo igual a 0,49, o que corresponde
a margem de erro, E = 0,49. O enunciado também informa que a varidncia é 62 = 36, logo o desvio padrao

éo=+v36 =6.

Para que o nivel de confianga seja 1 — a = 95%, entdo, @ = 100% — 95% = 5% e havera “/2 =2,5%
acima e abaixo do intervalo de confianca:
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2,5% 2,5%

/\ 95%

X-E

>
S
+
o3

Logo, o valor de z é tal que P(Z<z) =2,5% + 95% = 97,5% = 0,975. Pelos dados do enunciado observamos que
esse valor é z = 1,96, pois P(Z< 1,96) = 0,975.

Substituindo os valoresde z = 1,96,0 = 6 e E = 0,49, na férmula do tamanho amostral, temos:

2 2

o 6
— _ — — 2
n= (zE) - (1,96. 0}49> — (24)2 = 576

Gabarito: E

24. (FCC 2018/TRT 142 Regido) Uma pesquisa piloto realizada no setor de embalagens, referente aos
motivos de demissdao de funciondrios, mostra que 34% dos casos de demissdo, p*, tem como motivo a
situagdo financeira da empresa. Utilizando um nivel de confian¢a de 95%, a proporcdo p* obtida na
pesquisa piloto, com uma margem de erro amostral e < 3% e que P(Z 2 1,96) = 2,5%, o tamanho minimo
necessdrio da amostra para estimar a proporc¢ao de demissdes causadas por motivos financeiros, no setor
de embalagens, nas condi¢des estipuladas é

a) 635

b) 1020

c) 2115

d) 854

e) 958
Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacdo intervalar para proporcdes. Nesse caso, o tamanho amostral é dado
por:

2

nz(g) X P X{q

O nivel de confianca deve ser de 95%, conforme ilustrado a seguir:
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2,5% 2,5%

\ 95%

—Zz 0 z

O enunciado informa que P(Z > 1,96) = 2,5%. Ou seja, o valor de z que delimita um intervalo de confianca de
95% é z=1,96.

Além disso, o enunciado informa que:

e A margem de erro amostral tolerada é E = 3% =0,03;
e A proporgdo estimada é p = 34% = 0,34. Assim, o seu complemento é § =1 —
0,66.

>
Il
=
|
o
w
o~
Il

Substituindo esses dados na formula acima, temos:

= (1'96)2 x 0,34 % 0,66 = 957,8
n= 0’03 ) ) — )

Gabarito: E

25. (FCC 2016/TRT 202 Regido) Sejam duas varidveis aleatdrias X e Y, normalmente distribuidas, com
as populagoes de tamanho infinito e médias px e py, respectivamente. Uma amostra aleatdria de tamanho
64 foi extraida da populacdo de X, apresentando um intervalo de confianga [1, 5] para lx, ao nivel de
confianca (1 - a). Uma outra amostra aleatéria de tamanho 144 foi extraida da populagiao de Y,
independente da primeira, apresentando um intervalo de confianga [4, 10] para iy, também ao nivel de
confianca de (1 - a). Se ox e oy sao os desvios padrées populacionais de X e Y, respectivamente, entao
oy/ox apresenta um valor igual a

a) 2,000

b) 3,375

c) 1,500

d) 2,250

e) 2,500

Comentarios:

Essa questdo trabalha com o intervalo de confianca para a média de uma populagdo com distribuicdo normal

e variancia conhecida, dado por:
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(X—E;X+E)

Emque E = z. \% Observe que a amplitude do intervalo de confianga (diferenca entre o limite superior e o

limite inferior) é igual ao dobro do erro amostral:

A=2XE=2.z.—

Em relagdo a populagdo X, o enunciado informa que:

e Otamanho da amostraén =64
e Ointervalo de confianga é [1, 5], ou seja, a amplitude é A=5-1=4.

Substituindo esses dados na formula acima, temos:

Ox Ox Ox
4=2.2z—=2.2.—=2z.—
V64 8 4

16

O-X:_

Em relacdo a populagdo Y, o enunciado informa que:

e Otamanho daamostraén =144
e Ontervalo de confianca é [4, 10], ou seja, a amplitude ¢ A=10—-4=6.

Substituindo esses dados na formula anterior e sabendo que o nivel de confianga é o mesmo (mesmo z),
temos:

2 Oy Oy Oy
= 2.z = — =z —
V144 12 6
36
oy = —
Assim, a razado entre os desvios padrao é:
36 36
o 20
~L =2 =— =225
ox 16 16
z
Gabarito: D
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26. (FCC 2020/AL-AP) De uma amostra aleatdria de tamanho 64 extraida, com reposi¢do, de uma
popula¢do normalmente distribuida e varidncia conhecida 62, obteve-se um intervalo de confian¢a de 95%
igual a [23, 27] para a média p desta populagdo. Desejando-se obter um intervalo de confiangca de 95%
para p, porém com amplitude igual a metade da obtida anteriormente, é necessario extrair da populagdo
uma amostra aleatdria, com reposi¢ao, de tamanho

a) 400

b) 1.024

c) 512

d) 256

e) 128
Comentarios:

A amplitude do intervalo de confianca é igual ao dobro do erro amostral. O erro para uma populagdo com
distribuicao normal e variancia conhecida é dado por:

o
EF=z—
Vn

Para que a amplitude caia pela metade, é necessario que o erro amostral caia pela metade:
E 1 E
2 2 * 1

Sendo o intervalo de confianca (z) e o desvio padrdo (o) constantes, conforme enunciado, entdo o novo
tamanho amostral n deve ser:

1 o
==Xz —

o
Z.—
Jn, 2 JVny
1 1

NN
= 2.
n, = (2.\/n)? =4.n,

Ou seja, a amostra precisa quadruplicar. Sabendo que n1 = 64, o tamanho da nova amostra deve ser:
n, =4 X 64 = 256

Gabarito: D
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27. (FCC 2019/Prefeitura de Recife/PE) Considere que na curva normal padrao (Z) a probabilidade P(-2
< Z £ 2) = 95%. Uma amostra aleatéria de tamanho 400 é extraida de uma populagdo normalmente
distribuida e de tamanho infinito. Dado que a variancia desta populagao é igual a 64, obtém-se, com base
na amostra, um intervalo de confian¢a de 95% para a média da populagdo. A amplitude deste intervalo é
igual a

a)0,8

b) 6,4

c)1,6

d) 12,8

e) 3,2
Comentarios:

A amplitude do intervalo de confianca é igual ao dobro do erro amostral. Sendo a populacdo normalmente
distribuida com variancia conhecida, temos:

o
A=2XE=2.2—
Vn

O enunciado informa que:

e O tamanho da amostra é n = 400;
o P(-2<Z<2)=95%, ou seja, o valor de z para um intervalo de confianga de 95% é z = 2;
e Avariancia da populacdo é 02 = 64. Logo, o desvio padrdo (raiz quadrada) é ¢ = V64 = 8.

Substituindo esses dados na formula acima, temos:

Gabarito: C

28. (FCC 2017/TRT 112 Regido) Uma amostra aleatéria de tamanho 64 é extraida de uma populagdo de
tamanho infinito, normalmente distribuida, média 1 e variancia conhecida o?. Obtiveram-se com base nos
dados desta amostra, além de uma determinada média amostral x, 2 intervalos de confianga para p aos
niveis de 95% e 99%, sendo os limites superiores destes intervalos iguais a 20,98 e 21,29, respectivamente.
Considerando que na curva normal padrao (Z) as probabilidades P(|Z] >1,96) = 0,05 e P(|Z]| >2,58) = 0,01,
encontra-se que o? é igual a

a) 16,00
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b) 6,25

c) 4,00

d) 12,25

e) 9,00
Comentarios:

O limite superior do intervalo de confianca para a média de uma populacdo com variancia conhecida é dado
por:

— o
L =X+z.—
SUP \/H

Para encontrarmos a varidncia populacional o2, devemos utilizar os limites superiores informados
considerando os dois niveis de confianga informados.

Para um nivel de confianca de 95%, temos z = 1,96 (dado no enunciado) e Lgyp, = 20,98. Sabendo que o
tamanho da amostra é n = 64 (logo, Vn = V64 = 8), temos:

2098 = X + 1,96.%

20,98 = X +0,245.0

Para um nivel de confianga de 99%, temos z = 2,58 (dado no enunciado) e Lgyp, = 21,29. Considerando a
mesma amostra de tamanho n = 64, temos:

_ o
21,29 =X + 2,58.§

21,29 =X +0,3225.0
Subtraindo a primeira equacdo da segunda, temos:
21,29 — 20,98 = X — X + 0,3225.0 — 0,245.0
0,31 =0,0775.0
oc=4

Logo, a variancia é o quadrado desse resultado:
Gabarito: A
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29. (FCC 2018/TRT — 142 Regido) Um intervalo de confianga com um nivel de (1 - a) foi construido para
a média p1 de uma populagao P1, normalmente distribuida, de tamanho infinito e varidancia populacional
igual a 144. Por meio de uma amostra aleatdria de tamanho 36 obteve-se esse intervalo igual a [25,3;
34,7]. Seja uma outra populagao P;, também normalmente distribuida, de tamanho infinito e
independente da primeira. Sabe-se que a variancia de P2 é conhecida e que por meio de uma amostra
aleatdria de tamanho 64 de P, obteve-se um intervalo de confianga com um nivel de (1 - a) para a média
K2 de Pz igual a [91,54; 108,46]. O desvio padrao de P; é igual a.

a) 28,80
b) 19,20
c) 23,04
d) 38,40
e) 14,40
Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para uma populagdo com distribuicdo normal e variancia
conhecida. Nessa situagdo, o intervalo é dado por:

X+ z

Sile

Observe que o enunciado ndo forneceu um nivel de confianca, pois o valor de z serd obtido pelos dados da
primeira populacao.

Para a primeira populacdo, o enunciado informa que:

e O tamanho da amostra é n1 = 36;
e Avariancia é 62 = 144. Logo, o desvio padrio (raiz quadrada) é o; = V144 = 12.

A média amostral para essa primeira populacdo pode ser calculada pela média aritmética dos extremos do
respectivo intervalo:

_  347+1253 60

A diferenca para qualquer um dos extremos fornece o erro amostral:

01
E, =z.—=34,7-30=4,7

V1
Substituindo os valores do desvio padrao e tamanho amostral que conhecemos, temos:
12
z.——=4,7
V36
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12_47
Z. c =4
2.z=4)7
z = 2,35

Em relacdo a segunda populacdo, sabemos que o tamanho da amostra é n; = 64. A média amostral para essa
populacdo pode ser calculada pela média aritmética dos extremos do respectivo intervalo:

_ 91,54 +108,46 _ 200

X, = = =100
2 2 2

A diferenca para qualquer um dos extremos fornece o erro amostral:

03

E, = z.—= = 108,46 — 100 = 8,46

El

Substituindo os valores de z = 2,35 e do tamanho amostral n; = 64, temos:

03
2,35.— = 8,46

V64
o, 846
8 235

o, =3,6x8 =288

Gabarito: A

30. (FCC 2016/TRT — 202 Regido) Uma variavel aleatéria X tem distribuicio normal, varidncia
desconhecida e com uma populagdo de tamanho infinito. Deseja-se construir um intervalo de confianga
de 95% para a média p da populagao com base em uma amostra aleatéria de tamanho 9 extraida dessa
populacdo e considerando a distribuicdo t de Student. Nessa amostra, observou-se que a média
apresentou um valor igual a 5 e a soma dos quadrados dos 9 elementos da amostra foi igual a 243.

Dados: Valores criticos (to) da distribuicao de Student com n graus de liberdade, tal que a probabilidade
P(t > ta) =aq.

n o= 0,025 a= 0,05 a=10,10
7 2,36 1,89 1.41
8 2.3 1,86 1.40
a 2,26 1,83 1,38

O intervalo de confianca encontrado foi igual a

a) [4,055; 5,945]
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b) [4,070; 5,930]
c) [4,300; 5,700]
d) [3,845; 6,155]
e) [3,870; 6,130]
Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacdo intervalar para uma populacdo com distribuicdo normal e varidncia
desconhecida. Nessa situacao, o intervalo é dado por:

X +t.

Sl

O enunciado informa que:

e (O tamanho daamostraén=29;
e AmédiaéX =5;
e A soma dos quadrados dos elementos da amostra é Y, X? = 243. Com essa informacdo, podemos

calcular a variancia amostral:
Yxz _ n
s? = - X% x
n n—1

2—(243 52)X9_(27 25)><9—2>< _2
5= 8~ 8- )

Logo, o desvio padrao amostral é:

FJS_:\/%:;:LS

Por fim, sendo o intervalo de confianca igual a 95%, precisamos do valor de t associado a uma probabilidade
P(T >t) =2,5% = 0,025. Pela tabela, observamos que para n — 1 = 8 graus de liberdade, temos t = 2,31.

Substituindo os dados que conhecemos na férmula do erro acima, temos:

1,5 1,5
Loyp =5+23L.5==5+231.—=5+231x05=5+1155 = 6,155

V9
1,5 1,5
LINF =5-— 2,31@ =5-— 2,31? =5-231%x05=5-1,155 = 3,845
Gabarito: D
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31. (FCC 2016/TRT — 202 Regido) De uma populacdo normalmente distribuida, de tamanho infinito e
variancia desconhecida, é extraida uma amostra aleatdria de tamanho 16 fornecendo um intervalo de
confianga de (1 - a) igual a [4,91; 11,30] para a média p da populagdo. A variancia amostral apresentou
um valor igual a 36 e considerou-se a distribuicao t de Student para obteng¢do do intervalo de confianca.
Consultando a tabela da distribuicao t de Student com o respectivo numero de graus de liberdade e
verificando o valor critico ty/2 tal que a probabilidade P(|t]| > ty/2) = a, obtém-se que ty/2 é igual a

a) 4,26
b) 6,39
c) 2,13
d) 1,65
e) 8,52
Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para uma populagdo com distribuicdo normal e variancia
desconhecida. Nessa situagao, o intervalo é dado por:

XtE

S
EmqueFE = t.\/—z.

O enunciado informa que:

e O tamanho da amostra é n = 16, logo vVn = V16 = 4;
e Avariadncia amostral é s2 = 36. Logo, o desvio padrdo amostral é s = Vsz =36 =6.

Pela média aritmética do intervalo, podemos calcular o valor da média amostral:

Loyp + Line _ 491+11,30 16,21

X = = 8,105
2 2 2
A diferenca para qualquer um dos extremos fornece o erro amostral:
E =8,105—-4,91 = 3,195
Substituindo os dados que conhecemos na férmula do erro acima, temos:
E=t >
Vn
3,195 =t 6_ t >
S R
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2
t =3,195x 3= 2,13

Gabarito: C

32. (FCC 2016/TRT — 202 Regido) Uma amostra aleatéria de tamanho 100 é extraida de uma populacdo
P1 de tamanho infinito, com média 1, normalmente distribuida e com desvio padrdo populacional igual a
2. Uma outra amostra aleatdria, independente da primeira, de tamanho 400 é extraida de uma outra
populacdo P> de tamanho infinito, com média p2, normalmente distribuida e com desvio padrao
populacional igual a 3. Considerando que na curva normal padrao (Z) as probabilidades P(Z > 1,64) = 0,05
eP(Z2>1,28)=0,10 e que as médias das amostras tomadas de P, e P, foram iguais a 10 e 8, respectivamente,
obtém-se que o intervalo de confian¢a de 90% para (11 - p2) é

a) [1,79; 2,21]
b) [1,64; 2,36]
c) [1,66; 2,34]
d) [1,59; 2,41]
e) [1,68; 2,32]
Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para a diferenca das médias de duas populagdes. Nessa
situacgdo, o intervalo é dado por:

(X-Y)+E
Em que o erro é dado por:
2 2
oy O
E=z |X+2X
ny Ny

O enunciado informa que:

e A média da primeira populacdo é X = 10;

e A média da segunda populacio éY = 8;

e O desvio padrdo da primeira populacdo é oy = 2; logo, a variancia é o quadrado: o = 4;
e O tamanho da amostra da primeira populagdo é ny = 100;

e O desvio padrdo da segunda popula¢do é o, = 3; logo, a variancia é o quadrado: o = 9;
e O tamanho da amostra da primeira populagdo é ny = 400;
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Ademais, o nivel de confianca é de 90%, conforme ilustrado abaixo:

5% 5%
90%

—z 0 z

O enunciado informa que P(Z > 1,64) = 0,05 = 5%. Ou seja, o valor de z que delimita um intervalo de confianga
de 90% é z = 1,64.

Substituindo esses dados na formula do erro, temos:

E =1,64 4 + 0 = 1,64 16+9—164 25—1645—041
ST 100 400 T 400 0 U400 U200

Logo, o intervalo de confianca é dado por:

(10 — 8) + 0,41 = 2 + 0,41 = [1,59; 2,41]

Gabarito: D

VUNESP

33. (VUNESP/2015 — TJ-SP) Leia o texto a seguir para responder a questao.

O Sr. Manoel comprou uma padaria, e foi garantido o faturamento médio de R$ 1.000,00 por dia de
funcionamento. Durante os primeiros 16 dias, considerados como uma amostra de 16 valores da
populacdo, obteve-se o faturamento médio de RS 910,00 e desvio padrdo de RS 80,00. Sentindo-se
enganado pelo vendedor, o Sr. Manoel entrou com acdo de perdas e danos. O juiz sugeriu, entdo, efetuar
o teste de hipétese, indicado ao nivel de significancia de 5% para confirmar ou refutar a acdo.

Supondo-se que a distribui¢do seja normal com desvio padrio de RS 120,00 e que a amostra dos 16 dias
tenha acusado o valor de R$ 910,00, ent3o o intervalo de confian¢a para a verdadeira média com 95% de
confianga é de, aproximadamente,

a) R$ 850,00 < x < R$ 970,00
b) RS 800,00 < x < RS 1.020,00
c) RS 790,00 < x < RS 1.030,00
d) RS 900,00 < x < RS 920,00

e) RS 890,00 < x < R$ 930,00
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Utilize a tabela a seguir para resolver esta e as proximas questoes.

Tabela 1 — Distribuicdo Normal Padréo
Z ~ N(, 1)
Corpo da tabela déa a probabilidade p, tal que p = P(0<Z < Z)

P
0 Z z
parte in- Segunda decimal de Z_ parte in-
teira e teira e
primeira primeira
decimal decimal
de Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 dez
p=0
0,0 DOO0O 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586 0,0
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 0,1
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 0,2
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 03
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 0.4
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 0,5
0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 0,6
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 0,7
08 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 08
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 0,9
1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 1,0
1,1 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298 1,1
1,2 38493  3B686 38877 39065 39251 39435 39417 39796 39973 40147 1,2
1,3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41466 41621 41774 1,3
1.4 41924 42073 42220 42384 42507 42647 42786 42922 43056 43189 1.4
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 1,5
1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 1,6
1,7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327 1.7
1,8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062 1.8
1,2 47128 47193 47257 47320 47381  4744) 47500 47558 47615 47670 1.9
2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48149 2,0
2,1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 2,1
2,2 48610  4B645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899 2,2
2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 2,3
24 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49341 2,4
2,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520 2,5
2,6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643 2,6
27 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 27
2,8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807 2,8
29 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861 29
3,0 49865 49869 49874 49878 49882 49886 49889 49893 49897 49900 3,0
31 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924 49926 49929 3,1
3,2 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950 3,2
3,3 49952  A9953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965 33
3,4 49966 49968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976 3,4
3,5 49977 49978 49978 49979 49980 49981 49981 49982 49983 49983 3,5
3,6 49984 49985 49985 49986 49986 49987 49987 49988 49988 49989 3,6
37 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992 37
3,8 49993 49993 49993 49994 49994 49994 49994 49995 49995 49995 38
3,9 49995 49995 49996 49996 49996 49996 49996 49996 49997 49997 3,9
4,0 49997 49997 49997 49997 49997 49997 49998 49998 49998 49998 4,0
4,5 49999 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 4,5
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Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacdo intervalar para a média de uma populacdo com distribuicdo normal
e variancia conhecida, em que o intervalo de confianga é dado por:

X+ z.

Sl

O enunciado informa que:

e AmédiaéX =910
e Odesviopadrioéo =120
e (Otamanho daamostraén = 16

O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianca é de 95%, conforme ilustrado abaixo:

95%

/ 47,5% 47,5%\

A 0 VA

Ou seja, precisamos do valor de z para o qual P(0 < Z < z) = 47,5% = 0,475. Pela tabela fornecida acima,
observamos que z = 1,96. Substituindo esse e os demais dados na férmula do intervalo de confianga, temos:

120 120
Lsyp =910 +1,96 X —=910+1,96 X — =910 + 1,96 X 30 = 910 + 60 = 970
SUP e 4

Liyr =910 196><120—910 196><120—910 1,96 x 30 =910 — 60 = 850
INF ) '\/E ) 4 ) —_

Gabarito: A

34. (VUNESP/2015 — TJ-SP) Para avaliar o tempo médio de viagem entre o ponto inicial e o ponto final
de uma linha de 6nibus, retira-se uma amostra de 36 observagdes (viagens), encontrando-se, para essa
amostra, o tempo médio de 50 minutos e o desvio padrao de 6 minutos, com distribuicio normal.
Considerando-se um intervalo de confian¢a de 95% para o tempo médio populacional, é correto afirmar
que o valor mais préximo para limite inferior desse intervalo é o tempo de

a) 40 min.
b) 44 min.

c) 48 min.
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d) 52 min.
e) 56 min.

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacgao intervalar para a média de uma populagdo com distribuicao normal
e variancia conhecida, em que o intervalo de confianga é dado por:

X+ z

Sile

O enunciado informa que:

e AmédiaéX =50 min
e O desvio padrdo é g = 6 min
e Otamanho daamostraén = 36

O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianga é de 95%, conforme ilustrado abaixo:

95%

A 4T5WATSUN

—Z O VA

Ou seja, precisamos do valor de z para o qual P(0 < Z < z) = 47,5% = 0,475. Pela tabela fornecida acima,
observamos que z = 1,96. Substituindo esse e os demais dados na férmula do limite inferior do intervalo de
confianca, temos:

6 6
Linvg =50—-196 X—=50—-1,96 x—==50—1,96 = 48
INF /36 6

Gabarito: C

35. (VUNESP/2014 — TJ-PA) Supondo que em uma amostra de 4 baterias automotivas tenha-se
calculado o tempo de vida média de 4 anos. Sabe-se que o tempo de vida da bateria é uma distribuicao
normal com desvio padrao de 1 ano e meio.

Entao, o intervalo de 90% de confianga para a média de todas as baterias é de, aproximadamente:
a) 4 anos + 15 meses
b) 4 anos + 12 meses

c) 4 anos + 10 meses
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d) 4 anos + 8 meses
e) 4 anos *+ 5 meses

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacgao intervalar para a média de uma populagdo com distribuicdo normal
e variancia conhecida, em que o intervalo de confianga é dado por:

X+ z

Sile

O enunciado informa que:

e AmédiaéX = 4anos
e Odesvio padrdaoéo = 1,5ano
e Otamanhodaamostraén =4

O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianga é de 90%, conforme ilustrado abaixo:

90%

A % | 5% N

—7Z 0 Z

Ou seja, precisamos do valor de z para o qual P(0 < Z < z) = 45% = 0,45. Pela tabela fornecida acima,
observamos que z = 1,64. Substituindo esse e os demais dados na formula do intervalo de confianca, temos:

1,5 1,5
44+164Xx—=4+164Xx—=44+082%x15=4+1,23
Va 2

1,23 ano corresponde ao seguinte nimero de meses:
1,23 x 12 = 14,76 = 15
Ou seja, o intervalo de confianca é 4 anos + 15 meses

Gabarito: A

36. (VUNESP/2014 - TJ-PA) O sindicato dos médicos de uma regido divulgou uma nota na qual afirma
que os médicos plantonistas daquela regidao trabalham em média, mais de 40 horas por semana, o que,
supostamente, contraria acordos anteriores firmados com a categoria. Para verificar essa afirmativa
realizou-se uma nova pesquisa na qual 16 médicos escolhidos de modo aleatério declararam seu tempo
de trabalho semanal, obtendo-se para tempo médio e para desvio padrao, respectivamente, os valores 42
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horas e 3 horas. Considere-se que a distribuicao de frequéncia das horas trabalhadas pelos médicos é
normal. Com esses dados o intervalo de confianga u, = x + ta/2 X S—:l de 95% para a média populacional,

N
é:

a)u, =42+ 6

b)u, =42+3

c) u, =42 + 2,55
du, =42+1,6
e) u, =42+0,75

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para a média de uma populagdo com distribuicao normal
e variancia desconhecida, em que o intervalo de confianca é dado por:

X+t

Sl

O enunciado informa que:

e AmédiaéX =42 horas
e O desvio padrdo amostral é s = 3 horas
e Otamanhodaamostraén = 16

O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianca é de 1 — p = 95%, logo p = 5%:

95% 2,5%

N

—t 0 t

2,5%

Ademais, sabemos que n — 1= 15. Pela tabela, observamos que o valor de t associado a p = 5% e 15 graus de
liberdade é t = 2,131. Substituindo esse e os demais dados na féormula do intervalo de confianga, temos:

3 3
42i2,131><—=42i2,131XZE42i1,6

V16
Gabarito: D
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37. (VUNESP/2013 — MPE-ES) Pesquisa recente sobre o tempo total para que os 6nibus de determinada
linha urbana percorram todo o trajeto entre o ponto inicial e o ponto final, programados para essa viagem,
detectou que os tempos de viagem sdo normalmente distribuidos com tempo médio gasto de 53 minutos
e com desvio-padrdo amostral de 9 minutos. Nessa pesquisa, foram observados e computados os dados
de 16 viagens escolhidas aleatoriamente.

Com um intervalo de confianca de 98%, utilizando-se a tabela t de Student para estimar o erro amostral,
e arredondando para cima o valor desse erro, é correto afirmar que o tempo médio dessa viagem varia
entre

a) 45 min e 61 min
b) 47 min e 59 min
¢) 50 min e 56 min
d) 51 min e 55 min
e) 52 min e 54 min

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para a média de uma popula¢do com distribuicdo normal
e variancia desconhecida, em que o intervalo de confianga é dado por:

X+t

Sl

O enunciado informa que:

e A média é X = 53 minutos
e O desvio padrdao amostral é s = 9 minutos
e Otamanhodaamostraén =16

O enunciado informa, ainda, que o nivel de confianca é de 1 — p = 98%, logo p = 2%:

L A S

—t 0 t

Ademais, sabemos que n — 1= 15. Pela tabela, observamos que o valor de t associado a p = 2% e 15 graus de
liberdade é t = 2,602. Substituindo esse e os demais dados na féormula do intervalo de confianga, temos:

9 9
L =53+2602X—=53+2,602%x-=53+6=59
SUP \/E 4
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9 9
Liyg =53 —2,602X—=53—-2,602X—=53—-6=47
INF J16 7

Gabarito: B

38. (VUNESP/2014 — EMPLASA) Um jornal deseja estimar a proporg¢do de jornais impressos com nio
conformidades. Em uma amostra aleatdria de 100 jornais dentre todos os jornais impressos durante um
dia, observou-se que 20 tém algum tipo de ndo conformidade. Para um nivel de confianc¢a de 90%, Z = 1,64.
Entao pode-se concluir que apresentam ndao conformidades.

a) 21,64%, no maximo
b) 26,56%, no maximo
c) 26,56%, no minimo
d) 21,64%, no minimo
e) 20%, no minimo

Comentarios:

Essa questdo trabalha com a estimacao intervalar para propor¢des, em que o intervalo de confianca é dado
por:

O enunciado informa que dos n = 100 jornais, 20 apresentam ndo conformidade. Logo, a propor¢ao amostral
de nao conformidade é:

20

—=0,2
100

D=

Eocomplementaré§ =1—p =1-0,2 = 0,8. Sabendo que z = 1,64, temos:

v0,16
Lsyp = 0,2 + 1,64. =02+ 1,64.T =0,2+ 0,164 X 0,4 = 0,2656 = 26,56%
Gabarito: B
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LISTA DE QUESTOES - VUNESP

Estimacgao Intervalar

Utilize a tabela a seguir para resolver as proximas questoes, de 1 a 5.

Tabela 1 — Distribuicdo Normal Padréo

Z~N(,1)
Corpo da tabela déa a probabilidade p, tal que p = P(0<Z < Z) p
0 z z
parte in- Segunda decimal de Z, parte in-
teira e teira e
primeira primeira
decimal decimal
dez, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | dez
p=0
0,0 00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586 0,0
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 0,1
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 0,2
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 0,3
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 0,4
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 0,5

0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 0,6
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 0,7
08 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 08
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 0,9

1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 1,0
1,1 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298 1,1
1,2 38493  3B686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147 1,2
1,3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41466 41621 41774 1,3
1,4 41924 42073 42220 42384 42507 42647 42786 42922 43056 43189 1.4
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 1,5
1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 1,6
1.7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327 1,7
1,8 46407 46485 46562 46638 46712 46784  46B56 46926 46995 47062 1,8
1,9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670 1,9
2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48149 2,0
2,1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 2,1

2,2 48610  4B645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899 2,2
2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 23
24 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49341 2,4
2,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520 2,5
26 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643 26
27 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 27
28 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807 2,8
29 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861 29
3,0 49865 49869 49874 49878 49882 49886 49889 49893 49897 49900 3,0
31 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924  A9926 49929 3,1
3,2 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950 3,2
3,3 49952 49953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965 33
3,4 49966 49968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976 3,4
3,5 49977 49978 49978 49979 49980 49981 49981 49982 49983 49983 3,5
3,6 49984 49985 49985 49986 49986 49987 49987 49988 49988 49989 3,6
37 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992 37
3,8 49993 49993 49993 49994 49994 49994 49994 49995 49995 49995 38
3,9 49995 49995 49996 49996 49996 49996 49996 49996 49997 49997 3,9
4,0 49997 49997  A9997 49997 49997 49997 49998 49998 49998 49998 4,0
4,5 49999 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 4,5
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1. (VUNESP/2015 — TJ-SP) Leia o texto a seguir para responder a questdo.

O Sr. Manoel comprou uma padaria, e foi garantido o faturamento médio de RS 1.000,00 por dia de
funcionamento. Durante os primeiros 16 dias, considerados como uma amostra de 16 valores da
populagdo, obteve-se o faturamento médio de R$ 910,00 e desvio padrdo de RS 80,00. Sentindo-se
enganado pelo vendedor, o Sr. Manoel entrou com agao de perdas e danos. O juiz sugeriu, entao, efetuar
o teste de hipdtese, indicado ao nivel de significancia de 5% para confirmar ou refutar a acdo.

Supondo-se que a distribui¢do seja normal com desvio padrdo de RS 120,00 e que a amostra dos 16 dias
tenha acusado o valor de RS 910,00, entdo o intervalo de confian¢a para a verdadeira média com 95% de
confianga é de, aproximadamente,

a) RS 850,00 < x < RS 970,00
b) RS 800,00 < x < RS 1.020,00
c) RS 790,00 < x < RS 1.030,00
d) RS 900,00 < x < R$ 920,00

e) RS 890,00 < x < RS 930,00

2. (VUNESP/2015 - TJ-SP) Para avaliar o tempo médio de viagem entre o ponto inicial e o ponto final
de uma linha de 6nibus, retira-se uma amostra de 36 observagdes (viagens), encontrando-se, para essa
amostra, o tempo médio de 50 minutos e o desvio padrao de 6 minutos, com distribuicio normal.
Considerando-se um intervalo de confianga de 95% para o tempo médio populacional, é correto afirmar
que o valor mais préximo para limite inferior desse intervalo é o tempo de

a) 40 min.
b) 44 min.
c) 48 min.
d) 52 min.

e) 56 min.

3. (VUNESP/2014 — TJ-PA) Supondo que em uma amostra de 4 baterias automotivas tenha-se
calculado o tempo de vida média de 4 anos. Sabe-se que o tempo de vida da bateria é uma distribuicdo
normal com desvio padrao de 1 ano e meio.

Entao, o intervalo de 90% de confianca para a média de todas as baterias é de, aproximadamente:
a) 4 anos + 15 meses
b) 4 anos + 12 meses

c) 4 anos + 10 meses
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d) 4 anos + 8 meses

e) 4 anos + 5 meses

4. (VUNESP/2014 — TJ-PA) O sindicato dos médicos de uma regido divulgou uma nota na qual afirma
que os médicos plantonistas daquela regidao trabalham em média, mais de 40 horas por semana, o que,
supostamente, contraria acordos anteriores firmados com a categoria. Para verificar essa afirmativa
realizou-se uma nova pesquisa na qual 16 médicos escolhidos de modo aleatério declararam seu tempo
de trabalho semanal, obtendo-se para tempo médio e para desvio padrao, respectivamente, os valores 42
horas e 3 horas. Considere-se que a distribuicdo de frequéncia das horas trabalhadas pelos médicos é

normal. Com esses dados o intervalo de confianga i, = x + ta/z X % de 95% para a média populacional,
é:

a)uy =42 16

b)u, =42+3

C) Uy = 42 + 2,55
du, =42+1,6
e)u, =42+0,75

5. (VUNESP/2013 — MPE-ES) Pesquisa recente sobre o tempo total para que os 6nibus de determinada
linha urbana percorram todo o trajeto entre o ponto inicial e o ponto final, programados para essa viagem,
detectou que os tempos de viagem sao normalmente distribuidos com tempo médio gasto de 53 minutos
e com desvio-padrao amostral de 9 minutos. Nessa pesquisa, foram observados e computados os dados
de 16 viagens escolhidas aleatoriamente.

Com um intervalo de confianca de 98%, utilizando-se a tabela t de Student para estimar o erro amostral,
e arredondando para cima o valor desse erro, é correto afirmar que o tempo médio dessa viagem varia
entre

a) 45 min e 61 min
b) 47 min e 59 min
c) 50 min e 56 min
d) 51 min e 55 min

e) 52 min e 54 min

6. (VUNESP/2014 — EMPLASA) Um jornal deseja estimar a proporg¢do de jornais impressos com nio
conformidades. Em uma amostra aleatoéria de 100 jornais dentre todos os jornais impressos durante um
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dia, observou-se que 20 tém algum tipo de ndo conformidade. Para um nivel de confian¢a de 90%, Z = 1,64.
Entao pode-se concluir que apresentam nao conformidades.

a) 21,64%, no maximo
b) 26,56%, no maximo
c) 26,56%, no minimo
d) 21,64%, no minimo

e) 20%, no minimo

a APS (Especialista Portuario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (Pés-Edital) 218
www.estrategiaconcursos.com.br 253




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

GABARITO

1. LETRAA 3. LETRAD 5. LETRAB
2. LETRAC 4. LETRAD 6. LETRAB
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LISTA DE QUESTOES - MULTIBANCAS

Distribuicao Amostral

CEBRASPE

1. (CESPE 2019/TJ-AM) Em determinado municipio brasileiro, realizou-se um levantamento para
estimar o percentual P de pessoas que conhecem o programa justica itinerante. Para esse propdsito, foram
selecionados 1.000 domicilios por amostragem aleatdria simples de um conjunto de 10 mil domicilios. Nos
domicilios selecionados, foram entrevistados todos os residentes maiores de idade, que totalizaram 3.000
pessoas entrevistadas, entre as quais 2.250 afirmaram conhecer o programa justica itinerante.

De acordo com essa situacao hipotética, julgue o seguinte item.

O numero médio de pessoas maiores de idade por domicilio foi igual a 3 pessoas por domicilio; e o erro
padrdo do estimador do percentual P é inversamente proporcional a 3v/1.000.

2. (CESPE 2019/TJ-AM) Para avaliar a satisfagdao dos servidores publicos de certo tribunal no ambiente
de trabalho, realizou-se uma pesquisa. Os servidores foram classificados em trés grupos, de acordo com o
nivel do cargo ocupado. Na tabela seguinte, k é um indice que se refere ao grupo de servidores,
e N denota o tamanho populacional de servidores pertencentes ao grupo k.

l

1 500 50 0,7
il 2 300 20 0,8
1} 3 200 10 0,9

De cada grupo k foi retirada uma amostra aleatdria simples sem reposi¢ao de tamanho n;; p, representa
a proporgao de servidores amostrados do grupo k que se mostraram satisfeitos no ambiente de trabalho.

A partir das informacgodes e da tabela apresentadas, julgue o proximo item.

Com relagcdo ao grupo k = 2, o erro padrdo da estimativa da proporcdo dos servidores satisfeitos no
ambiente de trabalho foi inferiora 0,1.

3. (CESPE 2019/TJ-AM) Em determinado municipio brasileiro, realizou-se um levantamento para
estimar o percentual P de pessoas que conhecem o programa justica itinerante. Para esse propdsito, foram
selecionados 1.000 domicilios por amostragem aleatdria simples de um conjunto de 10 mil domicilios. Nos
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domicilios selecionados, foram entrevistados todos os residentes maiores de idade, que totalizaram 3.000
pessoas entrevistadas, entre as quais 2.250 afirmaram conhecer o programa justica itinerante.

De acordo com essa situacao hipotética, julgue o seguinte item.

A estimativa do percentual de pessoas que conhecem o programa justica itinerante foi inferior a 60%.

4, (CESPE 2019/TJ-AM) Para estimar a propor¢do de menores infratores reincidentes em determinado
municipio, foi realizado um levantamento estatistico. Da popula¢do-alvo desse estudo, constituida por
10.050 menores infratores, foi retirada uma amostra aleatdria simples sem reposicao, composta por 201
individuos. Nessa amostra foram encontrados 67 reincidentes.

Com relagdo a essa situagao hipotética, julgue o seguinte item.

Se a amostragem fosse com reposicao, a estimativa da variancia da propor¢do amostral teria sido superior a
0,001.

5. (CESPE 2018/PF) Determinado d6rgdo governamental estimou que a probabilidade p de um ex-
condenado voltar a ser condenado por algum crime no prazo de 5 anos, contados a partir da data da
libertacao, seja igual a 0,25. Essa estimativa foi obtida com base em um levantamento por amostragem
aleatodria simples de 1.875 processos judiciais, aplicando-se o método da maxima verossimilhanga a partir
da distribuicdo de Bernoulli.

Sabendo que P(Z < 2) = 0,975, em que Z representa a distribuicdo normal padrao, julgue o item que se
segue, em relacdo a essa situagdo hipotética.

O erro padrdo da estimativa da probabilidade p foi igual a 0,01.

6. (CESPE 2018/PF) Uma pesquisa realizada com passageiros estrangeiros que se encontravam em
determinado aeroporto durante um grande evento esportivo no pais teve como finalidade investigar a
sensagao de seguranga nos voos internacionais. Foram entrevistados 1.000 passageiros, alocando-se a
amostra de acordo com o continente de origem de cada um — Africa, América do Norte (AN), América do
Sul (AS), Asia/Oceania (A/O) ou Europa. Na tabela seguinte, N é o tamanho populacional de passageiros
em voos internacionais no periodo de interesse da pesquisa; n é o tamanho da amostra por origem; P é o
percentual dos passageiros entrevistados que se manifestaram satisfeitos no que se refere a sensacao de

seguranga.
Africa  100.000 100
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AN 300.000 300 70
AS 100.000 100 90
A/O 300.000 300 80
Europa 200.000 200 80
Total 1.000.000 1.000 P,,,

Em cada grupo de origem, os passageiros entrevistados foram selecionados por amostragem aleatdria
simples. A ultima linha da tabela mostra o total populacional no periodo da pesquisa, o tamanho total da
amostra e P, representa o percentual populacional de passageiros satisfeitos.

A partir dessas informacgdes, julgue o item.

Considerando o referido desenho amostral, estima-se que o percentual populacional B, seja inferior a 79%.

7. (CESPE 2018/STM) Em um tribunal, entre os processos que aguardam julgamento, foi selecionada
aleatoriamente uma amostra contendo 30 processos. Para cada processo da amostra que estivesse ha
mais de 5 anos aguardando julgamento, foi atribuido o valor 1; para cada um dos outros, foi atribuido o
valor 0. Os dados da amostra sdo os seguintes:

110010110111101110101010111011

A proporc¢ao populacional de processos que aguardam julgamento ha mais de 5 anos foi denotada por p;
a proporg¢do amostral de processos que aguardam julgamento ha mais de 5 anos foi representada por p

A variancia da proporgdo amostral p sob a hipdtese nula Hy: p = 0,5 é menor que 0,1.

8. (CESPE 2018/STM) Em um tribunal, entre os processos que aguardam julgamento, foi selecionada
aleatoriamente uma amostra contendo 30 processos. Para cada processo da amostra que estivesse ha
mais de 5 anos aguardando julgamento, foi atribuido o valor 1; para cada um dos outros, foi atribuido o
valor 0. Os dados da amostra sdao os seguintes:

110010110111101110101010111011

A propor¢ao populacional de processos que aguardam julgamento ha mais de 5 anos foi denotada por p;
a proporgdo amostral de processos que aguardam julgamento ha mais de 5 anos foi representada por p

Estima-se que, nesse tribunal, p > 60%.
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9. (CESPE 2018/EBSERH) X, X, ..., X1o representa uma amostra aleatdria simples retirada de uma
distribuicdo normal com média u e varidncia 0%, ambas desconhecidas. Considerando
que i e 0 representam os respectivos estimadores de maxima verossimilhanga desses parametros
populacionais, julgue o item subsecutivo.

A razdo % segue uma distribuicdo normal padrao.

10. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatdria simples X, X, ..., X,, foi retirada de uma populagao
normal com média e desvio padrao iguais a 10. Julgue o préximo item, a respeito da média amostral X =
[Xl + X2+ e +Xn]/n.

A variancia de X é igual a 100.

11. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatéria simples X, X, ..., X,, foi retirada de uma populagdo
normal com média e desvio padrdo iguais a 10. Julgue o préximo item, a respeito da média amostral X =
[Xl + X2+ e +Xn]/n.

A média amostral segue uma distribuicdo t de Student com n — 1 graus de liberdade.

12. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatdria simples X4, X, ..., X,, foi retirada de uma populagao
normal com média e desvio padrio iguais a 10. Julgue o préximo item, a respeito da média amostral X =
[Xl + X2+ e +Xn]/n.

P(X—10>0)<0,5

13. (CESPE 2016/TCE-PA) Considere um processo de amostragem de uma populagdo finita cuja variavel
de interesse seja bindria e assuma valor 0 ou 1, sendo a propor¢ao de individuos com valor 1 igual a p =
0,3. Considere, ainda, que a probabilidade de cada individuo ser sorteado seja a mesma para todos os
individuos da amostragem e que, apds cada sorteio, haja reposicio do individuo selecionado na
amostragem. A partir dessas informacgoes, julgue o item subsequente.

Se, dessa populacao, for coletada uma amostra aleatdria de tamanho n = 1, a probabilidade de um individuo
apresentar valor 1 é igual a 0,5.
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FCC

14. (FCC 2015/DPE-SP) Uma amostra aleatdria simples, com reposicdo, de n observacées X1, X2, ... Xn
foi selecionada de uma populagdo com distribuigao uniforme continua no intervalo [-2, b], b > -2. Sabe-
se que:

I. a média dessa distribui¢ao uniforme é igual a 10.

YhaXi .

Il. o desvio padrdo de X = == igual a 0,4.

Nessas condigdes, o valor de n é igual a,
a) 100.
b) 400.
c) 225.
d) 300.

e) 324.

15. (FCC 2015/TRT 32 Regido) Se Z tem distribui¢do normal padrao, entdo:

P(z < 0,5) = 0,591; P(Z < 1) = 0,841; P(Z < 1,15) = 0,8951; P(Z < 1,17) = 0,879; P(Z < 1,2) = 0,885;
P(2<1,4)=0,919;P(Z<1,64)=0,95;P(Z<2)=0,977;P(2<2,06)=0,98;P(2<2,4)= 0,997.

Considere que X é a varidvel aleatdria, que representa as idades, em anos, dos trabalhadores de certa
industria. Suponha que X tem distribuicdo normal com média de g anos e desvio padrao de 5 anos.

Uma amostra aleatdéria, com reposicao, de 16 trabalhadores sera selecionada e sejam X3, X>, ..., X16 as
18X
n
a 30 anos é igual a 0,919, o valor de u, em anos, é igual a:

a média desta amostra. Sabendo-se que a probabilidade de X ser superior

idades observadas e X =

a) 28,25
b) 31,75
¢) 30,50
d) 32,50

e) 30,85

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 224
www.estrategiaconcursos.com.br 253




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

GABARITO

1. CERTO 6. CERTO 11. ERRADO
2. CERTO 7. CERTO 12. CERTO
3. ERRADO 8. CERTO 13. ERRADO
4. CERTO 9. ERRADO 14. LETRAD
5. CERTO 10. ERRADO 15. LETRA B
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LISTA DE QUESTOES - MULTIBANCAS

Estimagao Pontual

CEBRASPE

1. (CESPE 2018/STM) Diversos processos buscam reparag¢do financeira por danos morais. A tabela
seguinte mostra os valores, em reais, buscados em 10 processos — numerados de 1 a 10 — de reparagao
por danos morais, selecionados aleatoriamente em um tribunal.

Processo | Valor

1 3.700
2 3.200
3 2.500
4 2.100
5 3.000
6 5.200
7 5.000
8 4.000
9 3.200
10 3.100

A partir dessas informag¢Ges e sabendo que os dados seguem uma distribuicio normal, julgue o item
subsequente.

Se u = estimativa pontual para a média dos valores buscados como reparagdo por danos morais no referido
tribunal, entao 3.000 < u < 3.300.

2. (CESPE 2016/TCE-PA) Considerando uma populagdo finita em que a média da variavel de interesse
seja desconhecida, julgue o item a seguir.

Considere uma amostragem com trés estratos, cujos pesos populacionais sejam 0,2, 0,3 e 0,5. Considere,
ainda, que os tamanhos das amostras em cada estrato correspondam, respectivamente, a ni= 20, n,= 30
e n3= 50, e que as médias amostrais sejam 12 kg, 6 kg e 8 kg, respectivamente. Nessa situacao, a estimativa
pontual da média populacional, com base nessa amostra, é igual a 8,2 kg.
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3. (CESPE 2016/TCE-PA) Considere um processo de amostragem de uma populagéo finita cuja variavel
de interesse seja bindria e assuma valor 0 ou 1, sendo a propor¢ao de individuos com valor 1 igual a p =
0,3. Considere, ainda, que a probabilidade de cada individuo ser sorteado seja a mesma para todos os
individuos da amostragem e que, apds cada sorteio, haja reposicio do individuo selecionado na
amostragem. A partir dessas informacgdes, julgue o item subsequente.

Caso, em uma amostra de tamanho n = 10, os valores observados sejam A={1,0,1,0,1,0,0,1,0, 0}, a
estimativa via estimador de maxima verossimilhanga para a média populacional serd igual a 0,4.

4, (CESPE 2018/ABIN) A quantidade didria de emails indesejados recebidos por um atendente é uma
variavel aleatdria X que segue distribuicao de Poisson com média e variancia desconhecidas. Para estima-
las, retirou-se dessa distribuicdo uma amostra aleatéria simples de tamanho quatro, cujos valores
observados foram 10, 4, 2 e 4.

Com relagdo a essa situacgao hipotética, julgue o seguinte item.

(X1+X2+X3+X,)
4

No que se refere 8 média amostral X = , na qual Xy, X5, X3, X, representa uma amostra

aleatéria simples retirada dessa distribuicao X, é correto afirmar que a estimativa da variancia do estimador
X sejaigual a 1,25.

5. (CESPE 2015/Telebras) Um analista da TELEBRAS, a fim de verificar o tempo durante o qual um
grupo de consumidores ficou sem o servigo de Internet do qual eram usuarios, selecionou uma amostra
de 10 consumidores criticos. Os dados coletados, em minutos, referentes a esses consumidores foram
listados na tabela seguinte.

consumidor G| |e |6 | |6 |6 |G| |oe
tempo (em minutos) | & 0|9 | 4|5

(o]
LFY]
Ly
ey |
-]

Com base nessa situagao hipotética, julgue o item subsequente.

Se os dados seguissem uma distribuicdo normal, a expressdo matematica que permite calcular a variancia
estimada pelo método de maxima verossimilhanca teria denominador igual a 9.

6. (CESPE 2018/ABIN) Considerando que os principais métodos para a estimacdo pontual sdo o
método dos momentos e o da maxima verossimilhanga, julgue o item a seguir.

Para a distribuicdo normal, o método dos momentos e o da maxima verossimilhanca fornecem os mesmos
estimadores aos parametros 1 e o.
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7. (CESPE 2020/TJ-PA) Considerando que a inferéncia estatistica € um processo que consiste na
utilizacdo de observagoes feitas em uma amostra com o objetivo de estimar as propriedades de uma
populagdo, assinale a op¢ao correta.

a) Na estatistica inferencial, um parametro é um valor conhecido, extraido de uma amostra, utilizado para a
estimac¢dao de uma grandeza populacional.

b) Independentemente do tamanho da amostra, um estimador consistente sempre ird convergir para o
verdadeiro valor da grandeza populacional.

c) A amplitude de uma amostra definird se a média amostral podera ser um estimador de maxima
verossimilhan¢a da média populacional.

d) Sendo & um estimador de maxima verossimilhanca de um parametro a, ent3o (a)¥/2 = (3)¥2.

e) Sendo a e b estimadores de um mesmo parametro cujas variancias sao simbolizadas por Var(a) e Var(b).
Se Var(a) > Var(b), entdo é correto afirmar que a é um melhor estimador que b.

8. (CESPE 2018/PF — Papiloscopista) Em determinado municipio, o nimero diario X de registros de
novos armamentos segue uma distribuicao de Poisson, cuja fung¢dao de probabilidade é expressa por

e M pmk B ,.
P(X=k) = . em que k=0,1,2,..., e Méum parametro.
dia
1 2 3 4 5

realizaciio da variiavel X [ 8 0 4 2

Considerando que a tabela precedente mostra as realizagcdes da varidvel aleatéria X em uma amostra
aleatodria simples constituida por cinco dias, julgue o item que segue.

A estimativa de maxima verossimilhanca do desvio padrdo da distribuicdo da variavel X é igual a 2 registros
por dia.
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9. (FGV/2014 - Prefeitura de Recife/PE) Avalie se as seguintes propriedades de um estimador de um
certo parametro sao desejaveis:

I. Ser ndo tendencioso para esse parametro.

Il. Ter variancia grande.

lll. Ter erro quadratico médio grande.

Assinale:
a) se apenas a propriedade | estiver correta.
b) se apenas as propriedades | e Il estiverem corretas.
c) se apenas as propriedades | e Ill estiverem corretas.
d) se apenas as propriedades Il e Ill estiverem corretas.

e) se todas as propriedades estiverem corretas.

10. (FGV/2017 - IBGE) Dois estimadores, 8, e 8, para um parametro populacional 6, tém seus Erros
Quadraticos Médios (EQM) dados por:
g

EQM(D,) = 30% | (9—1)2 e EQM(0,) = yna? (1 + g)z

n n s

Com base apenas nas expressoes, onde as primeiras parcelas sdo as variancias, é correto concluir que:
a) 0, é n3o tendencioso;

b) @1 € um estimador consistente;

c) @2 é assintoticamente ndo tendencioso;

d) 6, ndo é um estimador consistente;

e) ambos sdo assintoticamente eficientes.
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11. (FGV/2019 — DPE-RJ) Sejam 01, 02 e 0; estimadores de um parametro populacional 6 gerados a
partir de uma amostra do tipo AAS de tamanho n.

Sabe-se ainda que 01 é eficiente quando comparada com uma certa classe de estimadores, que 0; e 03 sdo
tendenciosos, mas 0; ndo é assintoticamente tendencioso. Entdo:

a) Se 1111_r)r30 V(63) # 0, o estimador n3o é consistente;

b)Se 8" = %, entdo 68" é um estimador inconsistente de 0;
c)Se 86 = 6, + 6, — 03, entdo 6™ é ndo tendencioso;

d) Se 1111_r)rgo V(6,) = 0, entdo 6, é um estimador consistente;

e)Se lim EQM(6,) # 0, entdo 6, ndo é consistente.
n—-oo

12. (FGV/2017 - IBGE) Para estimar a média de certa populacdo p, desconhecida, partindo apenas de
duas observacbes amostrais, cogita-se o emprego de um dos seguintes estimadores, onde X; e X
representam os individuos da amostra ex ante.

0=2X1+:Xe0=2X1+>X,

Sobre os estimadores, é correto afirmar que:

a) o estimador 8 é mais eficiente do que 6;

b) o estimador 8 subestima, em média, o valor verdadeiro de u;
c) a tendenciosidade de 8, T (), é igual a u/4;

d) o Erro Quadratico Médio de 8, EQM(H), é i—g-oz;

e) a tendenciosidade de 8, T(9), é igual a _7”

13. (FGV/2015 — TJ-BA) Para estimar a média populacional de uma distribuicdo, com base em uma
amostra de tamanho n = 3, sdo propostos os seguintes estimadores:

ﬁ=7&+g&—7&

1 2 1

B=3Xi 42X+ X,
1 1

Sobre esses estimadores é correto afirmar que:

a) os estimadores sdo todos ndo tendenciosos;
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b) apenas o estimador i é ndo viesado e eficiente com relagdo aos demais;
c) exceto [, os outros estimadores sdo ndo tendenciosos e consistentes;

d) dentre os trés estimadores sugeridos, o que apresenta a menor variancia é fi, mas ndo é o mais
eficiente;

e) o erro quadratico médio de p difere da sua variancia a razdo de 1/3 da variancia populacional

14. (FGV 2018/AL-RO) Suponha que Xi, X3, ..., Xn Seja uma amostra aleatdria simples de uma variavel
aleatdria populacional qualquer com média p e variancia finita. Considere os seguintes estimadores de p:

Ti=Xa
To=X14+ X2+ X3—Xa—Xs.

T3 = (X1 + X2 + X3)/3.
Ta=X1-Xa.

Ts = (X1+X2+X3+X4+X5)/5.

Sao estimadores nao tendenciosos de p:
a) T1 e T2, somente.

b) T1, T2 e T3, somente.

c) T1, T2, T3 e Ts, somente.

d) T2, T3, T2 e Ts, somente.

e)T1, T2, T3, Tae Ts.

15. (FGV 2018/AL-RO) Suponha que Xi, X2, ..., Xn seja uma amostra aleatéria simples de uma variavel
aleatdria populacional qualquer com média p e variancia finita. Considere os seguintes estimadores de p:

Ti=Xa

T2 = X1+ X2 + X3 = Xa = Xs.

Tz = (X1 + X2 + X3)/3.
Ta=X1—-Xa.

Ts = (X1+X2+X3+X4+X5)/5.

O estimador nao tendencioso de variancia uniformemente minima de p é:
a)T1
b) T,
c)Ts
d) Ts

e) Ts
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16. (FGV 2014/DPE-RJ) Sejam B; e 8, dois estimadores pontuais, ambos ndo tendenciosos e
igualmente eficientes do parametro 0 (Var(é\l) = Var(é})) , sendo que a covariancia entre eles é igual a
%.Var(0,). Entdo, também é n3o tendencioso e mais eficiente o estimador

2~ 1~
a)§01+§62
1~ 3~
b)g91+192
3~ 4~
C)591+;92

01+6;

d)2

3~ 7~
e)gel +§62

17. (FGV 2014/DPE-RJ) Seja o estimador 8 de um parametro populacional 6 tal que EQM(@) —
N 2
Var(B) = (k — %) , onde k (# zero) é uma constante que depende do verdadeiro valor de 8 e n é o

tamanho da amostra. Entao, o estimador sera

a) assintoticamente eficiente se lim Var(8) = 0
n—-oo

b) assintoticamente tendencioso.
c) assintoticamente tendencioso, subestimando o parametro 6.
d) assintoticamente tendencioso, superestimando o parametro 6.

e) consistente, desde que lim EQM(0) = (k)?
n—-oo

18. (FGV 2018/AL-RO) Se Xi, X2, ..., Xn € uma amostra aleatdria simples de uma distribui¢do Bernoulli
(p), entao o estimador de maxima verossimilhanga da variancia populacional é

a) X
n —¥)2
b) Zy_:l(XL X)

n
Y (Xi—-X)?
C) n-—1
d) ?:1(Xi_)?)2

2n

e) X(1—-X)
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19. (FGV 2018/AL-RO) Se X3, X2, ..., Xn € uma amostra aleatéria simples de uma distribui¢do exponencial
com parametro 0, ou seja,

f(x]8) =06e®,0>0,
entdo, o estimador de 0 pelo método dos momentos é

Z?=1Xi

n

a)X =

n

1
b) ¥ = Y (X—X)?

c) X?

d) Z?:le

e) 2?=1Xi
2

FCC

20. (FCC 2015/DPE-SP) Dois estimadores ndo viesados E;=mX+ (m-1)Y-(2m-2)ZeE>=15X-Y +
0,5Z s3do utilizados para estimar a média p de uma populacdo normal e varidncia o? diferente de zero. O
parametro m é um numero real e (X, Y, Z) corresponde a uma amostra aleatdria, com reposicao, da
populacdo. Se E; é mais eficiente que E;, entdo

a)m<1/6oum>2
b)3/2<m<2
c)1/6<m<?2

d) 1/6 <m < 3/2

e)l<m<2
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21. (FCC 2013/TRT 52 Regido) Em 20 experiéncias de 4 provas cada uma, obteve-se a seguinte
distribuicao:

X 0 1 2 3
n. 10 2 1

Observacgao: n; é o nimero de experiéncias nas quais um determinado acontecimento ocorreu x; vezes.

Admitindo que este acontecimento trata de uma variavel aleatéria X obedecendo a uma distribuicao
binomial P(x) = C},.p*(1 — p)™ %, em que x é o numero de ocorréncias de um certo acontecimento em
m provas, tem-se, com base nas 20 experiéncias, que a estimativa pontual de p pelo método da maxima
verossimilhanga é

a) 65,00%
b) 50,00%
c) 48,75%
d) 32,50%

e) 16,25%

22. (FCC 2016/TRT 202 Regido) Em uma sala estdo presentes algumas pessoas e somente duas delas
tém nivel superior, sendo que o nimero de pessoas sem nivel superior é desconhecido e sabendo-se
apenas que é um numero par. Foram selecionadas, desta sala, aleatoriamente, com reposicao, 4 pessoas
verificando-se que 3 delas ndo tém nivel superior. Com base nesta sele¢dao e utilizando o método da
maxima verossimilhanga encontra-se a estimativa do nimero de pessoas sem nivel superior. Com isto, o
numero estimado total de pessoas presentes na sala é igual a

a) 12
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GABARITO

1. ERRADO 9. LETRAA 17. LETRA B
2. CERTO 10. LETRAB 18. LETRAE
3. CERTO 11. LETRAD 19. LETRA B
4. CERTO 12. LETRAE 20. LETRAD
5. ERRADO 13. LETRAD 21. LETRAE
6. CERTO 14. LETRAC 22. LETRAE
7. LETRAD 15. LETRAE

8. CERTO 16. LETRAD
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LISTA DE QUESTOES - MULTIBANCAS

Estimacgao Intervalar

CEBRASPE

1. (CESPE 2020/TJ-PA) Para determinado experimento, uma equipe de pesquisadores gerou 20
amostras de tamanhon = 25 de uma distribui¢dao normal, com média u = 5 e desvio padrdao ¢ = 3. Para
cada amostra, foi montado um intervalo de confian¢a com coeficiente de 0,95 (ou 95%). Com base nessas
informacgoes, julgue os itens que se seguem.

I.  Osintervalos de confianca terdo aforma f; + 1,176, em que f3; é a média da amostrai.
Il. Para todos os intervalos de confianga, f; + € > u > f; — &, sendo & a margem de erro do
estimador.
lll.  Se o tamanho da amostra fosse maior, mantendo-se fixos os valores do desvio padrao e do nivel
de confianga, haveria uma redu¢dao da margem de erro €.

Assinale a opgao correta.

a) Apenas o item Il esta certo.

b) Apenas os itens | e Il estdo certos.

c) Apenas os itens | e lll estdo certos.

d) Apenas os itens Il e Ill estdo certos.

e) Todos os itens estdo certos.

2. (CESPE 2020/TJ-PA). Ao analisar uma amostra aleatdria simples composta de 324 elementos, um
pesquisador obteve, para os parametros média amostral e varidncia amostral, os valores 175 e 81,
respectivamente.

Nesse caso, um intervalo de 95% de confiang¢a de p é dado por

a) (166,18; 183,82).

b) (174,02; 175,98).

c) (174,51; 175,49).

d) (163,35; 186,65).

e) (174,1775; 175,8225).

3. (CESPE 2020/TJ-PA). A respeito dos intervalos de confianga, julgue os proximos itens.
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I.  Um intervalo de confianga tem mais valor do que uma estimativa pontual Unica, pois uma
estimativa pontual ndo fornece nenhuma informacgao sobre o grau de precisao da estimativa.
Il.  Um intervalo de confian¢a podera ser reduzido se o nivel de confianca for menor e o valor da
variancia populacional for maior.
lll.  No calculo de um intervalo de confiang¢a para a média, deve-se utilizar a distribuicdo t em lugar da
distribuicao normal quando a variancia populacional é desconhecida e o niimero de observagoes é
inferior a 30.

Assinale a opgao correta.

a) Apenas o item Il estd certo.

b) Apenas os itens | e Il estdo certos.

c) Apenas os itens | e Il estdo certos.

d) Apenas os itens Il e Il estdo certos.

e) Todos os itens estdo certos.

4, (CESPE 2020/TJ PA) Na construcdo de um intervalo de confian¢a para a média, conhecida a
variancia, considerando o intervalo na forma [x + & x — €], sendo x o valor do estimador da médiae € a
semi-amplitude do intervalo de confianga ou, como é mais popularmente conhecida, a margem de erro do
intervalo de confianga. Considere que, para uma determinada pe¢a automotiva, um lote de 100 pegas
tenha apresentado espessura média de 4,561 polegada, com desvio padrdao de 1,125 polegada. Um
intervalo de confianca de 95% para a média apresentou limite superior de 4,7815 e limite inferior de
4,3405. Nessa situagao, a margem de erro do intervalo é de, aproximadamente,

a) e = 0,4410.
b) e = 0,3436.
c)e =0,2205.
d)e =0,1125.
e)e =0,1103.

5. (CESPE 2020/TJ-PA) Tabela da distribuigdo T fornecida.

Em uma amostra aleatdria de 20 municipios Paraenses, considerando-se os dados da Secretaria de Estado
de Seguranca Publica e Defesa Social relativos ao crime de lesdao corporal, a média é igual a 87 e o desvio
padrdo igual a 101,9419.
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Considerando-se, para 19 graus de liberdade, o coeficiente a = 2,093 e utilizando-se o valor aproximado
4,4721 para a raiz quadrada de 20, com o auxilio da distribuicdo t, um intervalo de 95% de confianga para
a média devera ter

a) Limite inferior de, aproximadamente, 38,78.

b) Limite superior de, aproximadamente, 143,12.

c) Amplitude 2c = 93,45.

d) Limite inferior de 39,29 e limite superior de 142,18.

e) Limite superior de, aproximadamente, 134,71.

6. (CESPE 2018/EBSERH) Uma amostra aleatdria simples Y1, Y2, ..., Y25 foi retirada de uma
distribuicdo normal com média nula e variancia o2, desconhecida. Considerando que P(x? < 13) = P(X? > 41)
= 0,025, em que X2 representa a distribui¢do qui-quadrado com 25 graus de liberdade, e que §% = fol Yl-z,
julgue o item a seguir.

[S?/41;5?/13] representa um intervalo de 95% de confianga para a variancia 0.

7. (CESPE 2018/PF) O tempo gasto (em dias) na preparagdo para determinada operagao policial é uma
variavel aleatdria X que segue distribuicdo normal com média M, desconhecida, e desvio padrdo igual a 3
dias. A observacao de uma amostra aleatdéria de 100 outras operagdes policiais semelhantes a essa
produziu uma média amostral igual a 10 dias.

Com referéncia a essas informagoes, julgue o item que se segue, sabendo que P(Z > 2) = 0,025, em que Z
denota uma variavel aleatéria normal padrao.

A expressao 10 dias * 6 dias corresponde a um intervalo de 95% de confianca para a média populacional M.

8. (CESPE 2016/TCE-PA) Em estudo acerca da situagdo do CNPJ das empresas de determinado
municipio, as empresas que estavam com o CNPJ regular foram representadas por 1, ao passo que as com
CNPJ irregular foram representadas por 0.

Considerando que a amostra

{0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,1, 1, 1}

Foi extraida para realizar um teste de hipdteses, julgue o item subsequente.

Uma vez que a amostra é menor que 30, a estatistica do teste utilizada segue uma distribuicdo t de Student.
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9. (CESPE 2016/TCE-PA) Em estudo acerca da situagdo do CNPJ das empresas de determinado
municipio, as empresas que estavam com o CNPJ regular foram representadas por 1, ao passo que as com
CNPJ irregular foram representadas por 0.

Considerando que a amostra
{0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,1,1,1}
Foi extraida para realizar um teste de hipéteses, julgue o item subsequente.

Sendo P(Z > 1,96) = 0,025 e P(Z > 1,645) = 0,05, em que Z representa a varidvel normal padronizada, e P(t2o
> 2,086) = 0,025 e P(tis > 1,729) = 0,05, em que ty e tig possuem distribuicdo t de Student com,
respectivamente, 20 e 19 graus de liberdade, o erro utilizado para a construcao do intervalo de confianca é
menor que 15%, se considerado um nivel de significancia de 5%.

10. (CESPE 2016/TCE-PR) A partir de um levantamento estatistico por amostragem aleatoéria simples
em que se entrevistaram 2.400 trabalhadores, uma seguradora constatou que 60% deles acreditam que
poderao manter seu atual padrao de vida na aposentadoria.

Considerando que P(|Z]|<3)=0,99, em que Z representa a distribuicdo normal padrdo, assinale a op¢ao
correspondente ao intervalo de 99% de confianca para o percentual populacional de trabalhadores que
acreditam que poderdao manter seu atual padrao de vida na aposentadoria.

a) 60,0% + 1,0%

b) 60,0% + 1,5%

c) 60,0% + 3,0%

d) 60,0% + 0,2%

e) 60,0% * 0,4%

11. (CESPE 2016/TCE-PA) Suponha que o tribunal de contas de determinado estado disponha de 30 dias
para analisar as contas de 800 contratos firmados pela administracao. Considerando que essa analise é
necessdria para que a administracao publica possa programar o orgamento do préximo ano e que o
resultado da andlise deve ser a aprova¢ao ou rejeicao das contas, julgue o item a seguir. Sempre que
necessdrio, utilize que P(Z > 1,96) = 0,025 e P(Z > 1,645) = 0,05, em que Z representa a variavel normal
padronizada.

Se forem aprovados 90% dos contratos de uma amostra composta de 100 contratos, o erro amostral sera

superior a 10%.
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12. (CESPE 2016/TCE-PA) Suponha que o tribunal de contas de determinado estado disponha de 30 dias
para analisar as contas de 800 contratos firmados pela administracao. Considerando que essa analise é
necessdria para que a administracao publica possa programar o orcamento do proximo ano e que o
resultado da anadlise deve ser a aprovag¢do ou rejeicao das contas, julgue o item a seguir. Sempre que
necessario, utilize que P(Z > 1,96) = 0,025 e P(Z > 1,645) = 0,05, em que Z representa a variavel normal
padronizada.

Considerando-se que, no ano anterior ao da andlise em questdo, 80% dos contratos tenham sido aprovados
e que 0,615 seja o valor aproximado de 1,962x0,8x0,2, é correto afirmar que a quantidade de contratos de
uma amostra com nivel de 95% de confianca para a média populacional e erro amostral de 5% é inferior a
160.

13. (CESPE 2016/TCE-PA) A respeito de uma amostra de tamanho n = 10, com os valores amostrados
{o,10, 0,06, 0,10, 0,12, 0,08, 0,10, 0,05, 0,15, 0,14, 0,11}, extraidos de determinada populagao, julgue o
item seguinte.

Por um intervalo de confianca frequentista igual a (—0,11, 0,32), entende-se que a probabilidade de o
parametro médio ser superior a —0,11 e inferior a 0,32 é igual ao nivel de confianga y.

14. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatéria, com n = 16 observa¢des independentes e
identicamente distribuidas (1ID), foi obtida a partir de uma populagdo infinita, com média e desvio padrao
desconhecidos e distribui¢ao normal.

Tendo essa informagao como referéncia inicial, julgue o seguinte item.

Se a média amostral for igual a 3,2 e a variancia amostral, igual a 4,0, o estimador de maxima verossimilhanca
para a média populacional serd igual a 1,6.

15. (CESPE 2016/TCE-PA) Uma amostra aleatdria, com n = 16 observacdes independentes e
identicamente distribuidas (11D), foi obtida a partir de uma populagao infinita, com média e desvio padrao
desconhecidos e distribuicao normal.

Tendo essa informagao como referéncia inicial, julgue o seguinte item.
Em um intervalo de 95% de confianga para a média populacional em questao, caso se aumente o tamanho

da amostra em 100 vezes (passando a 1.600 observacdes), a largura total do intervalo de confianca serd
reduzida a metade.
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FGV

16. (FGV/2011 — AFRE/RJ) Um processo X segue uma distribuicio normal com média populacional
desconhecida, mas com desvio-padrao conhecido e igual a 4. Uma amostra com 64 observacoes dessa
populagdo é feita, com média amostral 45. Dada essa média amostral, a estimativa da média populacional,
a um intervalo de confianca de 95%, é

a) (41;49).

b) (37;54).

c) (44,875;45,125).
d) (42,5;46,5).

e) (44;46).

17. (FGV/2016 — IBGE) Com o objetivo de estimar, por intervalo, a verdadeira média populacional de
uma distribuicao, é extraida uma amostra aleatéria de tamanho n = 26. Sendo a variancia desconhecida,
calcula-se o valor de $% = 100, além da média amostral X = 8 de grau de confianca pretendido é de 95%.
Somam-se a todas essas informacoes os valores tabulados:

®(1,65) = 0,95 ®d(1,96) = 0,975

T25(1,71) = 0,95 T26(1,70) = 0,95 T25(2,06) = 0,975  T26(2,05) = 0,975
Onde §? = estimador n3o-viesado da variancia populacional;

®d(z) = f¢ distribuicao acumulada da Normal-padrao;

Tn(t)= f¢ distribuicdo acumulada da T-Student com n graus de liberdade.

Entao os limites do intervalo de confianc¢a desejado sao:

a) 3,86 e12,14;

b) 3,88 € 12,12;

c) 4,30 e 11,70;

d) 4,58 e 11,42;

e) 4,60 e 11,40.

18. (FGV/2010 - Fiscal de Rendas/RJ) Para estimar a proporgao p de pessoas acometidas por uma certa
gripe numa populagao, uma amostra aleatodria simples de 1600 pessoas foi observada e constatou-se que,
dessas pessoas, 160 estavam com a gripe.

Um intervalo aproximado de 95% de confianga para p sera dado por:

a) (0,066, 0,134).

a APS (Especialista Portuéario - Economista) Métodos Quantitativos - 2024 (P6s-Edital) 241
www.estrategiaconcursos.com.br 253




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

b) (0,085, 0,115).
c) (0,058, 0,142).
d) (0,091, 0,109).

e) (0,034, 0,166).

19. (FGV/2016 - IBGE) Com a finalidade de estimar a proporg¢do p de individuos de certa populagdo,
com determinado atributo, através da propor¢dao amostral p, é extraida uma amostra de tamanho n,
grande, compativel com um erro amostral de € e com um grau de confianga de (1-a). Assim, é correto
afirmar que:

a) uma reducdo de a pode ser compensado por uma reducdo de €, compativeis com o mesmo tamanho de
amostra n;

b) quanto maior a variancia verdadeira de p, menor poderd ser a amostra capaz de assegurar a manutenc¢do
e (l-a);

c) se a variancia de p for maxima, o erro € for 5% e a amostra tiver tamanho n = 1000, o nivel de significancia
sera de 5%;

d) fixos a e p, quanto maior a amostra menores serdo os ganhos de precisdo (reducdo de €) gerados por seus
incrementos;

e) fixo €, quanto menor a proporg¢ado populacional (p) e maior o nivel de significancia (a), maior devera ser a
amostra (n).

FCC

20. (FCC 2017/TRT 112 Regido) Instrugdes: Considere as informacgdes abaixo para responder a questaio.
Se Z tem distribuicdao normal padrao, entao:

P(z < 0,4) = 0,655; P(Z < 0,67) = 0,75; P(Z < 1,4) = 0,919; P(Z < 1,6) = 0,945;
P(Z < 1,64) = 0,95; P(Z < 1,75) = 0,96; P(Z < 2) = 0,977; P(Z < 2,05) = 0,98

A porcentagem do orgamento gasto com educac¢do nos municipios de certo estado é uma variavel aleatoria
X com distribui¢do normal com média u(%) e variancia 4(%)>.

Uma amostra aleatdria, com reposi¢cao, de tamanho n, X1, X2, ..., Xn, é selecionada da distribuicao de X.
Sendo X, a média amostral dessa amostra, o valor de n para que X ndo se distancie de sua média por mais
do que 0,41% com probabilidade de 96% é igual a

a) 64

b) 100
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c) 121
d) 81

e) 225

21. (FCC 2015/SEFAZ-PI) Instrugdo: Para responder a questdo utilize, dentre as informagdes dadas a
seguir, as que julgar apropriadas. Se Z tem distribuicdao normal padrao, entao:

P(Z < 0,4) = 0,655; P(Z < 1,2) = 0,885; P(Z < 1,6) = 0,945; P(Z < 1,8) = 0,964; P(Z < 2) = 0,977.

O efeito do medicamento A é o de baixar a pressao arterial de individuos hipertensos. O tempo, em
minutos, decorrido entre a tomada do remédio e a diminuigao da pressdao é uma variavel aleatéria X com
distribui¢ao normal, tendo média u e desvio padrao 6. Uma amostra aleatoéria de n individuos hipertensos
foi selecionada com o objetivo de se estimar y. Supondo que o valor de o é 10 min, o valor de n para que
o estimador nao se afaste de g por mais do que 2 min, com probabilidade de 89%, é igual a

a) 36

b) 100

22. (FCC 2015/TRT 32 Regido) Se Z tem distribui¢do normal padrao, entdo:

P(z < 0,5) = 0,591; P(Z < 1) = 0,841; P(Z < 1,15) = 0,8951; P(Z < 1,17) = 0,879; P(Z < 1,2) = 0,885;
P(2<1,4)=0,919;P(Z<1,64)=0,95;P(Z<2)=0,977;P(2<2,06)=0,98;P(2<2,4)= 0,997.

Considere que X é a varidvel aleatdria, que representa as idades, em anos, dos trabalhadores de certa

industria. Suponha que X tem distribui¢ao normal com média de u anos e desvio padrao de 5 anos. Uma

amostra aleatdria, com reposicao, de n trabalhadores serd selecionada e sejam sejam X1, X, ..., Xn as
21Xi

idades observadas e X = =, média desta amostra.

Desejando-se que o valor absoluto da diferenca entre X e sua média seja menor do que 6 meses, com
probabilidade de 95,4%, o valor de n devera ser igual a

a) 225.

b) 100.
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c) 256.
d) 196.

e) 400.

23. (FCC 2014/TRT 162 Regido) Se Z tem distribuicdo normal padrdo, ent3o:

P(z<0,25) = 0,599, P(2<0,80) = 0,84, P(Z<1) = 0,841, P(Z<1,96) = 0,975, P(Z2<3,09) = 0,999.

Considere X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatdria simples, com reposi¢ao, da distribuicao da variavel X, que
tem distribuicio normal com média u e variancia 36. Seja X a média amostral dessa amostra. O valor de
n para que a distancia entre X e i seja, no maximo, igual a 0,49, com probabilidade de 95% é igual a:

a) 256

b) 225

c) 400

d) 144

e) 576

24. (FCC 2018/TRT 142 Regido) Uma pesquisa piloto realizada no setor de embalagens, referente aos
motivos de demissao de funciondrios, mostra que 34% dos casos de demissdo, p*, tem como motivo a
situagdo financeira da empresa. Utilizando um nivel de confianca de 95%, a propor¢ao p* obtida na
pesquisa piloto, com uma margem de erro amostral e < 3% e que P(Z 2 1,96) = 2,5%, o tamanho minimo
necessdrio da amostra para estimar a proporc¢do de demissGes causadas por motivos financeiros, no setor
de embalagens, nas condi¢des estipuladas é

a) 635
b) 1020
c) 2115
d) 854

e) 958
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25. (FCC 2016/TRT 202 Regido) Sejam duas varidveis aleatdrias X e Y, normalmente distribuidas, com
as populagdes de tamanho infinito e médias px e py, respectivamente. Uma amostra aleatdria de tamanho
64 foi extraida da populagao de X, apresentando um intervalo de confianga [1, 5] para ux, ao nivel de
confianca (1 - a). Uma outra amostra aleatéria de tamanho 144 foi extraida da populagao de Y,
independente da primeira, apresentando um intervalo de confianga [4, 10] para py, também ao nivel de
confianca de (1 - a). Se ox e oy sao os desvios padrées populacionais de X e Y, respectivamente, entao
oy/ox apresenta um valor igual a

a) 2,000
b) 3,375
¢) 1,500
d) 2,250

e) 2,500

26. (FCC 2020/AL-AP) De uma amostra aleatdria de tamanho 64 extraida, com reposi¢do, de uma
populagdo normalmente distribuida e varidncia conhecida o2, obteve-se um intervalo de confianc¢a de 95%
igual a [23, 27] para a média pu desta populagdao. Desejando-se obter um intervalo de confian¢a de 95%
para u, porém com amplitude igual a metade da obtida anteriormente, é necessario extrair da populagao
uma amostra aleatdria, com reposi¢ao, de tamanho

a) 400
b) 1.024
c) 512
d) 256

e) 128

27.  (FCC 2019/Prefeitura de Recife/PE) Considere que na curva normal padrdo (Z) a probabilidade P(-2
< Z £ 2) = 95%. Uma amostra aleatdéria de tamanho 400 é extraida de uma populagdao normalmente
distribuida e de tamanho infinito. Dado que a varidncia desta populacdo é igual a 64, obtém-se, com base
na amostra, um intervalo de confianca de 95% para a média da popula¢dao. A amplitude deste intervalo é
igual a

a)0,8

b) 6,4
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28. (FCC 2017/TRT 112 Regido) Uma amostra aleatdria de tamanho 64 é extraida de uma populagdo de
tamanho infinito, normalmente distribuida, média p e variancia conhecida 6. Obtiveram-se com base nos
dados desta amostra, além de uma determinada média amostral x, 2 intervalos de confianga para | aos
niveis de 95% e 99%, sendo os limites superiores destes intervalos iguais a 20,98 e 21,29, respectivamente.
Considerando que na curva normal padrdo (Z) as probabilidades P(|Z| > 1,96) = 0,05 e P(|Z| > 2,58) = 0,01,
encontra-se que o é igual a

a) 16,00
b) 6,25
c) 4,00
d) 12,25

e) 9,00

29. (FCC 2018/TRT — 142 Regido) Um intervalo de confianga com um nivel de (1 - a) foi construido para
a média p1 de uma populagdo P1, normalmente distribuida, de tamanho infinito e varidncia populacional
igual a 144. Por meio de uma amostra aleatdria de tamanho 36 obteve-se esse intervalo igual a [25,3;
34,7]. Seja uma outra populagio P, também normalmente distribuida, de tamanho infinito e
independente da primeira. Sabe-se que a variancia de P, é conhecida e que por meio de uma amostra
aleatdria de tamanho 64 de P, obteve-se um intervalo de confiangca com um nivel de (1 - a) para a média
K2 de P2 igual a [91,54; 108,46]. O desvio padrao de P; é igual a.

a) 28,80
b) 19,20
c) 23,04
d) 38,40

e) 14,40
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30. (FCC 2016/TRT — 202 Regido) Uma variavel aleatéria X tem distribuicdo normal, varidncia
desconhecida e com uma populagao de tamanho infinito. Deseja-se construir um intervalo de confianga
de 95% para a média p da populagao com base em uma amostra aleatéria de tamanho 9 extraida dessa
populacdo e considerando a distribuicio t de Student. Nessa amostra, observou-se que a média
apresentou um valor igual a 5 e a soma dos quadrados dos 9 elementos da amostra foi igual a 243.

Dados: Valores criticos (to) da distribuicao de Student com n graus de liberdade, tal que a probabilidade
P(t>tq) =a.

n o= 0,025 a= 0,05 a=10,10
7 2,36 1,89 1.41
8 2.3 1,86 1.40
a 2,26 1,83 1,38

O intervalo de confianca encontrado foi igual a
a) [4,055; 5,945]
b) [4,070; 5,930]
c) [4,300; 5,700]
d) [3,845; 6,155]

e) [3,870; 6,130]

31. (FCC 2016/TRT — 202 Regido) De uma populacdo normalmente distribuida, de tamanho infinito e
variancia desconhecida, é extraida uma amostra aleatdria de tamanho 16 fornecendo um intervalo de
confianca de (1 - a) igual a [4,91; 11,30] para a média p da populagdo. A variancia amostral apresentou
um valor igual a 36 e considerou-se a distribuicao t de Student para obteng¢do do intervalo de confianga.
Consultando a tabela da distribuicdo t de Student com o respectivo nimero de graus de liberdade e
verificando o valor critico tq/2 tal que a probabilidade P(|t]| > ta/2) = o, obtém-se que tq/2 é igual a

a) 4,26
b) 6,39
c) 2,13
d) 1,65

e) 8,52
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32. (FCC 2016/TRT — 202 Regido) Uma amostra aleatdria de tamanho 100 é extraida de uma populacdo
P1 de tamanho infinito, com média p1, normalmente distribuida e com desvio padrao populacional igual a
2. Uma outra amostra aleatdria, independente da primeira, de tamanho 400 é extraida de uma outra
populagdo P, de tamanho infinito, com média p,, normalmente distribuida e com desvio padrao
populacional igual a 3. Considerando que na curva normal padrao (Z) as probabilidades P(Z > 1,64) = 0,05
eP(Z2>1,28)=0,10 e que as médias das amostras tomadas de P; e P, foram iguais a 10 e 8, respectivamente,
obtém-se que o intervalo de confianca de 90% para (1 - Y2) é

a) [1,79; 2,21]
b) [1,64; 2,36]
c) [1,66; 2,34]
d) [1,59; 2,41]

e) [1,68; 2,32]

VUNESP

33. (VUNESP/2015 — TJ-SP) Leia o texto a seguir para responder a questao.

O Sr. Manoel comprou uma padaria, e foi garantido o faturamento médio de R$ 1.000,00 por dia de
funcionamento. Durante os primeiros 16 dias, considerados como uma amostra de 16 valores da
popula¢do, obteve-se o faturamento médio de RS 910,00 e desvio padrio de RS 80,00. Sentindo-se
enganado pelo vendedor, o Sr. Manoel entrou com agao de perdas e danos. O juiz sugeriu, entdo, efetuar
o teste de hipdtese, indicado ao nivel de significancia de 5% para confirmar ou refutar a agao.

Supondo-se que a distribui¢do seja normal com desvio padrdo de RS 120,00 e que a amostra dos 16 dias
tenha acusado o valor de RS 910,00, entdo o intervalo de confianga para a verdadeira média com 95% de
confianga é de, aproximadamente,

a) RS 850,00 < x < R$ 970,00
b) RS 800,00 < x < RS 1.020,00
c) RS 790,00 < x < R$ 1.030,00
d) RS 900,00 < x < RS 920,00
e) RS 890,00 < x < R$ 930,00

Utilize a tabela a seguir para resolver esta e as proximas questoes.
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Tabela 1 — Distribuicdo Normal Padréo
Z ~ N(, 1)
Corpo da tabela déa a probabilidade p, tal que p = P(0<Z < Z)

P
0 Z z
parte in- Segunda decimal de Z_ parte in-
teira e teira e
primeira primeira
decimal decimal
de Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 dez
p=0
0,0 DOO0O 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586 0,0
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 0,1
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 0,2
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 0,3
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 0.4
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 0,5
0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 0,6
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 0,7
08 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 08
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 0,9
1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 1,0
1,1 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298 1,1
1,2 38493  3B686 38877 39065 39251 39435 39417 39796 39973 40147 1,2
1,3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41466 41621 41774 1,3
1.4 41924 42073 42220 42384 42507 42647 42786 42922 43056 43189 1.4
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 1,5
1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 1,6
1,7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327 1.7
1,8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062 1.8
1,2 47128 47193 47257 47320 47381  4744) 47500 47558 47615 47670 1.9
2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48149 2,0
2,1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 2,1
2,2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899 2,2
2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 2,3
24 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49341 2,4
2,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520 2,5
2,6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643 26
27 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 27
2,8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807 2,8
29 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861 29
3,0 49865 49869 49874 49878 49882 49886 49889 49893 49897 49900 3,0
31 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924 49926 49929 3,1
3,2 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950 3,2
3,3 49952  A9953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965 33
3,4 49966 49968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976 3,4
3,5 49977 49978 49978 49979 49980 49981 49981 49982 49983 49983 3,5
3,6 49984 49985 49985 49986 49986 49987 49987 49988 49988 49989 3,6
37 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992 37
3,8 49993 49993 49993 49994 49994 49994 49994 49995 49995 49995 38
3,9 49995 49995 49996 49996 49996 49996 49996 49996 49997 49997 3,9
4,0 49997 49997 49997 49997 49997 49997 49998 49998 49998 49998 4,0
4,5 49999 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 4,5
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34. (VUNESP/2015 — TJ-SP) Para avaliar o tempo médio de viagem entre o ponto inicial e o ponto final
de uma linha de 6nibus, retira-se uma amostra de 36 observagoes (viagens), encontrando-se, para essa
amostra, o tempo médio de 50 minutos e o desvio padrao de 6 minutos, com distribuicio normal.
Considerando-se um intervalo de confian¢a de 95% para o tempo médio populacional, é correto afirmar
que o valor mais préximo para limite inferior desse intervalo é o tempo de

a) 40 min.
b) 44 min.
c) 48 min.
d) 52 min.

e) 56 min.

35. (VUNESP/2014 — TJ-PA) Supondo que em uma amostra de 4 baterias automotivas tenha-se
calculado o tempo de vida média de 4 anos. Sabe-se que o tempo de vida da bateria é uma distribuicao
normal com desvio padrao de 1 ano e meio.

Entao, o intervalo de 90% de confianga para a média de todas as baterias é de, aproximadamente:
a) 4 anos + 15 meses

b) 4 anos + 12 meses

c) 4 anos + 10 meses

d) 4 anos + 8 meses

e) 4 anos + 5 meses

36. (VUNESP/2014 — TJ-PA) O sindicato dos médicos de uma regido divulgou uma nota na qual afirma
que os médicos plantonistas daquela regidao trabalham em média, mais de 40 horas por semana, o que,
supostamente, contraria acordos anteriores firmados com a categoria. Para verificar essa afirmativa
realizou-se uma nova pesquisa na qual 16 médicos escolhidos de modo aleatério declararam seu tempo
de trabalho semanal, obtendo-se para tempo médio e para desvio padrao, respectivamente, os valores 42
horas e 3 horas. Considere-se que a distribuicao de frequéncia das horas trabalhadas pelos médicos é

normal. Com esses dados o intervalo de confianca p, = X + ta, X % de 95% para a média populacional,
é:

a)u, =42+ 6

b) u, =42 +3

C) Uy = 42 + 2,55
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d)u, =42 + 1,6
e) uy = 42 40,75

37. (VUNESP/2013 — MPE-ES) Pesquisa recente sobre o tempo total para que os dnibus de determinada
linha urbana percorram todo o trajeto entre o ponto inicial e o ponto final, programados para essa viagem,
detectou que os tempos de viagem sao normalmente distribuidos com tempo médio gasto de 53 minutos
e com desvio-padrao amostral de 9 minutos. Nessa pesquisa, foram observados e computados os dados
de 16 viagens escolhidas aleatoriamente.

Com um intervalo de confianga de 98%, utilizando-se a tabela t de Student para estimar o erro amostral,
e arredondando para cima o valor desse erro, é correto afirmar que o tempo médio dessa viagem varia
entre

a) 45 min e 61 min
b) 47 min e 59 min
c) 50 min e 56 min
d) 51 min e 55 min

e) 52 min e 54 min

38. (VUNESP/2014 — EMPLASA) Um jornal deseja estimar a proporgdo de jornais impressos com nao
conformidades. Em uma amostra aleatdria de 100 jornais dentre todos os jornais impressos durante um
dia, observou-se que 20 tém algum tipo de nao conformidade. Para um nivel de confian¢a de 90%, Z = 1,64.
Entao pode-se concluir que apresentam ndo conformidades.

a) 21,64%, no maximo
b) 26,56%, no maximo
c) 26,56%, no minimo
d) 21,64%, no minimo

e) 20%, no minimo
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GABARITO

1. LETRAC 14. ERRADO 27. LETRAC
2. LETRAB 15. ERRADO 28. LETRAA
3. LETRAC 16. LETRAE 29. LETRAA
4., LETRAC 17. LETRAB 30. LETRAD
5. LETRAE 18. LETRA B 31. LETRAC
6. CERTO 19. LETRAD 32. LETRAD
7. ERRADO 20. LETRAB 33. LETRAA
8. ERRADO 21. LETRAE 34. LETRAC
9. ERRADO 22. LETRAE 35. LETRAA
10. LETRAC 23. LETRAE 36. LETRAD
11. ERRADO 24. LETRAE 37. LETRAB
12. ERRADO 25. LETRAD 38. LETRAB
13. ERRADO 26. LETRAD
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