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AVISO IMPORTANTE!

;™ -

SE LIGA!

0l3, Alunos (as)!

Passando para informa-los a respeito da disposicao das questées dentro do nosso material didatico.
Informamos que a escolha das bancas, dentro dos nossos Livros Digitais, é feita de maneira estratégica
e pedagodgica pelos nossos professores a fim de proporcionar a melhor didatica e o melhor

direcionamento daquilo que mais se aproxima do formato de cobranca da banca do seu concurso.

Assim, o formato de questdes divididas por tdpico facilitard o seu processo de estudo, deixando mais

alinhado as disposi¢cdes constantes no edital.

No mais, continuaremos a disposicao de todos no Férum de duvidas!

Atenciosamente,
Equipe Exatas

Estratégia Concursos

EsFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 3
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APRESENTACAO DO CURSO

Ol3, pessoal! Tudo bem?

E com grande satisfacdo damos inicio ao nosso curso!

Os professores Eduardo Mocellin, Francisco Rebougas, Luana Brandao, Djefferson Maranhao e Vinicius
Veleda ficardo responsaveis pelo Livro Digital.

Antes de continuarmos, vamos apresentar os professores do material escrito:

Eduardo Mocellin: Fala, pessoal! Meu nome é Eduardo Mocellin, sou professor de Matematica e de Raciocinio
Légico do Estratégia Concursos e engenheiro Mecanico-Aeronautico pelo Instituto Tecnolégico de Aeronautica
(ITA). Sinto-me feliz em poder contribuir com a sua aprovagdo! Ndo deixe de me seguir no Instagram:
[ @edu.mocellin

Francisco Rebougas: Fala, alunos! Aqui é o Francisco Reboucas, professor de Matematica do Estratégia
Concursos. Sou Engenheiro Aeroespacial formado pelo Instituto Tecnoldgico de Aeronautica (ITA). Saiba que
serd uma honra fazer parte da sua jornada rumo a aprovacao e que estaremos sempre aqui para auxilia-los
com o que precisarem. Um grande abraco e nos vemos nas aulas!

Luana Brandao: Oi, pessoal! O meu nome é Luana Brand3do e sou professora de Estatistica do Estratégia
Concursos. Sou Graduada, Mestre e Doutora em Engenharia de Producdo, pela Universidade Federal
Fluminense. Passei nos concursos de Auditor Fiscal (2009/2010) e Analista Tributério (2009) da Receita Federal
e de Auditor Fiscal do Estado do Rio de Janeiro (2010). Sou Auditora Fiscal do Estado do RJ desde 2010. Vamos
juntos nesse caminho até a aprovacio? (@ @professoraluanabrandao

Djefferson Maranhao: Ol3, amigos do Estratégia Concursos, tudo bem? Meu nome é Djefferson Maranhao,
professor de Estatistica do Estratégia Concursos. Sou Graduado em Ciéncia da Computag¢do pela Universidade
Federal do Maranhdo (UFMA). Desde 2015, sou Auditor da Controladoria Geral do Estado do Maranhdo (2015
- 52 Jugar). Antes, porém, exerci os cargos de Analista de Sistemas na UFMA (2010 - 12 lugar) e no TJ-MA (2011
- 12 Jugar). Ja estive na posi¢do de vocés e sei o quanto a vida de um concurseiro é um tanto atribulada! Sdo
varios assuntos para se dominar em um curto espag¢o de tempo. Por isso, contem comigo para auxilid-los nessa
jornada rumo a aprovag¢do. Um grande abrago.

Vinicius Veleda: Ol3, caros alunos! Sou Auditor Fiscal do Estado do Rio Grande do Sul. Professor de Matematica
e Matematica Financeira do Estratégia Concursos. Aprovado nos Concursos de Auditor Fiscal da Secretaria da
Fazenda dos Estados do Rio Grande do Sul (SEFAZ RS - 2019), Santa Catarina (SEFAZ SC - 2018) e Goias (SEFAZ
GO - 2018). Formado em Engenharia de Petréleo pela Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) com
graduacgdo sanduiche em Engenharia Geoldgica pela Universidade Politécnica de Madrid (UPM). Pela UFRJ, fui
campedo sulamericano do Petrobowl (Buenos Aires) e, posteriormente, Campedo Mundial (Dubai). Cursei meu
ensino médio na Escola Preparatdria de Cadetes do Exército (EsPCEx). Contem comigo nessa trajetéria!
[ @viniciusveleda

O material escrito em PDF esta sendo construido para ser sua fonte autossuficiente de estudos. Isso significa
gue o livro digital serd completo e voltado para o seu edital, justamente para que vocé ndo perca o seu
precioso tempo "cacando por ai" o conteldo que sera cobrado na sua prova. Ademais, sempre que
necessario, vocé podera fazer perguntas sobre as aulas no férum de duvidas. Bons estudos!

.a-”’fﬂf
a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 4
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NOCOES DE CALCULO

Limite

O estudo dos limites tem como objetivo estudar o comportamento das funcdes a medida que elas se
aproximam a determinado valor.

Vamos supor que a fungdo f(x) = 2.x seja valida no intervalo [0, 2), isto é, para valores 0 < x < 2,
conforme ilustrado abaixo.

»
»
X

Essa fungdo ndo estd definida para x = 2, mas esta definida para valores muito préximos desse valor. Por
exemplo, para x = 1,999, o valor da funcao nesse ponto é:

£(1,999) =2 x 1,999 = 3,998

A funcdo também existe para x = 1,9999, para x = 1,99999, ... enfim, para valores extremamente
proximos de 2 e o seu resultado sera um valor extremamente préoximo de 4. Assim, dizemos que o limite de
f(x) quando x tende a 2 é igual a 4:

limf(x) =4

x—2

Nesse caso, calculamos o limite da fungdo substituindo o valor de x pelo seu limite:

lim 2x =2%x2=4
xX—-2

Vejamos outro exemplo:

lim x?—-2x+1
x-3

Para resolver esse limite, basta substituirmos x por 3, que é o valor de seu limite:

lim x2—2x+1=32-2%x3+1=9-6+1=4

x—3

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) S
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Assintotas

. ~ 1, .
Agora, vamos considerar a fungdo f(x) = et ilustrada a seguir:

12
f(x)
10
8
s
4
e TERT SumC Ww BEEC WA gttt teri ol et &

Podemos observar que a medida que x se aproxima de 0, a funcdo assume valores cada vez maiores. Nessa
situacdo, temos que o limite de f(x) quando x tende a 0 é infinito:

lim — =00

x-0 X
Sempre que houver uma divisdo de um numero finito por 0, o limite serd igual a infinito, se o numerador
for positivo (ou menos infinito, se o numerador for negativo), o que caracteriza uma assintota vertical.

De maneira geral, uma assintota ocorre quando uma funcdo se aproxima cada vez mais a uma reta sem
intercepta-la. Em uma assintota vertical, a funcdo se aproxima de uma reta vertical (no caso, da reta x = 0).

Por outro lado, o grafico acima também mostra que a medida que x cresce, a funcdo assume valores cada
vez mais proximos de 0. Nessa situacdo, temos a chamada assintota horizontal, pois a funcdo se aproxima
horizontalmente a uma reta, no caso, o eixo x (reta y = 0).

Em outras palavras, o limite de f(x) quando x tende a infinito é 0:

1
=0

xow X2
Sempre que houver uma divisdo de um nimero finito por infinito, o resultado sera igual a zero.

Mas ha outras assintotas possiveis. Por exemplo, uma fungdo do tipo f(x) = em que a é uma

1
(x-a)¥
constante qualquer, apresenta uma assintota vertical para x — a. Isso porque o denominador é nulo para

X = a e, assim, teremos uma razdo entre um numero finito e zero, cujo resultado é infinito:

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 6
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1 —
x—a (x —a)? -

lim

1 . . . e
Por exemplo, para f(x) = e temos uma assintota vertical para x — 2, conforme ilustrado no grafico a

x—2)2’

seguir:

10

JRORA D

PRATICAR!

H 3_
: (2017 - IFB - Adaptada) Julgue a seguinte afirmagdo relativa a fungao xzx 2x

Tem uma assintota vertical em x = 4

Comentario:

Substituindo x = 4 na fungdo, obteremos:

: 2x4%-2x4 2x64—-8 128—-8 120
42 -5x4+4 16—20+4 0 0

i Como temos um numero finito dividido por zero, o resultado é infinito. Em outras palavras, essa funcio :
: tende a infinito, quando x tende a 4:

i 2x3 — 2x

im ——=
x4 x%2—5x+4
Isso significa que temos uma assintota vertical para x — 4.

Resposta: Certo

EsFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 7
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Diversas questdes de calculo envolvem fungdes trigonométricas. Por isso, antes de seguirmos com o estudo
de assintotas, veremos um breve resumo de razdes trigonométricas (incluindo as razdes inversas), seguido
das fungdes de arco, que correspondem ao inverso das funcdes trigonométricas.

Razoes Trigonométricas

As razbes trigonométricas sdo relacionadas aos triangulos retangulos, isto é, aqueles que possuem um angulo
de 902. S3o elas: seno, cosseno e tangente.

cateto oposto

seno = —

o hipotenusa
3 %,
8 “or
) % cateto adjacente
o O cosseno = -
Q hipotenusa
©
© 0

-] cateto oposto seno

tangente =

cateto adjacente cateto adjacente  cosseno

No circulo trigonométrico, representado a seguir, o seno corresponde a projecao vertical (no eixo y) para o
angulo 0 desejado; e o cosseno corresponde a projecdo horizontal (no eixo x)*.

A

seno
tangente

v

cosseno

Considerando que o circulo tem raio 1 e que o seu centro corresponde ao ponto (0,0), observa-se que o seno
e o cosseno variam de [-1,1]. O seno é positivo para angulos entre 02 e 1809; e negativo para angulos entre
1802 e 3602. Por outro lado, o cosseno é positivo para angulos entre 02 e 902 e entre 2702 e 3602; e negativo
para angulos entre 902 e 2709,

Ja a tangente é representada por uma reta vertical tangente e corresponde a intersegdo entre a reta do
angulo 8 desejado e essa reta vertical. O seu valor equivale a distancia entre esse ponto de intersecdo e o

eixo y horizontal. Pontue-se que a tangente pode assumir qualquer valor real, (—o0, ).

A partir do circulo trigonométrico, podemos deduzir as razdes trigonométricas para os seguintes angulos:

! Se precisar de ajuda para lembrar qual fungao estd associada a qual eixo, memorize que o cosseno
esta “com sono” (deitado, no eixo horizontal) e que o seno esta “sem sono” (em pé, no eixo vertical)

.a-”’fﬂf
a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 8
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sen(0) =0, cos(0) =1, tg(0) =0
sen(909) =1, c0s(902) =0
sen(1802) = 0, cos(1802) = —1, tg(1802) =0
sen(2709) = —1, cos(2702) =0

A tangente ndo esta definida parax — 902e x — 180°.

Vale ressaltar o chamado limite trigonométrico fundamental:

lim sen (x) _

1

x—0 X

Os angulos também podem ser representados em radianos, cuja medida corresponde a razdo entre o
comprimento de um arco e o seu angulo:

L
a(rad) = -

Para um circulo completo, o comprimento do arco (perimetro do circulo) é L = 2mtr, em que ™ é uma
constante irracional (isto é, sem dizima periddica) aproximadamente igual a 3,14. Assim, o angulo medido
em radianos que corresponde a 3609 é:

2nr
a(rad) = - = 27

Considerando que 3602 = 27 radianos, podemos representar os demais arcos em radianos. Por exemplo,

180¢ = 1t radianos, 902 = g radianos, 2702 = %ﬂ

Pela férmula de Pitagoras, de que o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos,
obtemos a Primeira Rela¢ao Fundamental da Trigonometria, qual seja de que o quadrado do cosseno mais
o quadrado do seno é igual ao quadrado do raio do circulo trigonométrico (raio = 1 — raio? = 1% = 1):

[cos (x)]? + [sen (x)]? =1

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 9
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Vamos com

TUDO!

Pode ser util conhecer a férmula do seno da soma ou diferenga de dois arcos:
sen(a + b) = sen(a). cos(b) + sen(b).cos (a)
Em relagdo ao cosseno, temos:

cos(a + b) = cos(a).cos(b) + sen(a).sen (b)

PRATICAR!

2
: }ci—% (x + 3 X cos (x))
 a)2/3
: b)1
c)0
) 3/2
Comentario:

! Substituindo x = 0 na expressdo do limite, obteremos:

2 2
}cl—%(x+3 X cos (x)) ~0+3 x cos (0)
Sabendo que cos(0) = 1, temos:
lim < - ) = =
x-0 \x + 3 X cos (x) 3x1 3

Gabarito: A

...........................................................................................................................................................................................

a EsFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 10
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Razoes Trigonométricas Inversas

As razGes trigonomeétricas inversas sdo a secante (inverso do cosseno), a cossecante (inverso do seno) e a
cotangente (inverso da tangente):

1

secante = ———
cosseno

1
seno

cossecante =

1

cotangente = ————
tangente

No circulo trigonométrico, a secante e a cossecante podem ser visualizadas tragando-se uma reta
perpendicular ao circulo no ponto corresponde ao dngulo € desejado. A secante sera a interceptacdo dessa
reta no eixo x (mesmo eixo do cosseno) e a cossecante sera a intercepta¢do dessa reta no eixo y (mesmo
eixo do seno), conforme ilustrado a seguir.

cossecante

secante

Pode-se deduzir que:
sec(0) =1
cossec(909) =1
sec(1809) = —1
cosec(2709) = —1

Pontue-se que a secante ndo estd definida para 902 e nem para 2702, em que o cosseno € igual a zero;
similarmente, a cossecante ndo esta definida para 02 e nem para 1802, em que o seno € igual a zero.

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 11
www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Inverso das Fung¢des Trigonométricas

O inverso das fungdes trigonométricas sdo as chamadas fungdes de arco. Enquanto as funcOes
trigonométricas retornam um valor real para um angulo, as funcGes de arco retornam um valor de angulo
para um valor real.

De modo geral, se uma fungdo f tem o conjunto A como dominio e o conjunto B como contradominio, na
fungdo inversa f~1, esses conjuntos se invertem:

Para calcular a fungdo inversa de uma fungdo y = f(x), procuramos isolar a incégnita x, em vez de y:

y=fx)->x=f"1y)
Por exemplo, sendo y = x?, a suainversa é:

x = y?

y =vx
~ . _ s _1 _
Logo, a fungdo inversadey = f(x) é f~ (y) = Vx.

Para que essa inversdo seja possivel, a funcdo f precisa ser bijetora, ou seja, ndo pode haver mais de um
elemento do dominio associado a um mesmo elemento da imagem. A funcdo y = x2 n3o é bijetora, pois ha
dois valores de x associados a um mesmo valor de y, conforme representado no grafico a seguir:

Logo, para que a fungdo y = x2 admita inversa, é necessario restringir o seu dominio, de modo que cada
elemento da imagem esteja associado a um Unico elemento do dominio. Por exemplo, essa funcdo admite
inversa para o conjunto dos numeros reais positivos.

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 12
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No entanto, as fungdes trigonométricas sao ciclicas, apresentando um mesmo valor de imagem para diversos
valores do dominio, conforme ilustrado a seguir para a funcdo seno:

Logo, para admitirem inversas, o dominio das fun¢cdes trigonométricas precisa ser restrito a determinado
subconjunto dos numeros reais.

. ~ . .. T T . .
O dominio da fungdo seno precisa estar limitado entre [—;,;] e a sua imagem corresponde ao intervalo
[—1, 1]. Assim, podemos definir a fung¢do arco seno, cujo dominio é o intervalo [-1, 1] e a imagem é o

. T T
intervalo [——,—]:
2’2

y = sen(x) - x = arcsen(y)

Vale pontuar que quando aplicamos as fun¢des f e f 1 uma sobre o resultado da outra, voltamos para o
mesmo ponto de partida, conforme ilustrado a seguir.

Consequentemente, temos:

sen(arcsen (x)) = x

Graficamente, uma func¢do qualquer f é simétrica a sua inversa f~1 em rela¢do ao eixo y = x. A seguir,
representamos as fungoes seno (f) e arco seno (g):

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 13
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Analogamente, o dominio da funcdo cosseno precisa estar limitado entre [0, 7] e sua imagem também
corresponde ao intervalo [-1, 1]. Assim, a fung¢do arco cosseno, cujo dominio é o intervalo [-1, 1] e cuja
imagem é o intervalo [0, ], é dada por:

y = cos(x) = x = arccos(y)

Consequentemente, temos:

cos(arccos (x)) = x

A seguir, representamos as funcdes cosseno (f) e arco cosseno (g):

-1

7. ~ 7 . . . T .
O"dominio da fun¢do tangente também precisa estar limitado entre [_5’5] (assim como o seno), mas sua
imagem corresponde a todos os numeros reais (—o,). E a func¢do arco tangente, cujo dominio

, . . . s . T T ,
corresponde a todos os numeros reais e cuja imagem é o intervalo [— E‘E]’ é dada por:

y = tg(x) - x = arctg(y)

Consequentemente, temos:

tg(arctg (x)) = x

A seguir, representamos as fungdes tangente e arco tangente:

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 14
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Observa-se que essas fungdes se tangenciam no ponto (0,0), pois tg(0) = 0, logo arctg(0) = 0.

. ~ . ’ o . . . . s
Ademais, a funcao tangente possui assintotas verticais para os limites do intervalo, x = S ex=--

~ . , . . T T
enquanto a fun(;ao arco tangente possui assintotas horizontais paray = 5 ey =-— ;

Acrescente-se que as razoes trigonométricas inversas (secante, cossecante e cotangente) também possuem
suas respectivas funcdes de arco.

A partir da Primeira Relagao Fundamental da Trigonometria e das definicdes das fung¢des arco que vimos, é
possivel demonstrar as seguintes identidades:

cos(arcsen(x)) =41-x2
sen(arccos(x)) =+1—x2
sec(arctg(x)) =414 x?

)

Vamos as demonstracdes. Para encontrar a primeira identidade, utilizamos inicialmente a
Primeira Relacdo Fundamental da Trigonometria, [cos(x)]? + [sen(x)]? = 1, temos:

[cos(arcsen(x))]” + [sen(arcsen(x))]” = 1
Sabendo que sen(arcsen(x)) = x, temos:
[cos(arcsen(x))]* + x% = 1
[cos(arcsen(x))]” = 1 — 2
cos(arcsen(x)) = V1 — 22
Utilizamos o mesmo caminho para encontrar a segunda identidade:
[sen(arccos(x))]” + [cos(arccos(x))]” = 1
Sabendo que cos(arccos(x)) = x, temos:

[sen(arccos(x))]2 +x2=1

ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 15
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[sen(arccos(x))]2 =1-x?

sen(arccos(x)) = V1 — x2

Em relacdo a terceira identidade, utilizamos a mesma relacdo:
2 2
[sen(arctg(x))] + [cos(arctg(x))] =1

2
Dividindo ambos os lados da equagdo por [cos(arctg(x))] , temos:

[sen(arctg(x))] +[cos(arctg(x))]* _ 1
[cos(arctg(x))]* [cos(arctg(x))]*
__sen(x) _ .
Sabendo que tg(x) = cosio) € due sec(x) = et temos:

[tg(arctg(x))]2 +1= [sec(arctg(x))]2

Sabendo que tg(arctg(x)) = x, temos:

[sec(arctg(x))]2 =1+ x?

sec(arctg(x)) = V1 + x2

PRATICAR!

(2018 — Prefeitura de Barra Velha/SC - Adaptada) Quanto as particularidades matematicas das funcdes
trigonométricas, julgue o item subsequente. i

: Aproximando a funcdo tan (x) de x = g, a fungdo tende a uma assintota horizontal.
! Comentirio:

A funcdo tangente ndo esta definida para g = 909, conforme grafico da tangente a seguir, para o intervalo

: Podemos observar que a fungdo apresenta uma assintota, porém trata-se de uma assintota vertical e ndo :
i horizontal. Logo, a afirmativa esta incorreta. :
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Resposta: Errado.

Limites Indeterminados

Pode ser que ao aplicarmos o valor do limite, encontremos um resultado que ndo seja possivel de calcular,
0 oo . ~ . ~ .
como e—. Nessas situacdes, precisaremos trabalhar as expressdes para encontrarmos o valor do limite, se
existir, seja ele finito ou infinito. Vamos supor o seguinte limite:

52

lim
xX—>oo X

- , 0% . .. , . - ~
Se substituirmos x por 0, o resultado sera —=—,queé indefinido. Porém, podemos simplificar a expressao:

2
—— x
x
Logo, o limite desejado é:
- xz -
lim —=Ilim x =00
x—oo X X—00

De modo geral, guando temos um limite para x tendendo ao infinito de uma razdo entre polinémios (isto &,
soma ou diferenca entre poténcias de x), podemos resolver a indeterminacdo dividindo todos os termos da
expressao pela maior poténcia de x que ocorre no denominador.

Suponha o seguinte exemplo:

. 3x2+5
io% 6x2 + 8

. ~ O , . . . . e~ . e g
Se aplicarmos x — oo, obteremos a razao —, que é indefinida. Para resolver essa indefinicao, vamos dividir
todos os termos pela maior poténcia de x que aparece no denominador, no caso, x2:

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 17
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3x2 5 5

_ 3x%+5 Sz tyez 3tz
lim = lim =—— = lim

X—>00 6x2 + 8 X—00 x2 8 X—00 6 8

7 Tz Tz

A razao de um nimero finito dividido por um infinito é igual a zero:

li > _ 0
xl_I)l; x2
li 8 _ 0
row x2
Logo, o limite desejado é:
3x2+5 3

Vejamos outro exemplo:

x* + 4x3

im ———
x-00 2x3 +x

Novamente, devemos dividir todos os termos pela maior poténcia de x presente no denominador, x3:

x*  4x3
xt+4x> 3T 3 . x+4
im = lim 3 = lim ——~—
xo0o 2x3 4+ x x—00 2X X X—00 2+ 1
EGREs xZ
A razdo de um numero finito dividido por um infinito é igual a zero:
lim - =0
x—>oo X
Logo:
x*  4x3
Coxt+4x® 3T 3 . x+t4
lim ———=lim —=—>—= lim
xo0 2x3 4+ x x50 2X X  x-oo0
ESIFS

Assim, temos a razdo entre infinito no numerador e um numero finito no denominador, cujo resultado é
infinito:
x*+4x3 x+4

im = lim = oo
x-o 2x34+x  xo0 2

ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 18
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Para resolver limites de expressdes polinomiais envolvendo outros valores de x, é importante lembrar os
produtos notaveis, que poderdo ajudar a simplificar expressdes:

(a + b)? = a? + 2ab + b?

(a — b)? = a® — 2ab + b?

(a+b).(a—b) =a?—b?
Por exemplo:

 x?—4x+4
lim——
-2 x—2

2-42+4  4-8+4
2-2 0
o limite, precisamos simplificar essa expressdo. O numerador pode ser representado como (produto
notavel):

- . o 2 0
Se substituirmos x = 2 diretamente na expressdo, obteremos =< Logo, para calcularmos

x*—4x +4 = (x—2)?

Logo, o limite desejado corresponde a seguinte expressao:

CoxP—4x+4 . (x—2)?%
Im———=lim————=limx—-2=2-2=0
x-2 x—2 x-2 X —2 x—>2
Vejamos outro exemplo:
I x—3
im
x-3 x2—9
. . . 3-3 0 0 , .
Se substituirmos x = 3 diretamente na expressao, obteremos e Porém, o denominador pode

ser representado como (produto notdvel):
x2=9=(x+3).(x-3)
Assim, temos:

y x—3_1_ x—3 _ i 1 1 1
*03 x2—9 x93 (x+3).(x—3) x93 (x+3) 3+3 6

Caso a expressdao de segundo grau ndo possa ser simplificada por um dos produtos notdveis, pode ser
necessario utilizar as suas raizes para apresentd-la como um produto de dois fatores. Por exemplo, suponha
o seguinte limite:

] x—4
lim

x—4 x2 —x—12
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4—4 0

N ~ 0 .
Se substituirmos x = 4 na expressdo, obteremos o e o Porém, podemos representar o

denominador como um produto de dois fatores, encontrando as raizes da equacao:
x2-x—-12=0
Utilizando a formula de Bhaskara, temos:
A=b%?—4ac=(-1)2—-4x1x(—12) =1+48 =49

bt VA —(-1D)£VA9 147

X

2a 2%x1 2
1+7 1-7
x1=—2 :4’ x2=_2 = -3

Portanto, podemos representar o denominador como um produto de (x — x;). (x — x,), em que x; e X, sd0
as raizes que acabamos de calcular:

x2—x—-12=(x—4).(x+3)
Com isso, podemos calcular o limite:

x—4 ] x—4 1 1 1

xoh X2 —x—12 xof (x—4).(x+3) 1ot (x+3) 4+3 7

Outro recurso importante é a substituicao de variaveis, principalmente quando a expressao envolver a raiz
de uma variavel, Vx, por exemplo. Nessa situacdo, o primeiro passo é substituir v/x por uma outra variavel,
como y. Consequentemente, se x também estiver presente na express3o, ele deverd ser substituido por y2.

Por exemplo, considere a seguinte expressao:

" Vx =2
im ———
-4 x—4
4-2 2-2 0 , I
% = == = . Porém, podemos substituir Vx por y.
Consequentemente, x devera ser substituido por y?:

Se substituirmos x = 4 na expressdo, obteremos

Vi -y
x - y?
Assim, teremos a seguinte expressao:
a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 20

www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Pelo produto notavel (a + b).(a — b) = a® — b?, podemos representar o denominador como:
y:i-4=@u+2).(y-2)
Assim, a expressdo se torna:

y—2 y—2 1

Y2—4 (y+2).00-2) y+2

Sabendo que y = +/x, podemos calcular o valor do limite:

I 1 1 1 1
lm = = —_
x—4 \/E-|-2 \/Z-{-Z 2+2 4

HHORA DE

PRATICAR!

...........................................................................................................................................................................................

: (2020 — COTEC) Considere as afirmacgdes a seguir:

: . x?>-7x+10 -3
fl-lim ———=—
H x—2 x“—4 4

H 2_
L -lim S = 6

x—3 x—3

2+x)2-4

I - lim -4

x—0

E correto afirmar que apenas

a) | e Il sdo verdadeiras.

b) Il e Ill sdo verdadeiras.

c) l e lll sdo verdadeiras.

d) lll é verdadeira.

e) | é verdadeira.

Comentario:

Em relacdo a primeira afirmacdo, se substituirmos x = 2 na expressao, obteremos:

22-7x2+10 4-14+10 0

22 — 4 4—4 0
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i No entanto, podemos simplificar tanto o numerador quanto o denominador. Utilizando a férmula de :
i Bhaskara para o numerador, x2 — 7x + 10, temos: i

A=b%?—4ac=(-7)2—-4x1%x(10)=49—-40=9
_—b*tVA —(-7)£V9 7+3

X

2¢ 2x1 2
743 7-73
x1=T=5, x2=T=2

Logo, podemos reescrever o numerador como:
x2=7x+10=(x—5).(x —2)
E o denominador pode ser simplificado pelo produto notavel:
a’ —b?>=(a+b).(a—b)
x2—4=(x+2)(x—-2)
Logo, a expressdo do limite da afirmacdo | pode ser descrita como:

x*=7x+10 ~ (x—=5).(x—-2) =~ x-5 -3

lim——— = = =
i x2—4 o (x+2)(x—2) roex+2 4

Portanto, a afirmacdo | estd correta.
A substituicdo direta de x = 3 na funcdo indicada na afirmacao Il resulta em:
: 32-9 0
3-3 0
Porém, podemos utilizar o produto notavel a? — b? = (a + b). (a — b) para simplificar o numerador:
x2—9=(x+3)(x—3)
E o limite da afirmacdo Il pode ser descrito como:
x2—-9  (x+3)(x—13)

lim = lim =limx+3=3+3=6
x-3 X —3 x—3 x—3 x—3

Portanto, a afirmacdo Il estd correta.
Por fim, a substituicdo direta de x = 0 na fungdo indicada na afirmacdo Il resulta em:
2+032%2—-4 4-—-4 0

0 0 0
! No entanto, podemos abrir a express3o do numerador:

2+x)?2-4=02%+4x+x?)—4=4+4x+x?— 4 =4x + x*

i Logo, a expressao da afirmacao Il corresponde a:

2+ x%r -4 Ax+x?
lim ————=lim ——=1lim4+x=44+0=4
x—0 X x—0 X x—0
i Logo, a afirmacgdo Ill esta incorreta.
! Gabarito: A
a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 22

www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

: . A x—25
(2019 ~ IDHTEC) Determine lel’ng (x—15—2\/7)

a)5/4
: b)4/5
c)3/5
 d)2/5
e)3/4
Comentirio:
Se substituirmos x = 25 diretamente na expressao do limite, obteremos:
: 25 — 25 0 0
25-15-2.y25 10-2x5 0
Para resolver esse limite, vamos substituir vx por y:
Vx-y

x = y?

Assim, teremos a seguinte expressao:
: y? —25
y2—15-2y
Pelo produto notével (a + b). (a — b) = a® — b?, podemos representar o denominador como:
y?=25=(+5).(y-5)

Para representar o denominador por fatores, precisamos encontrar as raizes da equagio y? — 2y — 15 = 0
Utilizando a formula de Bhaskara, temos:

A= b%? —4ac = (-2)2—4x1x(—15) =4+ 60 = 64
_—b*VA —(-2)+V64 248

2a 2x1 2
Xy =5, X, =—3

X 1+4

Logo, o denominador pode ser expresso como:
y?=2y—-15=(y—5).(y +3)
Portanto, podemos simplificar a expressao da seguinte forma:
y?=25  (y+5.(y-5) (+5)
y2—=15-2y (-5.0+3) @+3)

Sabendo que y = v/x, podemos calcular o limite desejado:

. x —25 . Vx+5 2545 5+5 10 5

m -———= |IIm = = = —= —

: x-25x — 15 — 24/x x-25yx+3 +25+3 5+3 8 4

Gabarito: A
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Limite e Continuidade

O limite da fung¢do quando x tende a determinado valor a pode ser diferente do verdadeiro valor da funcao
naquele ponto a:

lim f(x) # f(a)
Xx—a
Poderiamos definir, por exemplo, uma func¢do da seguinte forma:

2x, para(0 <x <2
fx) = {1, parax = 2}
Essa funcdo corresponde ao seguinte grafico:

A
Y

»
»
X

2|

Podemos observar que o valor do limite da funcdo quando x tende a 2 continua sendo 4:
}Ci_rg fx)=4

Porém, o valor da funcdo para x = 2 é diferente:

f@=1

Inclusive, é possivel que a funcdo ndao possua um limite, nem finito, nem infinito, para determinado valor.
Isso ocorre quando o limite calculado por um caminho é diferente do limite calculado por outro caminho.

No grafico ilustrado a seguir, observamos que o limite do primeiro trecho da funcdo (em azul), referente a
valores inferiores a 2, quando x tende a 2, é f(x) = 4. Porém, o limite do segundo trecho da fungdo (em
vermelho), referente a valores de x superioresa 2, é f(x) = 1.

A
y
4
1
2 x >
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Temos, portanto, limites laterais distintos.
O chamado limite a esquerda de um valor a se refere aos valores menores que a, sendo indicado por a™:
lim f(x)
x—-a~
No nosso exemplo, o limite a esquerda pode ser calculado pela fungdo indicada em azul, f(x) = 2x:
lim f(x)=2%x2=4
xX—2~
O chamado limite a direita de um valor a se refere aos valores maiores que a, sendo indicado por a*:

lim f(x)

x—at

No nosso exemplo, o limite a direita pode ser calculado pela fun¢do indicada em vermelho (a qual apresenta
a mesma inclinagdo da reta azul, mas deslocada em 3 unidades para baixo), f(x) = 2x — 3:

lim f(x)=2%x2-3=1

x—27t

A - ~ 1 - (e .
Essa auséncia de limite ocorre com a fungdo f(x) = ~parax — 0, conforme indicado no grafico a seguir:

Podemos observar que quando x tende a 0 pela direita, isto é, em relacdo aos valores superiores a 0, a func¢ao
tende a infinito:

1
lim — = oo
x-0t X
E quando x tende a 0 pela esquerda, isto &, em relacdo aos valores inferiores a 0, a funcdo tende a menos
infinito:

1
lim — = —o0
x-0" X
a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 25
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Quando isso ocorre, dizemos que a funcdo nao é continua no dominio considerado.

Podemos dizer (sem rigor matematico) que uma fungdo é continua em um dominio quando pudermos
desenhar o seu grafico sem retirar o lapis do papel. Isso ndo pode ser feito para os exemplos que acabamos
de ver. No primeiro caso (retas azul e vermelha), ao chegarmos no ponto x = 2 teriamos que tirar o lapis do

. ~ 1 . .
papel para continuar desenhando a fungdo; e no segundo caso, f(x) = ~ temos que tirar o lapis do papel
guando chegamos no ponto n = 0. De fato, essas funcbes ndo sdo continuas.

Matematicamente, a definicdo de funcao continua em um dominio é de que o limite da funcdo em um ponto

a existe (ou seja, os limites laterais sdo iguais) e é igual ao valor da funcdo naquele ponto a, para todos os
pontos do dominio da fungao:

Jim £(x) = lim £(x) = lim £ (x)

lim £(x) = f(@)

Isso ndo impede que o dominio seja definido de forma aberta, isto €, sem incluir os extremos. Por exemplo,
a funcdo que vimos no inicio da aula, ilustrada novamente a seguir, é continua no dominio [0,2).

»
»
X

2|

Também é possivel que o limite de uma func¢do continua seja infinito para um ou ambos os extremos do
. . N 1, , .
intervalo do dominio. Por exemplo, a fungao Zé continua no intervalo (0, +):
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HHORA DE

PRATICAR!

(2021 - Prefeitura de Santana do Livramento/RS) O limite de uma funcdo sé existe quando:
a) os limites laterais sdo diferentes.
b) é definida em, pelo menos, 70% do seu dominio.
c) os limites laterais sdo iguais.
d) nenhuma das anteriores.
Comentario:
O limite de uma fungao existe somente quando os limites laterais sdao iguais:
Jim f(x) = lim f(x) = lim f(x)

Gabarito: C

(2017 - IF-TO - Adaptada) Dada uma funcdo f: R = R continua em um intervalo | = (a, b), julgue as seguintes
: afirmagdes: :

| - Para todo c € |, tem-se que }Ci_r)rgf(x) = f(c).
Il - Para todo c € |, existe }Cl_r)ré f(x).

Il - E possivel que )lci_r)rcllf(x) = oo

Comentario:

A definicdo de funcdo continua em um dominio é de que o limite da funcdo existe para todos os pontos do
dominio e, para cada ponto, o valor do limite é igual ao valor da funcdo no referido ponto.

Logo, as afirmativas | e Il estdo corretas, pois para todos os pontos do dominio (que a questdo chamou de |),
i o limite da funcdo existe (afirmativa | correta) e é igual ao valor da funcdo no ponto (afirmativa Il correta).

: Em relagdo a afirmativa Ill, é possivel que o limite de uma fungdo continua seja infinito para um ou ambos os :
i extremos do intervalo do dominio. Logo, é possivel que o limite da fungdo para quando x tende ao extremo :
i inferior do intervalo seja infinito :

: Resposta: Todas as afirmativas corretas.
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Teorema do Valor Intermediario

O Teorema do Valor Intermediario afirma que sendo f uma fungdo continua no intervalo [a, b], entdo para
qualquer valor L da fungdo entre f(a) e f(b), isto é, f(a) < L < f(b), havera um valor c entre a e b, isto
é,a<c<wv,talque f(c) =L.

Para ilustrar, a seguir representamos dois pontos (a, f(a)) e (b, f(b). O teorema afirma que a fungdo
assumira qualquer valor entre f(a) e f(b), indicado em vermelho, em algum ponto ¢ no intervalo [a, b],
indicado em azul. Em outras palavras, a fungao ira assumir todos os valores entre f(a) e f(b). Isso se a
funcdo for continua.

y
f(b
] .
|
@l 1 |
fa) 1 1
| | o
[ a, b: X

De fato, ndo temos como chegar de (a, f(a)) até (b, f (b) sem passar por todos os valores entre f(a) e f(b)
e sem tirar o lapis do papel.

Por exemplo, a funcdo pode ser:

Pode-se observar que a fungdo passa por todos os valores entre f(a) e f(b), no intervalo [a, b].

Também podemos ter uma funcao da seguinte forma:

y
L ___

\ 4

I
I I
I I
I I
 al bt
Nesse caso, a fungdo também passa por todos os valores entre f(a) e f(b), no intervalo [a, b], inclusive

mais de uma vez.

Observe que a fungdo pode assumir valores menores que f(a) ou maiores que f(b) no intervalo [a, b], mas
necessariamente assumira os valores intermedidrios entre a e b.
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HHORA DE

PRATICAR!

(2018 - Prefeitura de Cristalina/GO) Sendo f uma fung¢do continua, tal que f(-2) =4 e f(3) =— 1, o teorema
do valor intermediario garante que: :

a) f possua uma raiz no intervalo (-2, 3).
b) f possua uma raiz no intervalo (-1, 4).
c) f ndo assuma valores menores que -1.
d) f ndo assuma valores maiores que 4.
e) f seja derivavel, além de continua.
Comentario:

O Teorema do Valor Intermediario afirma que a funcdo passard por todos os valores entre -1 e 4 (indicado
pela reta vermelho), em algum ponto no intervalo (-2, 3), indicado pela reta azul. :

A

y

4
’_ ______
|
|
|
|
I »
I 1 g
1-2 -1 ﬂ X

Assim, em algum ponto c do intervalo (-2, 3), a reta tera valor f(c) = 0, uma vez que 0 é superioraf(3)=-1e
inferior a f(-2) = 4. Nessa situacdo, dizemos que c é a raiz da funcdo. Logo, podemos concluir que existe pelo
i menos uma raiz no intervalo (-2, 3). :
O Teorema ndo impede que existam valores menores que -1 ou maiores que 4 (alternativas C e D incorretas).

Gabarito: A
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NoOCOES DE CALCULO

Derivada

A derivada de uma funcdo y = f(x) em um ponto x, corresponde a taxa de variacao de y, isto é, o quanto
y, varia naquele ponto x,. Por exemplo, a aceleragdo representa justamente a variagao da velocidade -
guando vocé acelera o carro, a sua velocidade aumenta, isto é, varia positivamente. Isso significa que a
aceleracdo é a derivada da velocidade.

A derivada representa tanto o sentido quanto o montante dessa variagao. No grafico a seguir, o primeiro
segmento da fungao (em azul) é decrescente, isto é, a fungdao decresce com o aumento de x; e os demais
segmentos sdo crescentes, ou seja, a fungdo cresce com o aumento de x. Consequentemente, a derivada da
funcdo no primeiro segmento sera negativa e nos demais, positiva.

xVv

Além disso, podemos observar que o terceiro trecho (em verde) tem uma inclinagao maior do que o segundo
trecho (em vermelho). Isso significa que para um mesmo aumento de x, o trecho em verde cresce mais do
qgue o trecho em vermelho. Para ilustrar isso, suponha que a fungdo assuma os seguintes valores:

»
»
X

Podemos observar que para um aumento de 4 unidades de x, y aumentou 1 unidade no trecho em vermelho
e 5 unidades no trecho verde. Como y aumenta mais para cada aumento de x no trecho verde, a derivada
da fungao sera maior no trecho verde do que no trecho vermelho.

Isso porque a derivada representa justamente essa razao entre a varia¢cao de y e a variagao de x. Utilizando
Ax para indicar a variagdo em x e Ay para indicar a variagdo em y, temos a seguinte situagado:
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A
Y
6
Ay =5
1
.-Ay = 1
>
4 8| x
\
Ax'=4 Ax'=4

Assim, para o primeiro segmento (em vermelho), temos a seguinte taxa de variacdo de y em relacdo a x:

Ay yfinal — Yinicial 1-0 1
i = =-=0,25
Ax xfinal — Xinicial 4—-0 4

Isso significa que para cada aumento de x em 1 unidade, y aumenta em 0,25 no primeiro segmento.

E para o segundo segmento (em verde), temos a seguinte taxa de variacao de y em relagdo a x:

Ay _ Yrinal ~ Yinicial _ 6 —

1 o

1
= 1,25
AX  Xfinal — Xinicial 4

Isso significa que para cada aumento de x em 1 unidade, y aumenta em 1,25 no segundo segmento.
Esses valores correspondem as derivadas para cada segmento.

Para uma reta (isto é, uma equacdo de 1o grau), a taxa de variagao de y em relacdo a x é fixa, assim como a
derivada da fungdo. Nesses casos, a derivada pode ser calculada pela razdo de Ay por Ax entre quaisquer 2
pontos. Para afuncdoy = 0,5. x, ilustrada a seguir, podemos calcular as variaces de x e de y entre os pontos
(x=0;y=0)e(x=1;y=0,5):

0,5

Ay =0,5

xv

Ax =1

A_y _ Yfinat — Yinicial . 0;5 -0 0,5

d= = = =05
Ax Xfinal — Xinicial 1-0 1
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Para outras funcdes, como as de 20 grau, a taxa de variacdo ndao é a mesma para todos os valores de x, logo
a derivada n3o sera uma constante. Vamos considerar a fungdo y = x?, representada a seguir

Para x < 0, essa funcdo decresce com o aumento de x, ou seja, apresenta derivada negativa, e parax > 0,
essa funcdo cresce com o aumento de x, isto é, apresenta derivada positiva.

Além disso, a taxa de variacdo muda para cada valor de x. Observe que parax entre0e 1 (0 <x < 1), 0
valor y aumenta em 1 unidade (Ay = 1); enquanto parax entre1e 2 (1 < x < 2), o valor de y aumenta em

3 unidades (Ay = 3), como ilustrado a seguir.

~ Ay =

Mas podemos diminuir o intervalo de x para encontrar as taxas de variacdo de forma mais precisa, isto é,
mais proxima da verdadeira taxa de variagdo para cada ponto:

32
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Definicao
Quando a variacdo de x (Ax) for muito pequena (na verdade, infinitesimal), a reta que representa a taxa de
I . . ~ ~ A . . ~
variacdo em cada ponto serd tangente a funcdo naquele ponto e a razdo ﬁ serd a derivada da funcao
I . e . ~_d
naquele ponto. Pelo fato de as variagcdes serem muito pequenas (infinitesimais), utilizamos a expressao d—z,

A
em vez de 2.
Ax

A definicdao da derivada da fungdo y = f(x) em um ponto x = x; (ja que ela pode variar para cada ponto da
funcdo) é definida como:

ﬂ(x )= lim f(xo + Ax) — f(x0)
dx % T axs0 Ax

No numerador, a diferenga f(x, + Ax) — f(x,) corresponde a varia¢do de y (que estdvamos chamando de
Ay), pois f(x, + Ax) corresponde ao valor da fungdo no ponto x, + Ax, isto é, no ponto um pouquinho
depois de X (Yrina), € f (xo) corresponde ao valor da fungdo no ponto X, (Viniciar)-

Também representamos a derivada da fungdo y = f(x) em um ponto x = x, como %f(xo) ou f'(xq).
Para calcular a derivada da fungdo f(x) = x?2, o primeiro passo é calcular f(x + Ax):
fxo + Ax) = (xg + Ax)? = x2 + 2.x0.Ax + Ax?
Sabendo que f(x,) = x2, o numerador da férmula é:
f(xo + Ax) — f(x) = x2 + 2.x9.Ax + Ax? — x2 = 2.xy. Ax + Ax?

Em seguida, dividimos por Ax:

f(xo + Ax) — f(x0) _ 2.%0.Ax + Ax?

= 2. A
Ax Ax Xo + Ax

Agora, aplicamos o limite Ax — 0:

df

a(xo) = Al}lcr_r)lo 2.x0 + Ax = 2.xg
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HORA DI

PRATICAR!

: (2020 - Prefeitura de Cerquilho/SP) A taxa de variagdo de uma curva quando seu intervalo tende a zero, é :
: conhecida como: :

a) Derivada

b) Limite

c) Soma de quadrados
d) Integral

e) Taxa de variacao
Comentarios:

A taxa de variagdo de uma fungdo y = f(x), isto é, Ay, quando o intervalo da variavel Ax tende a zero é a
: defini¢do da derivada da fungdo. :

Gabarito: A.

Calculo da Reta Tangente a Fungao

A partir da derivada da funcdo, podemos calcular a funcdo da reta tangente a funcdo em cada ponto.

e A . . . .
A inclinacdo da reta ﬁ no ponto x, corresponde justamente a derivada no referido ponto. Para a mesma
funcdo f(x) = x?, a reta tangente ao ponto x, = 3 esta representado a seguir:
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E o coeficiente angular (que representa a inclinagdo) da reta tangente a fungdo nesse ponto x, = 3 é:

d
f(xo) = 2.xg

af B
—(3)=2x3=6

Para calcular o coeficiente linear (ou intercepto) da reta tangente, utilizamos o ponto conhecido da reta, qual
seja o ponto x, = 3 pertencente a curva f(x) = x?:

y=fl) =x,>=3"=9

Sendo a reta tangente uma fungdo da forma y = a + bx, em que b = 6 (coeficiente angular), podemos
calcular o valor de a, utilizandoo pontox =3 ey =9:

9=a+6x%x3=a+18
a=-9

HORA D

PRATICAR!

(2018 Prefeitura de Barra Velha/SC - Adaptada) Do Ciélculo, a derivada em um ponto de uma fungdoy =
: f(x) representa a taxa de variagao instantanea de y em rela¢do a x nesse ponto. A utilizagcdo de derivadas é 5
amplamente significativa dentro da Matematica e em outras ciéncias e suas propriedades sdo inumeras. Com
: relagdo a elas, julgue a afirmativa a seguir.

: A derivada de uma funcdo de uma variavel, no limite, é a inclinacdo da reta tangente no ponto avaliado.

: Comentarios:

: . o « e Ay . ~ ~

: A derivada da funcdo corresponde a inclinagao o da reta tangente a fungdo, para o ponto x, em questao.

Resposta Certa.
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Regras de Derivacao

Para ndo termos que sempre efetuar os calculos do limite para obter a derivada, existem alguns resultados
que sdo importantes de memorizar®:

e Aderivada de uma fungdo da forma f(x) = x™ é o produto de n por x™ 1, paran # 0.

@™y
dx

n-1

n.x

Esse resultado vale para qualquer expoente diferente de 0. Ndo podemos utiliza-lo para f(x) = x° = 1.

Por exemplo, ja verificamos que, paran = 2, temos:

d(x?
Eix) =2.x%1=2x1 =2x
Paran = 5, isto é, f(x) = x°, temos:
5
dS;) =5.x°"1 = 5x*
Paran = 1, isto é, f(x) = x, temos:
d(x) d(x!
—ng) = Eix) =1x"T=1x"=1
Paran = —1,isto é, f(x) = i, temos?:
1
= -1
d (x) _dk) 111 = _qym2 = —t
dx dx | x2

L Aqui, iremos omitir x,, para que facilitar a visualizagao da férmula.

- 1 . -
2 Podemos representar uma poténcia de - elevando x ao mesmo expoente, mas com sinal contrario:
1 a
(_) - x_a
X
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Paran = 1/2, isto &, f(x) = Vx, temos3:

W) _dax’?) 1 MO DN S VA B 1
dx  dx 2 T2 Coxt2 2Vx

e A derivada de uma constante é igual a 0.

d(a)
o 0

Por exemplo, a derivada de 3 é igual a zero; e a derivada de -5 é igual a zero.

Afinal, uma funcdo constante ndo apresenta varia¢ao, por isso, a sua derivada é nula.

A
Y

xXv

e Quando multiplicamos uma funcdo por uma constante, a sua derivada serd multiplicada por essa
constante:

dla.f(x)] u a[f(x)]
dx dx

Por exemplo:

d@.x%) _, d@)

— 5-1\ 4
I I - 3.(56.x>7') = 15x

. o 1 . L
3 Podemos representar a raiz de x, pela poténcia de x elevado a s De maneira geral, a raiz n-ésima de x pode

N . 1
ser representada pela poténcia de x elevado a —

% — xl/n
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e Aderivada da fungdo f(x) = e”* é ela mesma:

d(e”) _ gt
dx

Em que e é a constante neperiana, aproximadamente igual a 2,718.

e Aderivada dafungdo f(x) =Inx é %:

d(lnx) 1
dx  «x

Em que In é o logaritmo na base e, chamado logaritmo natural.

d(x") =n xn_l

~ _ 1 ~ . . - 1, . .
logo, ndo obtemos x~! = ~ por essa regra. A funcdo cuja derivada é x™1 = Ze diferente, qual seja o

, hdo se aplica paran =0,

Pode ser util notar que a primeira regra de derivacdao que vimos,

logaritmo natural de x.

e A derivada da soma ou da diferenca de funcdes é igual a soma ou diferenca das derivadas:

dlf(x) £ g(x)] _d[f(x)] 4 d[g(x)]
dx  dx —  dx

Por exemplo:

dlx® +x?] d[x®]  d[x?]

dx dx + dx
d[x? + x?
dix” +x7] = 3x% 4+ 2x!
dx

e A derivada do produto de duas func¢des é igual a derivada da primeira funcdo multiplicada pela
segunda fungdo, mais a primeira fungdao multiplicada pela derivada da segunda fungao:

dlf(x) x g()] _ d[f(x)] d[g(x)]
T =g <9 +fO)x——

Por exemplo:
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d[x* xInx] d[x?] , _ d[Inx]
T = ~ix X Inx+ x* X Ix

d[x* x In x]

1
=2.x1xInx+ x%2x—
dx X

d[x? X Inx]
dx

=2x.Inx+x

e A derivada do quociente entre duas fungdes é igual a derivada da primeira fungdo multiplicada pela
segunda func¢do, menos a primeira funcdo multiplicada pela derivada da segunda fungdo, sendo essa

diferenca dividida pelo quadrado da segunda funcdo:

[f(x) AL g ) — ) x 18
[g(x)]?
Por exemplo:
d [1:131_); d£l3xx] X Inx—3x X d[g;x]
dx [In x]?

3x 1
d[m :3xlnx—3x><§

dx [In x]?

3x
d[m]_&lnx—S
dx ~ [Inx]?

e Em relagdo as fungdes trigonométricas, a derivada do seno é o cosseno e a derivada do cosseno é

menos O seno:

d[sen(x)]

— ;- cos (%)
d[cos(x)] _
g - sen (%)

Para lembrar esses resultados, o circulo trigonométrico pode ajudar. Imagine que a derivada corresponda a
um giro de 902 no sentido anti-horario, como ilustrado a seguir. Assim, partindo do seno (+1 no eixo vertical),
chegamos ao cosseno (+1 no eixo horizontal) e partindo do cosseno chegamos a menos seno (-1 no eixo

vertical).

39
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d[sen(x)]
I = cos (x)
cosseno
d[cos(x)]
B —sen (x)

e A partir da férmula da derivada do quociente, é possivel demonstrar que:

sen(x)
cos (x)’
derivada do quociente para calcular a derivada da tangente:

Vamos a demonstragdo. Sabendo que tg(x) = entdo devemos aplicar a formula da

sen(x) dlsen(x)] d[cos(x)]
d[tg(x)] _ [Cos @l _ " ax .cos(x)—sen(x) ———
dx dx [cos (x)]?

Sabendo que a derivada do seno é o cosseno e que a derivada do cosseno é menos o seno:

dltg(x)] _ cos(x).cos(x)—sen(x).[-sen(x)] [cos (x)]?+[sen (x)]?

dx [cos(x)]? [cos (x)]?
Pela Primeira Relagdo Fundamental da Trigonometria temos [cos (x)]? + [sen (x)]? = 1:

d[tg(x)] 1

dx  [cos x0]?

Sabendo que sec(x) = Fl(x)' temos:

dltg(x)]
—jxx = [sec(x)]?
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PRATICAR!

(2018 Prefeitura de Barra Velha/SC - Adaptada) Do Célculo, a derivada em um ponto de uma fungdoy =
f(x) representa a taxa de variacdo instantanea de y em relacdo a x nesse ponto. A utilizacdo de derivadas é
amplamente significativa dentro da Matemadtica e em outras ciéncias e suas propriedades sdo inumeras. Com
relacdo a elas, julgue as afirmativas a seguir. :

: |- As derivadas das fungdes trigonométricas sin x e cos x sdo, respectivamente, cos x e sin x.

* = e*, ou seja, aderivada é a :

: . ~ . ~ . . d

: 1l - A derivada da fun¢do exponencial é uma fungao bem peculiar, pois =€
: propria funcdo

: Comentarios:

dlsen] _ o (x), mas que a derivada

Em relacao a afirmativa |, temos que a derivada do seno é o cosseno,

d[cos(x)] _

: do cosseno é menos o seno, =

—sen (x). Logo, a afirmativa | esta incorreta.

i
x H

: ~ s g . . ~ 14 de x :
: Em relagdo a afirmativa Il, temos que a derivada da funcdo exponencial é ela mesma, woe Logo, a :

i afirmativa Il esta correta.

Resposta: | - Errada; Il - Certa.

(2019 - Prefeitura de Porcitincula/RJ) Obtenha a derivada de f(x) = 3x®> — 2x3 + 5 — 3x e assinale a alternativa
: CORRETA. :

a) 15x* — 6x2 - 3.

b) 3x*—2x%-2.

c) x2—-3.

d)—2x3+5.

Comentarios:

A derivada da fungdo f(x) = 3x*> — 2x3 + 5 — 3x é dada por:

: d(3x°-2x*>+5-3x) d(3x°) _ d(2x3) N d(5) d(3x)

: dx  dx dx dx dx
Calculando cada derivada em separado, temos:
d(3x°
a(3x) =3 x5.xC"D = 15x%
dx
d(2x3
(2x7) _ 2 % 3.xC7D = 6x2
dx
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d(5)
dx 0
d(3
(x)zstﬂ*U=3x0=3
dx

Logo, a derivada da fungdo desejada é:
d(3x°-2x>+5-3x)
dx B

15x* — 6x% =3

Gabarito: A

(2018 — Consércio do Trairi/RN) Dada a Funcgdo f, definida em R e expressa por F(x) = 2x% - 5x 3+ x2 —4x + 1,
: sua fungdo derivada F'(x) é: :

a) 8x3—15x 2+ 2x — 4.

b) 8x #— 15x + 2x — 4.

c) 8x3 —5x% + 2x + 1.

d) 8x*—5x 2+ 2x + 1.

Comentarios:

A derivada da fungdo F(x) = 2x* - 5x3+ x2 — 4x + 1 é dada por:

d(2x*-5x° + x?-4x+1) d(2x*) d(5x%) N d(x?) d(4x) N d(1)
dx © dx dx dx dx dx

: Calculando cada derivada em separado, temos:

d( 2x*
(x)=2x4ﬂ%U=8ﬁ
dx
d(5x3
Gx7) =5x3.xC"D = 1542
dx
2
dx’) =2.x2D =2y
dx
d(4x
( )=4xLﬂPU=4x0=4
dx
d(1)
dx 0

Logo, a derivada da funcdo desejada é:
d(2x*-5x> + x%-4x + 1)
: dx
Gabarito: A

=8x3 —15x%2+2x—4
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Derivada de Ordens Superiores

Até agora, vimos derivadas de primeira ordem (também chamadas de primeira derivada), isto é, vimos como
derivamos uma fungdao uma Unica vez. Porém, podemos derivar uma fung¢ao n vezes, o que chamamos de
derivada de ordem n (ou n-ésima derivada).

Por exemplo, vamos calcular a derivada de segunda ordem da fun¢do f(x) = x°. Primeiro, calculamos a
derivada de primeira ordem da funcao, ou seja, derivamos a funcdo como estavamos fazendo até agora:

d(x>)

= 5.x>71 = 5x*

Agora, derivamos o resultado obtido:

d(5.x%)

=5X4.x*1=20.x3
dx

Esse resultado corresponde a derivada de segunda ordem da fungdo f(x) = x°, o que representamos por
d*f(x) 1" .
—2 ou por f"(x):
d?(x%)

Fpeaie 20.x3

Derivando esse resultado, calculamos a derivada de terceira ordem da fungdo original, e assim
sucessivamente.

Sabendo que a derivada (de primeira ordem) representa a taxa de varia¢cdo de uma funcdo, entdo a derivada
de segunda ordem ird representar a variagdo da varia¢ao da funcao.

Vamos supor que uma funcdo esta crescendo (derivada de primeira ordem positiva). Mas esse crescimento
pode ser a uma taxa fixa (derivada de segunda ordem nula); a fun¢do pode estar crescendo cada vez mais
(derivada de segunda ordem positiva); ou a funcdo pode estar crescendo cada vez menos (derivada de
segunda ordem negativa).

Taxa de crescimento fixa: Fungdo crescendo cada vez mais: Fungado crescendo cada vez menos:
Derivada de segunda ordem nula Derivada de segunda ordem positiva Derivada de segunda ordem negativa

Caso a funcdo estivesse decrescendo (derivada de primeira ordem negativa), a situacdo seria andloga: a taxa
de decrescimento pode ser fixa (derivada de segunda ordem nula); a funcdo pode estar decrescendo cada
vez menos (derivada de segunda ordem positiva); ou a funcdo pode estar decrescendo cada vez mais
(derivada de segunda ordem negativa).
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Taxa de decrescimento fixa: Fungdo decrescendo cada vez menos: Funcdo decrescendo cada vez mais:
Derivada de segunda ordem nula Derivada de segunda ordem positiva Derivada de segunda ordem negativa

()

TOME

NOTA!

A segunda derivada representa a concavidade da funcao.

Quando a segunda derivada é positiva, a concavidade estd para cima; quando a segunda
derivada é negativa, a concavidade esta para baixo.

E quando a segunda derivada é nula, ou a funcdo ndao apresenta concavidade (corresponde a uma reta) ou,
quando a nulidade ocorre para um ponto especifico, estamos diante de um ponto de inflexao, isto é, o ponto
em que a concavidade muda, como ilustrado a seguir:

HORA DE

PRATICAR!

(2018 Prefeitura de Barra Velha/SC - Adaptada) Do Ciélculo, a derivada em um ponto de uma fungdoy =
f(x) representa a taxa de variagao instantanea de y em relagdo a x nesse ponto. A utilizacdo de derivadas é :
amplamente significativa dentro da Matematica e em outras ciéncias e suas propriedades sao inumeras. Com
relacdo a elas, julgue a afirmativa a seguir. :

: Ponto de inflexdo é o ponto em que a segunda derivada de uma fun¢do muda de sinal.
: Comentarios:

O ponto de inflexao é o ponto em que a concavidade da fungdo muda. Como o sinal da derivada de segunda
ordem corresponde a concavidade da fung¢do (quando positiva indica uma concavidade para cima e quando
negativa indica uma concavidade para baixo), no ponto de inflexdo, o sinal da segunda derivada muda. Logo, :
a afirmativa esta certa.

Resposta: Certa.
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Pontos Criticos

Como a derivada representa a taxa de variagdo da fun¢do, quando igualamos a derivada de uma fung¢do a
zero, podemos encontrar o valor de x para o qual (ou os valores de x para os quais) a fun¢ao nao varia.

Esse ponto, chamado de ponto critico, corresponde a um dos seguintes pontos:

o Ponto de Minimo: a fungao decresce até o ponto de minimo e em seguida cresce
o Ponto de Maximo: a fungdo cresce até o ponto de maximo e em seguida decresce

o Ponto de Inflexao: a fungdo muda de concavidade no ponto

Quando igualamos a derivada a zero, o valor de x encontrado corresponde a uma dessas situa¢des, mas nao
sabemos a qual delas. Para descobrir isso, podemos calcular a segunda derivada. Se a segunda derivada for
positiva (concavidade para cima), estamos diante de um ponto de minimo; se a segunda derivada for
negativa (concavidade para baixo), estamos diante de um ponto de maximo; se a segunda derivada for nula,
estamos diante de um ponto de inflexao.

A

12 derivada = 0; 22 derivada > 0: 12 derivada = 0; 22 derivada < O: 12 derivada = 0; 22 derivada = 0:
Ponto de Minimo Ponto de Maximo Ponto de Inflexdo

E importante ressaltar que os pontos de minimo e de maximo (chamados de extremo) podem ser locais ou
globais (ou absolutos). Dizemos que determinado ponto é minimo (ou maximo) global quando ele apresenta
o menor (ou maior) valor da fungao, em relagao a todos os pontos. Ja o ponto de minimo (ou maximo) local
apresenta o menor (ou maior) valor da fungao, em determinado intervalo.
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A seguir ilustramos uma fungao com um ponto de maximo e um ponto de minimo locais. Observe que o
ponto de maximo é o valor maximo da funcdo em relagdo um intervalo, mas que existem outros pontos em
que a funcdo apresenta valores maiores. Similarmente, o ponto de minimo é o valor minimo da fun¢do em
relagdo a um intervalo, mas existem outros pontos em que a fungdo apresenta valores menores. Nessa
situacdo, os extremos sao locais, mas nao globais.

Valores maiores do que
no ponto de maximo local

Valores menores do que
no ponto de minimo local =

Outro candidato a extremo da fun¢do, também chamado de ponto critico, é o ponto em que a derivada nao
existe. No gréfico a seguir, a derivada da funcao (em vermelha) ndo existe para p, sendo este um ponto de
minimo.

v

Isso ficara mais claro no préximo topico.

Diferenciabilidade

Para que a derivada de uma funcdo exista em determinado ponto (o que chamamos de diferenciabilidade
da funcdo), é necessario que o seguinte limite, que define a derivada de uma funcdo, exista:

y f(xo + Ax) — £ (xo)
m
Ax—0 Ax

Para isso, a fungdo precisa ser continua nesse ponto, mas isso ndo garante a diferenciabilidade da funcao,
ou seja, essa condicdo é necessdria, mas nao suficiente. A fungdo que vimos no final do ultimo tdpico,
replicada a seguir, é continua em todo o seu dominio, mas nao é diferenciavel no ponto p.
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d

v

De fato, ndo temos como dizer qual é a taxa de variacdo da funcdo nesse ponto. Para valores menores que
esse ponto, a fungao estd decrescendo e para valores maiores, a fungao esta crescendo. Sempre que a fungao
apresentar um "bico" em determinado ponto, a derivada nao existira no ponto.

Quando a derivada da fungao, além de existir em todos os pontos, também é continua em todos os pontos,
chamamos a func¢do de continuamente diferencidvel e dizemos que ela pertence a classe C*.

Quando as derivadas de primeira e de segunda ordem da funcdo existem e sdo continuas em todos os pontos,
dizemos que a funcdo pertence a classe C2. Quando as primeiras k derivadas da funcdo existem e sdo
continuas em todos os pontos, dizemos que ela pertence a classe Ck.

Ressalte-se que toda func¢do continuamente diferencidvel é diferencidvel em todos os pontos de um
intervalo; e toda funcdo diferencidvel é necessariamente continua nos pontos.

PRATICAR!

: (2017 = IF-TO - Adaptada) Dada uma func3o f: R > R continua em um intervalo | = (a, b), julgue as seguintes :
: afirmagdes:

! A derivada de f existe em todo intervalo I.
Comentarios:

A continuidade da funcdo é uma condicdo necessdaria, mas ndo suficiente para a diferenciabilidade da funcao.
Em outras palavras, é possivel que a funcdo seja continua, mas ndo diferencidvel em todos os pontos, ou
seja, a derivada pode ndo existir em todos os pontos do intervalo.

Gabarito: Errado

Teorema do Valor Médio

O Teorema do Valor Médio (ou Teorema de Lagrange) afirma que, para uma funcdo diferencidvel em um
intervalo [a,b], existe um ponto c pertencente a esse intervalo (a < c < b) tal que:
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oy FB)—f(a)
f(e) = T bh_—a

Ou seja, a derivada da fungdo em algum ponto entre a e b é igual a inclinagdo da reta que intercepta a
funcdo f(x) nos extremos do intervalo, a e b, conforme ilustrado a seguir:

Como a derivada da fungdo em um ponto corresponde a tangente da fungdo nesse ponto, entdo podemos
dizer que a reta que intercepta a fungdo nos pontos a e b (que pode ser chamada de reta secante) tem a
mesma inclinagdo da reta tangente em algum ponto entre a e b.

Regra da Cadeia
A regra da cadeia é uma regra de derivacdo aplicavel a funcdes compostas. Uma funcdo composta é uma
funcdo de outra fung¢do. Por exemplo, f(x) = x? é uma fungio simples, g(x) = cos (x) é uma outra fungdo

simples, ja a funcdo cos (x?) é uma fun¢do composta, em que primeiro aplicamos a fungdo f (elevar ao
quadrado) para depois aplicarmos a fungdo g (cosseno), conforme ilustrado a seguir.

f(x) g(f(x))

Podemos representar a fungdo composta como g(f(x)) oucomogo f.
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Para calcularmos a derivada de uma fungdo composta, derivamos a fungdo externa (g'(x)) e aplicamos a
fungdo interna (g'(f(x))), calculamos a derivada da fungdo interna (f'(x)) e multiplicamos os dois
resultados: essa é a chamada Regra da Cadeia.

dlg(f ()]

= 0 )X

Por exemplo, para calcularmos a derivada de cos (x?), primeiro derivamos a fun¢do externa:

% )_d[cosx] _
gx) =—7—=-senx

E aplicamos a fung¢do interna f(x) = x?:

g'(f(x)) = sen(x?)
Agora, calculamos a derivada da fungdo interna:

d[x?]
f'x) = i 2x

Por fim, multiplicamos os dois resultados:

dlg(f ()]

Tx = g'(f(x)) X f'(x) = sen(x?) X 2x

Agora, vamos calcular a derivada de ¢2*, em que a fungdo externa g(x) = e* e a fungdo interna é f(x) =

2x. Primeiro, derivamos a funcdo externa:

dle”]
dx

X

=e

g'(x) =
E aplicamos a fungdo interna f(x) = 2x:

g(f() = e*
Agora, calculamos a derivada da funcdo interna:

d[2x]

f==o==2

Por fim, multiplicamos os dois resultados:

d X
W =g (f(x) X f'(x) =e?* x2 =2.e?*
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De modo geral, para uma fung¢do composta da forma e/, a derivada da funcdo externa é ela mesma, logo:

d(ef®)

dx e/ x f'(x)

PRATICAR!

(2019 Prefeitura de Aracruz/ES) A segunda derivada de da funcio f(x) = Inx? no pontox = 1 é:
a)o :
b1
c)2
d)-1
e)-2
Comentarios:

A fungdo f(x) = In(x?*) é uma fungdo composta, em que h(x) = x? é a fungdo internae g(x) =Inx éa
: funcdo externa. Para deriva-la, utilizamos a regra da cadeia: .

h
TN _ g hey) x o)

Primeiro, derivamos a funcdo externa:
d(lnx) 1
dx  x

: E aplicamos na funcgao interna:

1
g'(h(x)) = s

: Agora, derivamos a funcdo interna:

d(x?) —
= =2
: dx x
E multiplicamos os resultados:
dlg(h 1 2
lghe) _1 2
dx x2 x

: Como o enunciado pede a segunda derivada, precisamos calcular a derivada desse resultado. Por ser uma :
: funcdo simples, podemos calcular a sua derivada diretamente, sem utilizar a regra da cadeia: :

d[2x~1 -2
—[ x| =2x (D) xx1l=-2x2=—
dx
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: Parax =1, temos:

Derivada da Funcgao Inversa

Pela Regra da Cadeia, podemos calcular a derivada da fungdo inversa. Sendo f~*(x) a inversa da fungdo
f(x), entdo o dominio de f ~! é aimagem de f e aimagem de f ~! é o dominio de f, como ilustrado a seguir.

A B

f—l

Assim, a imagem da func¢do /! para o ponto y = f(x) é justamente x:

ff@l=x

Agora, vamos derivar essa equagao. De um lado, temos uma composicao de fungdes, logo, podemos utilizar
a Regra da Cadeia para calcular a derivada:

d -1
LTOD - 1001

Do outro lado da equagao, temos:

4 _

1
dx

Assim, concluimos que
@I ') =1
FIFO0] =
T

Para simplificar essa expressao visualmente, vamos utilizar y no lugar de f(x):

—-17 _ 1
F0) =
Em quey = f(x).
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Ou seja, a derivada da fungdo inversa f ! é igual ao inverso da derivada da funcio f.

Por exemplo, vamos utilizar esse resultado para calcular a derivada da fungdo y = f(x) = Vx. Primeiro,
vamos obter a inversa dessa fungdo, isolando x em vez de y:

y='\/§_)x=y2

Logo, a fungdo inversa é f~1(y) = y?. A derivada dessa fungdo é:

f ) =2y
E a derivada da fungdo f(x) = Vx pode ser calculada como o inverso dessa derivada:

) == o
CfTYe) 2y

Sabendo que y = +/x, obtemos a derivada da funcdo f(x) em funcdo de x:

1
f'(x) = ﬁ
FIQUE

ATENTO!

Essa regra sé vale para a primeira derivada. Para calcular as derivadas de ordens superiores
de fungdes inversas, aplicamos sucessivamente a regra da cadeia.

Veremos um exemplo dessa aplicacao sucessiva da regra da cadeia na questao a seguir.

PRATICAR!

(CESGRANRIO/2018 Petrobras) Seja f uma funcdo real que admite inversa. Se f(1) =1,f'(1)=2,f"(1) =
: e g éainversadef, entdo g"(1) é:

Ea)-16
b1
Ec)z
 d)8
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i e) 16

: Comentarios:

: Vimos que a primeira derivada da fungdo inversa pode ser calculada como o inverso da primeira derivada da :
: fungdo original: :

IR
FI) = 5

: Nessa questdo, o enunciado chamou a fungao inversa de g:

1

g'Ifx)] = 0]

: Para calcular a segunda derivada da funcdo inversa, vamos derivar essa equacdo. Do lado esquerdo, :
: aplicamos a regra da cadeia: :

d(g'[F ) _

= g [f ] % ()

! Do lado direito, podemos aplicar a regra da cadeia ou a férmula da derivada do quociente. Pela formula da
: derivada do quociente, temos:

1 di) _ d[f’
() L@ -1 x UL
dx [f' (x)]?
1
4(7) _OXf@-1Xf'@ _ f
. dx [f'(x)]? [f' (0]
Logo, a derivada de segunda ordem de g(x) é dada por:
" U )
g'f ] x f'(x) = [F CO)2
" A C))
g [f(X)] - [f/(x)]3

A questdo pede g''(1), em que f(x) = 1. Para isso, o enunciado informa que f(1) = 1, ou seja, o valor de
i xparaoqual f(x) =1éx=1: :

" f'(1)
9"(D) = -3
_ [F ]
Considerando os dados do enunciado de que f'(1) = 2 e que f" (1) = —16, temos:
; -16 16
" 1NN=——=—=
g" () CER
Gabarito: C
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Regra de L "Hopital

Existe uma ferramenta poderosa para resolver limites, quando a aplicagdo direta do limite resultar em
. . 0 o . saga s . .

valores indeterminados, como 0w qual seja a regra de L"Hopital. Essa regra afirma basicamente que o

limite da razdo entre duas fungdes f(x) e g(x) é igual ao limite da razdo entre as derivadas dessas fungdes,

f'(x)eg'(x):

lim ﬂ = lim f')
x-a g(x)  x-a g'(x)

Mais precisamente, temos duas regras de L'Ho6pital, uma para quando a razdo entre as
~ 0 - oo
fungdes f(x) e g(x) resulta em ;€ outra para quando a razdo resulta em —. Em ambos os

casos, podemos derivar as fungdes para calcular o limite, ou seja, temos:

) _ e @
lim < = im

Mas essa técnica sé pode ser aplicada, se a derivada de g(x) for diferente de zero:

g'x)#0

Por exemplo, suponha o seguinte limite:

X
lim —
x—oo eX
, . ~ . .. 0 s,
Quando x tende a oo, e* também tende a oo, logo, a aplica¢cdo direta do limite resulta em —, que é
indeterminado. Para resolver esse limite, vamos aplicar a regra de L'Hé6pital, derivando o numerador e o

denominador.

A derivada de x é:

E a derivada de e* é ela mesma:

54
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Assim, o limite desejado corresponde ao seguinte limite:

- x -
lim — = lim —
x—o0o eX x—o0o eX

. - 1 L
Sabendo que quando x tende a «, e* também a o, o resultado desse limite corresponde a =, que é igual a
zero, pois temos um numero finito sendo dividido por infinito:

oox o 1
lim —=1lm —=0
x—o0 eX  x—o0 eX
Essa regra pode ser aplicada quantas vezes forem necessdrias (desde que as condi¢cGes necessarias para a
sua aplicacdo sejam atendidas). Em outras palavras, podemos calcular novamente a derivada do numerador
e do denominador do resultado encontrado, caso a indeterminac¢do nao se resolva com uma Unica aplicacao
da regra. E esse procedimento pode ser repetido até que a indeterminacao se resolva.

HORA D

PRATICAR!

—6x—27
x—9 Vx-3 x—>16 Vx—4

+ lim

(2019 - IDHTEC) Determine N tal que N = lim x
a) 284

: b) 296

c) 302

: d) 314

e) 328

Comentarios:

A aplicacdo direta do valor do limite de x nas expressdes resulta em:

92—6x9-27 81-54-27 0

V9 -3 3-3 0
162 — 256 _ 256 — 256 0
Vib—-4  4—-4 0

: Também n3o seria Gtil substituir Vx por y, pois teriamos uma express3o de 42 grau (y*) nos numeradores. :
: Assim, vamos aplicar a regra de L'Hé6pital e derivar os numeradores e os denominadores das expressoes.

: A derivada do numerador da primeira expressao é:

d(x? —6x —27) d(x?) B d(6x) _ d(27) _ )

2—-1 _ 1-1 _ ) — _
I I I I X 6.x 0=2x—-6
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: A derivada do denominador da primeira expressao é:

_ d(x"
a(r=3) (") d® 1 0y 1y 11
dx dx dx 2 2 2 x2  24x

: Assim, a primeira expressao do limite corresponde a:

o x?—-6x—-27  2x—6 2Vx
Ll_rgW = }Cl_rgT = Ll_r)r(l) (2x — 6).T = }Cl_rg (2x — 6).2Vx
2v/x
x% —6x —27
im——————=(2x9-6)x2xV9=(18—-6)x2x3=12x6 =72
59 x—3

: A derivada do numerador da segunda expressao é:

d(x*—256) d(x?) d@5®__2 _
: dx ~dx ax "
A derivada do denominador da segunda expressao é:

d(vx-4) d (x72) _aw S JY P GV P 1
2

dx dx dx 2.x72  24x
Assim, a segunda expressao do limite corresponde a:
x? — 256 2x 2vx
im ——— = lim — = lim 2x.— = lim 4.x.V/x
x>16 \[x —4  x-16 1 x—>16 1 x—>16
2v/x
x? — 256
im ———=4Xx16 XV16 =64 x4 =256
x-16 \[x — 4
Portanto, a soma desejada é:
im0 27 i 2250 ) 4 956 = 328
im————+ lim — = =
_ x>9  fx —3 x-16 \[x — 4
Gabarito: E
! (2019 - Prefeitura de Juti/MS) Dada a funcdo f(x) = %, o valor de ling f(x) é:
: - ok
ta) 1/5
i b)-1/5
: ¢)1/15
: d)-1/15

: Comentarios:

A aplicagao direta de x = 0 no valor da fungao resulta em (pontue-se que o seno (0) = 0):
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2(0—sen0) 2(0—-0) O

—-5x03 0 0

: Para resolver essa indeterminacdo, vamos aplicar a regra de L'Hopital. A derivada do numerador é:

d[2(x —senx)] _ 5 d(x) d(senx)
dx B dx  dx

= 2[1 — cos x]

E a derivada do denominador é:

d[—5x3
w =—-5x%x3.x31=—-15x2
dx

Aplicando x = 0 para a nova razdo, temos (pontue-se que o cosseno (0) = 1):

2(1—cos0) 2(1-1) 0

—15%x02 —15%x02 0

: Aindeterminacdo ainda nao foi resolvida. Por isso, vamos aplicar novamente a regra de L'H6pital. A derivada :
: do novo numerador é: :

d[2(1 —cos)] _  1d(1) _ d(C;;x)] _ 200 — (—sen )] = 2. sen x

dx dx

: E aderivada do novo denominador é:

d[—15x2]

=—-15x%x2.x%71 = —30x
dx

: Aplicando x = 0 para a nova razao, temos:

2.sen 0 2X%X0 0

—30x0 —30x0 0

: Também ndo resolvemos a indeterminacdo com essa aplicacdo. Vamos aplicar novamente a regra de :
: L'Hopital. A derivada do numerador é: :

MZZ[M 9 cosx

dx dx

E a derivada do denominador é:

d[-30x]

—-30
dx

: Aplicando x = 0 para essa razdo, temos:

2.c050_ 2><1_ 1
-30 30 15

Gabarito: D
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Derivadas Parciais
Derivadas parciais se aplicam para fun¢des de mais de uma varidvel. Enquanto as fung¢des de uma variavel,
y = f(x), retornam um valor no eixo y para valores da reta x, fungdes de duas varidveis, por exemplo,

retornam um valor no eixo z para valores do plano (x, y).

Para fins ilustrativos, a figura a seguir representa o grafico da fungdo f(x,y) = x? + y2.

Sabemos que a fungdo f(x) = x?, ilustrada seguir, é uma parabola no eixo x, assim como a fungdo f(y) =
y? é uma parabola no eixo y. Quando consideramos os dois eixos, obtemos a versdo 3D da parabola,
representada acima.

Se vocé ndo consequiu visualizar a pardbola em 3D, néo se preocupe. Essa explicagdo so serve para vocé se
sentir um pouco mais confortdvel com fung¢des de 2 varidveis, mas vocé ndo vai depender dela para resolver
as questbes correspondentes. Até porque as funcbes podem envolver 3, 4, 5... n varidveis e nGo vamos
conseguir imaginar todas essas dimensoes.
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Pois bem, as derivadas parciais carregam o mesmo conceito de derivadas que vimos até agora, qual seja de
taxa de variagdo da funcdo para intervalos infinitesimais (isto é, para Ax — 0). Mas agora temos 2 (ou mais)
varidveis, entdo, como avaliar a taxa de crescimento da func¢do?

Vamos avaliar a taxa de crescimento da fungdo f(x, y) separadamente para x e para y. Quando estivermos
fazendo a analise com relagao a x, assumimos que y é constante; e quando estivermos fazendo a andlise
com relagdo ay, assumimos que x é constante.

. . . . d . .
Para indicar que estamos lidando com derivadas parciais, em vez de é, utilizamos um d um pouco diferente.
A derivada parcial de f em relagcdo a x é representada como:

aof
dx

E a derivada parcial de f em relagdo a y é representada como:
of
dy

Algumas bancas utilizam a notagdo fx(x,y) para indicar a derivada parcial de f(x,y) em relagdo a x e
fy(x,y) paraindicar a derivada parcial de f(x,y) emrelagdoay.

Vamos calcular as derivadas parciais de f(x, y) = x2 + y2. Em rela¢do a x, temos:
o(x% + y?)
0x

Para derivar em relagdo a x, consideramos que y é uma constante. Para deixar claro que estamos lidando
com uma constante, vamos representar y por ¢ (vocé ndo precisa fazer essa substituicdo para resolver as
questdes, sé precisa saber que y é de fato uma constante, quando derivamos em relagao a x):

d(x? + ¢?)
0x

Agora que substituimos a varidvel y por uma constante, calculamos a derivada normalmente, como fizemos
até agora. Vamos até utilizar o mesmo simbolo d de derivada que estdvamos utilizando:

d(x* +c?)  d(x?) N d(c?)
dx T dx dx

Calculando essas derivadas em separado, temos:

d(x?) )
= X
dx
d(c?) 0
dx
- -J-FFFFF‘-'_'-'__
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Pontue-se que uma constante ao quadrado (por exemplo, 3%) continua sendo uma constante, por isso a sua
derivada é igual a zero.

A soma desses resultados corresponde a derivada parcial de f(x,y) = x% + y? em relag3o a x:

a(x? + y?)

o =2x+0=2x

Agora, em vez de calcular a derivada parcial da mesma fungao em relagao y, que segue o mesmo raciocinio,
vamos calcular a derivada parcial de outra fungdo, f(x,y) = y? — 3xy + x2, em relagdo y:

0(y* —3xy+x%) 9(y?) 6(3xy)4_6(x2)
dy oy dy dy

Como estamos derivando em relagdo a y, vamos considerar que x é uma constante (agora, ndao vamos fazer
a substituicdo por ¢, mas ndo esqueca que x é uma constante qualquer). Calculando essas derivadas em
separado, temos:

6(y2)=2
ay y
d(3 d
Gxy) 5, 49 o1
dy dy
a 2
(x):O
ay

Portanto:

0(y? — 3xy + x?)
dy

=2y—3x+0=2y—3x

Podemos calcular a derivada parcial de y para um determinado valor de x. Por exemplo, para x =1, a
derivada parcial da fun¢do f(x,y) = y? — 3xy + x? emrelagioa y é:

alf(Ly)l _ 3
T_23/—3(1)_231—3

Assim como podemos derivar uma funcdo de uma variavel mais de uma vez para obter as derivadas de
ordens superiores, também podemos calcular as derivadas parciais de ordens superiores.
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Por exemplo, em relagdo a fungdo f(x,y) = x2 + y?, calculamos a sua derivada parcial em relag3o a x:

a(x% + y?)

=2
0x x

Podemos derivar esse resultado novamente em relagdo a x:

a(2x)

2
0x

Assim, obtemos a derivada parcial de segunda ordem de f(x,y) = x? + y? emrelagdo a x, o que podemos
representar por:

YY) _,
axz
Ou por:
[xx(x,y) = 2x

Em relagdo a fungdo f(x,y) = y? — 3xy + x2, calculamos a sua derivada parcial em relacdo a y:

d(y?* — 3xy + x?)
dy

=2y —3x

Podemos derivar esse resultado novamente em relagdo a y:

d(2y—3x) 9(2y) 9(3x) _
dy Ay B dy

2—-0=2

a(3 . . ~ .
Lembre-se que % = 0, pois derivando em relagdo a y, consideramos x constante.
Esse resultado corresponde a derivada parcial de segunda ordem de f(x,y) = y2 — 3xy + x? em relagdo
a y, que podemos representar por:

% (f(x,y)) _

ay? 2

Ou por fyy(x,y).

Alternativamente, podemos derivar, em relagdo a x, o resultado da derivada parcial da fungdo f(x,y) =

y? — 3xy + x2 em relag3o y, isto é, derivar em relac3o a x o resultado de a(+§’y)) =2y — 3x:

d(2y —3x) 0(2y) 0Q@3x) _
0x " ox ox

0-3=-3
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a(2 . . ~ .
Lembre-se que % = 0, pois derivando em relagdo a x, consideramos y constante.

Esse resultado corresponde a derivada parcial de segunda ordem mista (ou cruzada) de f(x,y) = y? —
3xy + x2, que podemos representar por:

P*(f(xy)
dyox

Ou por fyx(x,y).

E importante acrescentar que, exceto para casos particulares?, as derivadas mistas serdo iguais. Ou seja, se
derivarmos uma fungao f(x,y) primeiro em relacdo a x e depois em relagdo y, obteremos o mesmo
resultado de derivarmos a fungao primeiro em relagdo a y e depois em relagdo a x:

af  9*f
dydx 9dxdy
“J INDO MAIS

Quando as derivadas parciais de uma funcdo existem e sdao continuas em uma regiao,
podemos garantir que essa funcdo serd continuamente diferenciavel (classe C!) nessa
regido (condicdo suficiente).

HORA D

PRATICAR!

r (2018 — ADAF/AM) Dada a funcdo f(x,y) = 3x? + 4y> + 5x3y?, determine suas derivadas parciais de segunda
: ordem. :
a) fx(xy) = 6x + 15x%y%; fy (xy) = 12y? + 10x%y ; fuy(x,y) = 30x%y; fyx(x,y) = 30 X%y

b) fulx,y) = 6 + 30xy?; fyy(x,y) = 24y + 10x°

O Fnlxy) = Finlxy) =30 x%y

- d) flxy) = 6+ 3002 Fiy(x,y) = 30x2; fylxy) = 28y + 10%3; falxy) = 30 Xy

4 O Teorema de Clairaut-Scharwz enuncia que essa equivaléncia ocorre para toda fungdo de classe C2.
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e) fulxy) = 6x + 15x%y2; fy(xy) = 12y + 1053y ; fulx,y) = 6 + 30xy?; fyy(x,y) = 24y + 10x3.
Comentario:

Observe que as derivadas apresentam os mesmos resultados em todas as alternativas. Para resolver essa
questdo, basta saber o que sdo derivadas parciais de segunda ordem. As derivadas parciais de segunda
ordem sdo aquelas em que derivamos a funcdo duas vezes em relacdo a x, fx(x,y), duas vezes em relacdo a
: Y, fwlxy), e as derivadas mistas, fy(x,y) e fyx(x,y), em que derivamos uma vez em relacdo a x e outra em
: relagdoay.

A alternativa que apresenta essas derivadas é a alternativa D. A alternativa A menciona as derivadas parciais
de primeira ordem e deixa de mencionar fyx(x,y) e fyy(x,y); a alternativa B deixa de mencionar as
: derivadas mistas; a alternativa C menciona apenas as derivadas mistas e deixa de mencionar as derivadas :
fxx(x,v) e fyy(x,y); e a alternativa E menciona as derivadas parciais de primeira ordem e deixa de
mencionar as derivadas parciais mistas. :

De todo modo, vamos calcular as derivadas parciais de segunda ordem. Para isso, primeiro precisamos
: calcular as derivadas parciais de primeira ordem. A derivada de f(x,y) = 3x%2 + 4y3 + 5x3y? em relacgdo a x
: (consideramos y constante) é:
0(3x% + 4y3 +5x3y?) 9(3x%) d(4y®) 0(5x3y?)
= + +
dx 0x 0x 0x

Calculando em separado, temos:
a(3x%) 3 d(x?)
ox = ox
0(4y°) _
ox
a(5x°y?) ,0(x?)
7 5y 7
0x 0x

=3 X 2x = 6x

0

= 5y2 x 3x2 = 15x%y?

: Easomaé:

fx(x,y) = W = 6x + 15x%y?

A derivada de f(x,y) = 3x* + 4y3 + 5x°y? em relacdo a y (consideramos x constante) é:

0(3x* +4y* +5°y%) _ 0(3x%)  0(4y®)  0(5x°y%)

dy dy dy dy
Calculando em separado, temos:
0(3x?
G _
dy
0(4y3 a(y3
(4y )=4 v )=4X3y2=12y2
dy dy
d(5x3y? a(y?
96x7y7) = 5x3£ =5x3 x 2y = 10x3y
dy dy
E asomaé:
- fﬂ_ﬂ_—
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fr(x,y) = &);y)) = 12y% + 10x3y

Vamos primeiro calcular a derivada mista, derivando em relagdo a x esse ultimo resultado (que corresponde :
! 3 derivada parcial em relagdo a y): :

0%(f(x,y)) _0(12y* +10x%y) 9(12y?) N 0(10x3y)

dyox 0x T ox dx
Calculando em separado:
0(12y%) _
ox
0(10x3 o(x3
9a0x7y) _ 10y ) = 10y x 3x% = 30x2%y

_ ox dx
Logo, o resultado da derivada parcial mista de segunda ordem é:

0*(f(x,¥)) 2y

frx(x,y) = “oyox = 30x

: Esse é o mesmo resultado que obteremos se derivarmos primeiro em relagdo a x e depois em relagdo ay. De :

: . ~ . . ~ a :
: todo modo, vamos derivar em relagdo ay o resultado da derivada parcial em relacdo a x,é = 6x + 15x%y?: :

0%(f(x,y)) 9(6x +15x%y*) 0(6x) N d(15x2%y?)

oxdy ay dy dy
Calculando em separado:
d(6x
GO
dy
d(15x2y? 2
(—y)zl (y)52><2y—30xy

dy
E assim confirmamos que fxy (x,y) = fyx(x,¥) = 30x2y.
Agora, precisamos calcular fyx(x,y) e fyy(x,y). Para calcular a derivada parcial de segunda ordem em

: o . a ~
: relagdo a x, derivamos ,é = 6x + 15xzy2 novamente em relacdo a x:

0%(f(x,y)) _0(6x +15x%y?) 9(6x) N d(15x2%y?)

_ oxz ox - 0x ox
Calculando em separado:
d(6x)
=6
dx
8(15x2y?) 0(x?)
————= =15y2———=15y2 x 2x = 30xy?
: 9% y 3y y X Xy
Logo:
52
°(f(x,y))
fxx(x,y) = T oxZz = 6 + 30xy>
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Para calcular a derivada parcial de segunda ordem em relagdo a y, derivamos ,Z—£= 12y?% + 10x3y§
novamente em relagdo ay: :
0*(f(x,y)) _0(12y* +10x°y) 9(12y?) N 0(10x°y)
ayr dy - Oy dy

Calculando em separado:
0(12y? a(y?
£=12 G )=12x2y=24y
dy dy
0(10x3 0
00Y) _ 102329 10x3 x 1 = 10
: dy dy
Logo:
0%(f (%, )
- frv(x,y) = oz o 24y + 10x3
Gabarito: D
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NoOCOES DE CALCULO

Integral

A integral é a operacdo contrdria da derivada, ou seja, se a derivada de uma fungdo F(x) é f(x), entdo a
integral da fungdo f(x) serd F(x):

dIF ()] _
— =)

Rearranjando essa férmula, temos:

d[F(x)] = f(x).dx

Essa express3o significa que cada variagdo em F (x) é dada pelo produto da fungdo f(x) pela variagdo em x,
0 que podemos representar por:

AF(x) = f(x).Ax

Apenas utilizamos d em vez de A, pois estamos trabalhando com variagdes muito pequenas (infinitesimais),
uma vez que o valor de f(x) costuma assumir valores diferentes para diferentes valores de x.

Caso f(x) fosse constante (assumisse um Unico valor para qualquer valor de x), teriamos a situacdo a seguir:

A
Y

f(x)

v

Note que o produto de f(x) por Ax corresponde a drea do retangulo. Por isso, dizemos que a integral de
uma funcgao corresponde a sua area:

A= f(x).Ax

Quando a fung¢do ndo é constante, o valor de f(x) muda para todos os valores de x. Por isso, precisamos que
as variagées em x (Ax) sejam tdao pequenas que a fungdo possa ser considerada constante nesse pequeno
intervalo:
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a b
A drea de cada retangulo corresponde as pequenas parcelas da fungdo F(x) (que representa a integral da
fungdo f representada na figura). Como estamos trabalhando com grandezas infinitesimais (muito
pequenas), utilizamos dF para representar a area de cada pequeno retangulo e dx (no lugar de Ax) para
representar a pequena variagdo em Xx:

dF = f(x).dx

O préximo passo é somar todas essas dreas para encontrar a drea total da fungdo F(x). No entanto, como
estamos trabalhando com grandezas infinitesimais, no lugar do simbolo do somatdrio (%), utilizamos o
simbolo da integral:

F(x) =jf(x).dx

Na verdade, a integral corresponde a drea delimitada entre a fungdo e o eixo x, no intervalo considerado,
guando a funcdo estd acima do eixo x.

Quando a funcdo estd abaixo do eixo x, a integral serda um valor negativo, cujo mddulo (isto é, o seu valor
absoluto, desconsiderando o sinal negativo) é igual a area delimitada entre a fung¢ao e o eixo x, no intervalo
considerado.

Quando a fung¢do assume valores positivos e negativos (isto é, passa acima e abaixo do eixo x em diferentes
pontos), a integral corresponde a diferenca entre a area delimitada pela fun¢do acima do eixo x e a drea
delimitada pela fungao abaixo do eixo x, conforme representado a seguir:

Y

+ + + + 4+ -

X

E como calculamos a integral? Para isso, precisaremos fazer a operacao inversa da derivada.

Sabendo que a derivada de F(x) = x2 é f(x) = 2x, entdo podemos afirmar que a integral de f(x) = 2x é
F(x) = x2.
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Essa funcdo F(x) que representa o resultado da operacdo de integracdo é chamada de antiderivada ou
primitiva, enquanto a fungdo f(x) que "sofre a operagdo" é chamada de integrando.

HORA D

PRATICAR!

(2021 Prefeitura de Sdo Bento do Sul/SC) Considere uma fungdo f: [0,6] — R, tal que f (x) =-|2x - 6] +6,
: com o grafico representado na figura abaixo:

B

I
¥

Assinale a alternativa que apresenta da integral fOGf(x)dx
 a)18

: b)-2

R

 d) 36

Comentario:

: Como a integral corresponde a area sob a funcdo, podemos calcular a drea do tridangulo para encontrar o :
: valor da integral - essa forma de resolucdao é bem mais simples do que pelo célculo da integral: :

base X altura
Atriéngulo = 2

Pelo grafico, podemos observar que base = 6 e que altura = 6, logo:
: 6XxX6 36
Atriangulo = T = 2 =18

Gabarlto A
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Regras de Integracao

De maneira geral, a partir das regras da derivada, definimos as seguintes regras para integrais:

° A integral de uma funcdo da forma f(x) = x™ é arazdo entre x" "1 en + 1, paran # —1.
xn+1
x".dx =
f n+1
Esse resultado vale para qualquer expoente diferente de -1, que correspondea x~1 = %

Por exemplo, paran = 2, isto é, f(x) = x?, temos:

fxzdx—x —ﬁ
R 3

Paran = 5, isto &, f(x) = x°, temos:

Paran = 0,isto &, f(x) = x° = 1, temos:

0+1 1
fdxzfl.dxzfxo.dxzx =x—=x

L _ 1
Paran = —2,istoé, f(x) =x % = —, temos:

1 x—2+1 x1 1
_.d == _Z.d = = — _1:__
fxz X fx e wre i x

. . Xt -
Para confirmar essa regra, vamos derivar o resultado —remaue devemos multiplicar o valor do expoente

(n + 1) e subtrair 1 do expoente (x™*171)
xn+1
d (—n ¥ 1) B (n+ 1) y xn+1—1 _
dx n+1
. . X,
E assim confirmamos que —¢a integral de x™.
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° Quando multiplicamos uma fung¢do por uma constante, a sua integral sera multiplicada por
essa constante:

fa.f(x).dx=a.ff(x).dx= a.F(x)

Por exemplo:

) Aintegral da fungdo f(x) = e* é ela mesma:
f e‘.dx =e*

Essa regra decorre do fato de que a derivada da funcdo e* é ela mesma.

Ademais, pela regra da cadeia, vimos que a derivada de e/ ¢:

d(ef®)

dx e/ x f'(x)

Logo, a integral de e/®) x f'(x) é igual a e/ ™¥:
fef(x) X f'(x).dx = ef®
Por exemplo:

3

3
fex X 3.x%.dx = e*

1,
I=Z¢Inx:
X

1
f—dx =Inx
X

. ~ (1 . ~
Essa regra decorre do fato de que a derivada da fungdo Inx é o Vale ressaltar também que ndo podemos

) Aintegral da fungdo f(x) = x~

. L . xnHl . , 1
aplicar a primeira regra da integral [ x™. dx = —paran = 1, isto é, para =
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° A integral das funcbes trigonométricas corresponde a operacdo inversa da derivada das
funcdes trigonométricas. Como a derivada do seno é o cosseno, entdo a integral do cosseno serd o
seno; como a derivada do cosseno é menos o seno, a integral do seno serd menos o cosseno:

f cos (x) dx = sen(x)

f sen (x) dx = — cos(x)

Por ser a operagdo inversa da derivada, para calcular a integral das fungdes seno e cosseno, podemos
considerar que estamos girando 902 no sentido horario, no circulo trigonométrico.

seno

cosseno

Ademais, como a derivada da tangente é o quadrado da secante, entdo a integral do quadrado da secante é
igual a tangente:

f[sec (x)]? dx = tg(x)

° A integral da soma ou da diferenca é a soma ou diferenca das integrais:

[ £ genax= [ radxt [ g0 dx

Por exemplo:

f(x2+x3)dx=fx2dx+fx3dx

J( ) N 3) p 2+1 N x3+1 X3 N x4
x*+x%)dx = =—+—
2+1 3+1 3 4
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Na verdade, devemos acrescentar uma constante aos resultados dessas integrais.
Isso decorre do fato de que a derivada de uma constante é igual a 0. Assim, quando
integramos uma fun¢do f(x), acrescentamos uma constante a antiderivada F(x), pois a

derivada dessa fungdo F(x) somada a uma constante qualquer corresponde exatamente
a fungdo f(x), uma vez que a derivada da constante é igual a O:

[f).dx=F()+c

Suponha a funcdo x? + 5. A derivada dessa func3o é dada por:

2.x>714+0=2x

d(x%+5) _ d(x?) +@ _
dx T odx dx

Se eu tivesse a fungdo x2? + 10, ou com qualquer outra constante, a derivada teria o mesmo
resultado.

Agora, vamos integrar esse resultado:

1+1 2
x x

= 2_—
1+1 2

2

[2x.dx = [2x.dx = 2. =x

Assim, acrescentamos uma constante ¢ ao resultado da integral, porque a derivada da
funcdo x2 + ¢, para qualquer valor de c, é f(x) = 2x.

PRATICAR!

(2018 — Prefeitura de Cabeceira Grande/MG) Considere uma fungdo polinomial com coeficientes reais F(x)
: tal que sua derivada é F'(x) = 5x% = 3x + 2. :

Supondo F(0) = 3, marque a alternativa que contém o valor de F(2).
a) 33
: b) 54
c)-13
 d) 18
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: Comentario:

O enunciado informa que a derivada da funcdo F(x) é F'(x) = 5x* - 3x + 2, ou seja, a funcdo F(x) é a integral
: dessa fungdo: :

F(x)=f(5x4—3x+2)dx=f5x4dx—f3xdx+f2dx

x(4+1) x(1+1) x(0+1)

G+D “a+n  *ornte

x
F(x)=x5—37+2.x+c

: Para podermos conhecer o valor da constante, o enunciado informa que F(0) = 3:

F(x) =5

02
F(O)=05—37+2x0+c=3

c=3

Assim, o valor de F(2) é:

22
F(2)=25—37+2x2+3=32—3><2+4+3=32—6+7=33

Gabarito: A

(2020 — Prefeitura de Jaguaribe/CE) Assinale a alternativa que representa o correto resultado para a
: resolugdo da integral indefinida: (e - sec’x) dx. .

a)2e®+tgx+C
b) 2e>*-tgx + C
c)e/2+tgx+C
d) e?/2-tgx+C
Comentario:

: O enunciado pede para resolvermos a integral indefinida:

j(ezx — [sec(x)]?) dx = f e?* dx — f[sec(x)]2 dx

Pela regra da cadeia, temos que a derivada de e?* é o produto da derivada da fun¢do externa g(x) = e”,
: aplicada para a fungdo interna, f(x) = 2x, ou seja, g'[f (x)] = e?*, multiplicada pela derivada da funcdo
i interna, f'(x) = 2: :

d(er)
— p2X
—=e“* X2

: dx

: Assim, temos que a integral de 2. e?* éigual a e%* (operacdo inversa):

JZ.ezxdx=2fezxdx=ezx

: Como f'(x) = 2 é uma constante, podemos calcular o resultado para a integral f e?* dx:
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er
Zxd —__
fe X >

Ademais, a integral do quadrado da secante é igual a tangente, pois a derivada da tangente é igual ao
: quadrado da secante:

f[sec(x)]z dx = tg (x)

Logo, o resultado desejado é:
: er
[~ secyar =S~ g @) + ¢

Gabarito: D
Teorema Fundamental do Calculo
Até agora, estdvamos resolvendo integrais sem limites, o que chamamos de integral indefinida.

No entanto, para calcularmos a drea sob uma funcdo, precisamos saber qual é o intervalo desejado. No
grafico replicado a seguir, representamos a drea sob a func¢do no intervalo [a, b].

a b
Se fossemos calcular a drea desde x = 0 até x = b, o resultado seria bem diferente. Isso quer dizer que, para
calcularmos a drea sob uma fungao f(x), precisamos dos limites do intervalo.

® -

“LIGA!

Embora seja possivel calcular uma fun¢ao (que chamamos de antiderivada) resultante da
integracgao indefinida, para encontrar um resultado numeérico para a integral, precisamos
dos seus limites.

A seguir, representamos a integral da fungdo f(x) no intervalo [a, b].

fbf(x).dx
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O Teorema Fundamental do Calculo estabelece que, sendo f(x) continua no intervalo [a,b] e sendo F(x) a
antiderivada de f(x), temos:

b
f f(x).dx = F(b) — F(a)

Portanto, para calcular a integral definida no intervalo [a, b], aplicamos a antiderivada no limite superior do
intervalo, b, aplicamos a antiderivada no limite inferior do intervalo, a, e calculamos a diferenga entre o
primeiro resultado e o segundo.

Por exemplo, para calcular a integral de f(x) = x2 no intervalo [1, 3], primeiro calculamos a antiderivada
(ou seja, desconsideramos os limites da integral, inicialmente):

, 2+l 43
x“.dx = =—

Aplicando essa func¢do no limite superior x = 3, temos:

33 27
F(S):?:—

Aplicando essa fungao no limite inferior x = 1, temos:

3

F(1)—1 1
" 3 3

E a diferenca, que corresponde ao resultado da integral definida no intervalo [1, 3] é:

2y =t _Z=22
A T

&N

f 27 1 26
1

Nao aplique na antiderivada o valor da diferenga entre os extremos do intervalo, ou seja,
nao calcule F(b — a). Para esse exemplo que vimos, a diferencab—a=3—-1=2eo0
valor de F(2) é:

23 8
F(Z):?:§

Que é muito diferente do resultado correto.
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Para ndo termos que escrever diversas integrais (sem os limites e depois com os limites) quando estivermos
calculando uma integral definida, representamos os limites do intervalo fora de colchetes, enquanto
calculamos a antiderivada. Para o exemplo que acabamos de ver, poderiamos representar esse mesmo

calculo da seguinte forma:

f3 2 [x2+1l3 Ix3ls 33 13 27 1 26
xX-.ax = = |— =" ———_— = — - —_- = —
! 131,73

2+1 3 3 3 3

Acrescenta-se que podemos calcular a regido delimitada entre duas fun¢des f e g em determinado
intervalo, conforme ilustrado a seguir, pela diferenca entre as integrais da funcao.

f

v 5 e

g

X
A area indicada no gréfico acima, em um intervalo [a, b] corresponde a diferenca:

b b
Asz(x)dx—fg(x)dx

HORA DE

PRATICAR!

(2018 - Prefeitura de Cristalina/GO)

"

: Afigura acima apresenta o tridngulo parabdlico: a regido limitada pela reta y = x e pela parabola y = x2. Sendo
: assim, a area do triangulo parabdlico é igual a :

: 1
:a)3

76
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o o o

Hl"‘ @Ik Ol Nk
[\S)

LS

Comentario: :
A regido indicada no gréfico pode ser calculada pela diferenga entre as integrais das fungdes f(x) = x e
fg(x) = x*: :

b b
A=fxdx—fx2dx
a a

A regido de integracado corresponde ao intervalo entre os dois pontos em que essas funcdes se interceptam, :
quais sejam x = 0 e x = 1, pois para ambos os valores temos x = x?2, logo:
: 1 1
A=fxdx—fx2dx
: 0 0
Vamos calcular a antiderivada para a primeira integral (desconsiderando por ora os limites):

x1+1 xZ
F = . d = e ——
1) j YEXETIT 2
Agora, aplicamos os limites do intervalo, utilizando o Teorema Fundamental do Célculo: '
1
f dx = F;(1) F(O)—12 02—1
rax="n W =572 73
0

: Agora, fazemos o mesmo para a segunda integral. Desconsiderando inicialmente os limites, temos:

x2+1 x3
. Fz(x):fxz.dx=2+1:?
Aplicando os limites do intervalo, temos:
P 1
j 2dx = F,(1) F(O)—13 2.1
xX“ax = ry 2 3 3 3
0

E a diferenca entre esses dois resultados corresponde a area da regido assinalada no grafico:
; 1 1 3-2 1

: 2 3 6 6
Gabarito: C

ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 7
www.estrategiaconcursos.com.br 196

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Integrais improdprias
Integrais improprias sao integrais definidas que se encaixam em uma das situagdes a seguir:

° Pelo menos um dos limites do intervalo de integragao é infinito:

%) b [e%e)

f f(x).dx, ff(x).dx, J f(x).dx

a — 00 —00
° O integrando f(x) apresenta uma descontinuidade infinita em algum ponto do intervalo de
integracao.

Por exemplo, a seguinte integral é imprdpria, apesar de os limites serem finitos (isto é, ndo infinitos), pois
a funcdo nao é definida para x = 0, que pertence ao intervalo de integracdo:

1
1
fx—zdx
0

Para calcular essas integrais, consideramos uma aproximacao. No primeiro caso (limites infinitos),
consideramos que o valor da integral até o infinito é muito préximo do valor da integral para nimeros muito

grandes. Por exemplo, suponha a integral da fungdo f(x) = x—lz no intervalo [1, ©):

r1
f;dx
1

Consideramos que o valor da 4rea sob fungdo em todo o intervalo [1, o) (regido ilimitada) é muito préxima
da area delimitada no intervalo de 1 até numeros muito grandes, que corresponde a uma regido limitada,
conforme ilustrado a seguir.

Quanto maior for esse limite superior, mais préximo estaremos do real valor da integral. Assim, podemos
dizer que a integral no intervalo [1, o) equivale a integral em um intervalo limitado [1, b], quando b tende
a infinito:

b

mld—l' 1d
fxz' x—bl_r)?ofxz. x
1

1
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Com isso, conseguimos calcular o valor da integral. Primeiro, calculamos a antiderivada (desconsiderando
inicialmente os limites)

x—2+1 1
—2+1 X T 7%

F(x) =fx—12.dx=fx‘2.dx=

Agora, aplicamos o Teorema Fundamental do Calculo, mas utilizando o limite para o extremo superior do
intervalo:

b

. 1 .
gl_r)go x—z.dx = ;LrgF(x) —F(1)
1
limF(x) = lim ——=0
X—00 X—00 X

Fﬂ)=—%=—1

Logo, o resultado da integral impropria é:

b—co

b
1
limj—z.dx=0—(—1)=1
X
1

De modo geral, podemos substituir a integral da fungdo f(x) em um intervalo ilimitado da forma [a, o) pelo
limite da integral em um intervalo limitado [a, b], quando b tende a infinito:

jw f().dx = Jim f £(x).dx

Analogamente, podemos substituir a integral da fungdo f(x) em um intervalo da forma (—oo, b] pelo limite
da integral em um intervalo limitado [a, b], quando a tende a menos infinito:

b b
[re.ax = tim [ r0.ax

Quando o intervalo for ilimitado nos dois extremos, substituimos a integral imprdpria pela soma da integral
limitada no intervalo [a, 0], quando a tende a menos infinito, com a integral limitada no intervalo [0, b],
quando b tende a infinito:

o0 0 b
jf(x).dx = al_i)r_noojf(x).dx+gi_r)gloff(x).dx
“oo p 5
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SE LIGA!

Quando esses limites existem e sao finitos, as integrais improprias sao ditas convergentes;
caso contrario, isto é, quando os limites ndao existem ou sao infinitos, as integrais
improprias sdo ditas divergentes.

. . b1 . . . (. (@1 .
Vimos que glm fl x—z.dx = 1, logo podemos concluir que a integral imprdpria fl x—z.dx é convergente.
—00

o 1 .
Agora, vamos calcular a seguinte integral de f(x) = ~ No mesmo intervalo:

oo b
1 ) 1
—.dx =lim | —.dx
X b—ow | X

1 1

Primeiro, calculamos a antiderivada (desconsiderando inicialmente os limites)

fl dx = In(x)
x

Agora, aplicamos os limites:
b—oo

b
1
lim j—. dx = lim In(x) — In(1) = lim In(x) — 0 = lim In(x)
X X—00 X—00 X—00
1

Como a fungdo logaritmica aumenta com o aumento de x, entdo o limite de In (x) quando x — o é infinito,
conforme gréfico da funcdo In(x) ilustrado a seguir.

Portanto, a integral imprépria flooi. dx é divergente.
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“J INDO MAIS
» FUNDO!

Vale destacar a seguinte propriedade de integrais definidas em intervalos ilimitados:
Se duas fungdes apresentarem valores positivos em um intervalo positivo [a, o), de modo
que uma seja sempre maior do que a outra, isto é, f(x) = g(x) > 0 para todo x = a,

entdo:

- se a integral de f(x) no intervalo [a, ©) converge, podemos concluir que a integral de
g(x) no referido intervalo converge, ou seja:

Se faoo f(x).dx converge, entdo faoo g(x).dx converge

- se aintegral de g(x) nointervalo [a, o) diverge, podemos concluir que a integral de f(x)
no referido intervalo diverge, ou seja:

Se faoo g(x).dx diverge, entdo faoo f(x).dx diverge

Em relagdo ao segundo caso de integrais imprdprias, em que o integrando apresenta uma descontinuidade
infinita em um ponto ¢ do intervalo de integracao, também limitamos a regidao para um ponto muito

préximo de c. Por exemplo, vamos supor a integral da fungdo f(x) = \/% no intervalo [0, 1]:

1

[ 7
—.ax
)V

A regido associada a essa integral é ilimitada pois a funcdo nao esta definida para x = 0. Assim, vamos
considerar que essa regido ilimitada associada ao intervalo [0, 1] é igual a regido limitada no intervalo [g, 1]
quando € é um valor muito pequeno, muito préoximo de 0, conforme ilustrado a seguir.
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Portanto, podemos calcular essa integral utilizando o limite da integral no intervalo [g, 1], para € > 0 muito
pequeno, isto é, quando € se aproxima de 0 pela direita (valores positivos):

-0t

1
f dx—llm — dx
0

Assim, conseguimos calcular a integral. A antiderivada dessa fungdo (ignorando inicialmente os limites) é:

x_1/2+1 xl/z

1 1
F(x)—.[— dx—fx_/zdxz = =2.x72=2.+/x
Aplicando os limites, temos:
1
g [ 25t = PO - Jp o)
F()=2V1=2
lim F(x) =2./0=0
e-07%
1
gll)rggr T dx=2-0=2
Como o resultado da integral imprdpria é um valor finito, concluimos que a integral f dx converge.

De modo geral, para calcular a integral de uma fungdo f(x) em um intervalo [a, b] quando a fungdo f(x)
tiver uma descontinuidade infinita no limite inferior a, calculamos o limite da integral no intervalo [¢, b]
guando € tende a a pela direita (isto é, para € > a):

b b
[ reo.ax=jim [ re.ax

Analogamente, para calcular a integral de uma fungdo f(x) em um intervalo [a, b] quando a fungdo f(x)
tiver uma descontinuidade infinita no limite superior b, podemos calcular o limite da integral no intervalo
[a, €] quando € tende a b pela esquerda (isto é, para € < b):

fb f().dx = lim j F(x).dx
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Quando uma fungdo f(x) é descontinua em um ponto ¢ no meio do intervalo de integragdo, a < c < b,
substituimos a integral da fun¢do f(x) no intervalo [a, b], pela soma da integral no intervalo [a, €] quando
€ tende a c pela esquerda (isto é, para € < c¢) com a integral no intervalo [, b] quando ¢ tende a ¢ pela
direita (isto é, para € > c):

b £ b
ff(x).dx = glircn_ff(x).dx+€lircn+ff(x).dx

Assim como vimos para as integrais definidas em intervalos ilimitados, aqui também utilizamos os conceitos
de convergéncia e divergéncia. Quando os respectivos limites existem e sao finitos, as integrais improéprias
sdao ditas convergentes; caso contrario, isto é, quando os limites ndo existem ou sdo infinitos, as integrais
impréprias sao ditas divergentes.

Técnicas de Integracao

Nesta secdo, veremos duas técnicas que ajudam a resolver integrais que ndao podem ser resolvidas pela
aplicagdo direta das regras de integracao que vimos anteriormente.

Integragao por Substituicao

Essa técnica consiste em substituir uma expressdo do integrando por uma nova varidvel. Por exemplo,
considere a seguinte integral:

jxcos(x2 +1) dx
Para resolver essa integral, vamos chamar x? + 1 de uma variavel u:

fxcos x%+1) dx
u

Para que possamos reescrever a integral acima, precisaremos representar o restante do integrando também
como uma fung¢do de u e ndo mais uma funcdo de x. Para isso, vamos calcular a derivada da funcdo u:

du d(x*+1)
= T o

dx dx
Reorganizando essa expressao, temos:
du = 2x.dx
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d —1d
x.dx =du

. ~ . - 1 .
Ou seja, a expressao x. dx, que faz parte do integrando original, se torna Edu. Logo, a integral passa a ser:

fxcos(x2 +1) dx = f cos(u)% du = %J cos(u) du

E conhecemos a integral do cosseno! Ela é igual a seno:
1 1
Ef cos(u) du = S sen ()

E assim foi possivel calcular a integral aparentemente impossivel.

Sendo a integral indefinida (sem os limites), vamos precisar escrever esse resultado em fungdo de x (ja que
a variavel u foi totalmente nossa invengdo). Sabendo que definimos u = x2 + 1, o resultado da integral é:

1
fxcos(x2 +1) dx = S sen (x2+1)+C

Por outro lado, vamos supor que a integral seja definida, por exemplo:

2

fx. cos(x? + 1) dx
0

Nessa situacdo, temos dois caminhos: ou voltamos com a varidvel x, como acabamos de fazer, e aplicamos
o Teorema Fundamental do Calculo em relagao aos limites indicados na integral original; ou deixamos o
resultado como uma funcdo de u e adaptamos os limites da integral para que se refiram a valores de u.

Pelo primeiro caminho, temos:

2
fx. cos(x? + 1) dx = F(2) — F(0)
0

Em que F(x) = %sen (x% + 1), logo:

1 1
F(2) = S sen (22+1) = S sen (5)

1 1
F(0) = S sen (02 +1) = S sen (1)
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2
fx. cos(x2+ 1) dx = %[sen (5) —sen (1)]
0

Pelo segundo caminho, temos:

2 1 Uz
fx. cos(x2+ 1) dx = Ef cos(u) du
0 Uq

Sendou = x? + 1, para x = 0, o valor de u, é:

u; =02+1=1
E parax = 2, ovalorde u, é:

u, =22+1=5
Assim, a integral desejada corresponde a seguinte integral:

5

%f cos(u) du =F(5) —F(1)

1

Em que F(u) = %sen (u), logo:
1
F(5) = Esen (5)

F(1) = %sen (D

5

%f cos(u) du = %[sen (5) —sen (1)]
1

Que é o mesmo resultado que obtivemos anteriormente.

Integral por Partes

A férmula da integral por partes é:

Ju(x).v’(x)dx = u(x).v(x) —ju’(x).v(x)dx
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Em que u(x) e v(x) sdo duas funcdes de x e u'(x) e v'(x) sdo as derivadas dessas funcdes, respectivamente.
Podemos representar essa equag¢do mais simplificadamente como:

fudv=uv—[v.du

Para resolver uma integral por essa técnica, devemos considerar que uma parte do integrando corresponde
a fungdo u e que a outra parte corresponde a dv. Em seguida, devemos calcular du, pela derivada da fungao
u, e v, que é a integral de dv.

Suponha a seguinte integral:

f x.cos(x).dx

Para resolvé-la, vamos considerar que x corresponde a funcdo u e que cos(x) . dx corresponde a dv. Assim,
a derivada de u é:

u
u=x->—=1->du=dx
dx
E aintegral de dv é:
dv = cos(x).dx » v = fdv = fcos(x).dx = sen(x)

Substituindo esses resultados (u = x,dv = cos(x) dx,v = sen(x), du = dx) na féormula da integral por

partes, temos:
ju.dv =u.v—fv.du

fx. cos(x).dx = x.sen(x) —fsen(x).dx

Portanto, para resolver a integral fx. cos(x) .dx, resta calcularmos a integral fsen(x).dx, gue sabemos
Ser menos 0 COSSeNo:

Jsen(x). dx = —cos (x)
Logo, a integral desejada é:
fx. cos(x).dx = x.sen(x) + cos(x)

Em rigor, devemos adicionar uma constante qualquer ao resultado da integral.
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Para utilizar a integracdo por partes, devemos escolher com as func¢des u e dv com cautela. Se tivéssemos
escolhido cos (x) como u e x.dx como dv, teriamos:

u = cos(x) - du = —sen(x)

x2
dv=x.dx—>v=fx.dx=7

E a integral por partes seria:

fu.dvzu.v—fv.du

x? x?
fx. cos(x).dx = —sen(x).7 + f7.sen(x).dx

2
. X ;. . . . e e . .
No entanto, a integral f—z .sen(x).dx é ainda mais complicada de resolver do que a integral inicial. Assim,

é importante escolher u e v, de modo que vocé tenha a integral f v. du seja mais simples de calcular do que
a integral original.

A integral por partes pode ser considerada como a regra da derivada do produto reversa.
A derivada do produto é dada por:

d . ’ 1]
AN = f1(x). g(x) + F(2). ')
Integrando essa expressao (em relagdo a x), temos:
d . ' '
f%dx = [f'(x).gx).dx+ [ f(x).g'(x).dx

f(x).g(x) = f(x).g0).dx+ [ f(x).g'(x)dx

Reorganizando, temos:

JF).g'()dx = f(x).g(x) — [ f'(x). g(x).dx

Que é o resultado da integragdo por partes, em que denotamos f(x) por u e g(x) por v.
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PRATICAR!

(2020 - IF/MT) Sejam f( x ) e g(x) funcGes derivaveis no intervalo I. Entdo a férmula da integracdo por partes,
: envolvendo as fungdes f(x) e g (x) , pode ser escrita como: :

 a) [ ().’ (1) dx = (). g() + [ g’ (). f(x). dx
 b) [ f(0).g' () dx = f(x).9(0) = [ g' (). f'(x). dx
Q) [ f(x).g'(x)dx = f(x).g(x) + [ g(x). f'(x).dx
L d) [ f(0).g'(x)dx = f(x). g(0) = [ g(). f'(x). dx
o) [ £(0.g'00) dx = £(0). 90 — [ ¢'Go).f (). dx
: Comentério:

A integral por partes é:

[ r@.g@ax = £0.900 - [ £0-900.x

Em outras palavras, temos uma diferenca (-) e ndo uma soma (+), logo as alternativas A e C estdo incorretas.
: Ademais, uma das integrais corresponde ao produto de uma das funcdes (f) pela derivada da outra fungdo :
: (8'); e a outra integral inverte as derivadas dessas fun¢bes, sendo o produto de g pela derivada de f. :

Gabarito: D

(2021 - Prefeitura de Vista Serrana/PB) Assinale a alternativa que contenha a solugdo da integral:

fxzcos (x) dx

a) (2 - x?) cos (x) + 2xsen (x) + C
b) (2 - x2) cos (x) + 2 sen (x) + C
c) (x% - 2) sen (x) + 2xcos (x) + C
d) (x2 - 2) sen (x) + 2cos (x) + C
e) 3 (x*-2) cos (x) + x (x* - 6) sen (x) + C
Comentario:
Para resolver essa integral, vamos utilizar a integral por partes, chamando x* de u e cos(x). dx de dv:
u = x?
dv = cos(x).dx

i Assim:
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du d(x?)
dx  dx
V= f dv = f cos (x).dx = sen(x)

fu.dvzu.v—fv.du

szcos (x) dx = x2.sen(x) — f sen(x).2x.dx

=2x - du=2x.dx

A férmula da integral por partes é:

Novamente, precisamos da integral por partes para calcular a integral fsen(x). 2x.dx:
: U, = 2x
dv, = sen(x).dx
Assim:
: du, d(2x)
dx dx
vy = f dv, = fsen (x).dx = —cos(x)

Pela formula da integral por partes, temos:

=2 - du, =2.dx

fsen(x).Zx. dx = 2x[—cos(x)] — J[— cos(x)].2.dx
fsen(x). 2x.dx = —2x cos(x) + 2 f cos(x).dx

f sen(x).2x.dx = —2x cos(x) + 2.sen(x)
Agora, voltamos a primeira férmula da integral por partes:

fxzcos (x) dx = x2.sen(x) — f sen(x).2x.dx
fxzcos (x) dx = x2.sen(x) — [—2x cos(x) + 2.sen(x)]

szcos (x) dx = x2.sen(x) + 2x cos(x) — 2.sen(x)
Organizando melhor esse resultado, temos:
szcos (x)dx = (x? — 2).sen(x) + 2x cos(x)
Lembrando que precisamos somar uma constante qualquer ao resultado de uma integral indefinida, temos:
szcos (x)dx = (x? — 2).sen(x) + 2x cos(x) + C

Gabarito: C
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Integracdao Numérica

O objetivo da integragdao numérica é aproximar curvas genéricas a fungdes conhecidas, como polindmios, de
modo que a integral definida das curvas possa ser aproximada pela integral definida dos polin6mios. Essa
aproximacdo é indicada quando ndo conhecemos a fung¢do da curva, apenas os seus valores em certos
pontos, ou quando, apesar de conhecida, a integral da funcao for dificil de calcular.

A seguir, veremos dois métodos de integracdo baseados nas férmulas de Newton-Cotes, as quais buscam um

polindbmio que interpole a funcdo em pontos igualmente espagados do intervalo desejado, a saber a Regra
do Trapézio (simples e repetida) e a Regra de 1/3 de Simpson (simples).

Regra do Trapézio
A regra do trapézio consiste em aproximar uma funcdo f(x) qualquer, em um intervalo [a, b], por uma reta
gue passe pelos pontos f(a) e f(b), de modo que a integral da funcdo no intervalo em tela possa ser

aproximada pela area do trapézio.

No grafico a seguir, ilustramos a funcdo f(x) a ser aproximada em azul, os valores da fungdo nos limites do
intervalo de interesse, f(a) e f(b), e a reta que liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), em vermelho.

f(b)d

f(a)

Consideramos que a funcao f(x) possa ser aproximada pela reta em vermelho, de modo que a integral da
funcdo no intervalo [a, b], que corresponde a area sob a fun¢ao no referido intervalo, possa ser aproximada
pela area delimitada pela reta vermelha no intervalo [a, b]. Podemos observar que essa area corresponde a
area de um trapézio, dada por:

base menor + Base maior
Arrapézio = > X altura

Pelo grafico acima, observamos que a base maior desse trapézio corresponde a f(b), a base menor
corresponde a f(a) e que a altura corresponde a diferenca b - a (amplitude do intervalo), logo:

f@+f (D)
ATrapézio = 5 X (b—a)

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 90
www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Por exemplo, vamos calcular a seguinte integral pela regra do trapézio:

J
1x2.x

~ 1 .. . . . ~ .
A fungdo f(x) = = estd ilustrada a seguir, bem como a respectiva reta de aproximacdo para o intervalo
[1,2].

I
I
I
05 I
I
I
j |
0 05 I 1.5 2 25
A area do trapézio é dada por:
f(a) + f(b)
ATrapézio = T X (b—a)
Paraa=1eb=2,temos:
f)+1(2)
ATrapézio = 2 X(2-1)
1
f() = Z= 1
2) = L 0,25
f - 22 - 4 — Y,
Logo:
140,25
Arrapézio = 2 x1=0,625

. . n 21
E é essa a aproximacdo para fl = dx.

Observe que, para calcular a drea do trapézio, ndo é necessario calcular a reta de aproximacdo. Também nao
€ necessario conhecer a fungao f(x), desde que sejam conhecidos os valores da funcdo nos extremos do
intervalo, f(a) e f(b).

E possivel que a reta de aproximacdo n3o seja propriamente um trapézio. Por exemplo, se o valor da fun¢3o
seja o0 mesmo nos dois extremos do intervalo, teremos um retangulo:
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f(a) =f(b)

v

Nesse caso, a area sob a reta de aproximacao seria dada por:
Agetangulo = Base X altura = f(a) X (b —a)

Utilizando a férmula do trapézio, teriamos:

ATrapézio = w X (b—a)

Sabendo que f(a) = f(b), a férmula da drea do trapézio resulta na seguinte férmula:

Arvapiaio = N2 D s p -0y = 2L D 0y = f@) x 0 - 0)

Que é o mesmo resultado que obtivemos quando calculamos a area do retangulo.

Ademais, se o valor da funcdo em um dos extremos for nulo, teremos um triangulo:

f(b)|

f(a)=0

v

|

A :

Nesse caso, a drea sob a reta de aproximacao seria dada por:

Base f(b)
ATrianguio = 5 % altura = — X (b—a)

Utilizando a férmula do trapézio, teriamos:

ATrapézio = m X (b—a)

Sabendo que f(a) = 0, a férmula da drea do trapézio resulta na seguinte férmula:

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 92
www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

0 b
ATrapézio = % X(b—a)= g X (b—a)

Que é o mesmo resultado que obtivemos quando calculamos a drea do triangulo.

Em suma, mesmo que a drea sob a reta de aproximacgao no intervalo desejado nao forme propriamente um
trapézio, podemos utilizar a férmula da regra do trapézio para calcular o valor aproximado para a integral
da fungao desejada.

©

Podemos calcular a estimativa maxima para o erro da aproximacao pela regra do trapézio
para a func¢do f(x) no intervalo [a, b]:

(b-a)®

< —
|Er| < &4

- max, If" ()]

Ou seja, o valor absoluto do erro da aproximac¢dao é menor ou igual do que o produto de

b—
ﬂ pelo valor absoluto maximo da segunda derivada da funcdo no intervalo [a, b].

Note que o valor absoluto do erro é proporcional ao valor absoluto da segunda derivada,
pois quanto maior o valor absoluto da segunda derivada, maior a concavidade da fungao e,
consequentemente, mais a funcdo se afasta da reta.

~ 1 o . ~
Por exemplo, para a fungdo f(x) = 3 @s suas primeira e segunda derivadas sdo:

) =22 = 2.5
1 d(-2x73 _ _ 6
fr) =" = ax (-3).xt=6xt =2

Para x > 0, quanto maior o valor de x, menor o valor de —, logo, o valor méximo de "' (x)
no intervalo [1, 2] ocorre para x = 1, em que:

6
fr=5=6
Assim, a estimativa do erro dessa aproximacao é dada por:

(2-1)3

|Er] < &

.6 =

3
D~ o5
2

ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital)
www.estrategiaconcursos.com.br

196



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Regra do Trapézio Repetida

Para reduzir o erro associado a aproximacgao, podemos dividir o intervalo desejado em intervalos menores.
. ~ . . 1 .
Por exemplo, vamos calcular a integral da mesma fungdo que vimos anteriormente, f(x) = — no intervalo

[1,3]. Em vez de utilizar uma Unica reta para todo o intervalo (reta cinza do grafico a seguir), podemos utilizar
uma reta para o intervalo [1, 2] e outra reta para o intervalo {2, 3] (retas vermelhas do grafico a seguir).

05

e e

0 0.5 1.5 2 25 3

Note como as retas vermelhas estdo mais préoximas da funcdo do que a reta cinza. Para calcular as areas
delimitadas pelas retas vermelhas, precisamos das areas dos dois trapézios, a do intervalo [1, 2] e a do
intervalo [2, 3]. J& calculamos a drea do trapézio no intervalo [1, 2]:

A[l,Z] = 0,625

Agora, precisamos calcular a drea do trapézio no intervalo [2, 3]:

f(a) + f(b)
ATrapézio = T X (b—a)
Paraa=2eb=3, temos:
f(2)+£(3)
ATrapézio = # x(3-2)
(2) = 1 _ 1
f@)=5=y
1
f@®=5=5
Logo:
1 1
A 4+9x1—(9+4>>< B oas
(2317~ 2 “\36 '36/)72 727
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o 31 ,
Logo, a aproximacgdo para fl x—z.dx é a soma:

(]

A[l,Z] + A[2‘3] = 0,625 + 0,18 = 0,8

A estimativa do erro da aproximacao pela regra do trapézio repetida é muito similar a da
regra do trapézio que vimos anteriormente, mas dividimos por n?, em que n é o nimero
de subdivisées do intervalo [a, b]:

b-a)3

( .
|Ergl < =500 max |f7(x)]

Ou seja, a estimativa do erro pela regra do trapézio repetida é igual a estimativa do erro
pela regra do trapézio, dividida por n?:

Er
Erp =—
TR n2

Para a fungdo f(x) = xLZ' no intervalo [1, 3], ja calculamos a segunda derivada f" (x) = x%

e vimos que esse valor € maximo para o menor valor x, logo:

17 . n — i —
Jmax If")l=f"1)=5=6
Assim, a estimativa do erro pela regra do trapézio é:
|E|<(3_1)36—@_4
=12 "7 2

Quando dividimos esse intervalo em n = 2 subdivisdes, como acabamos de fazer, a
estimativa para o erro passa a ser:
E' 4
ETR = it i = — = 1

n? 22
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PRATICAR!

"
[

(CESPE/2018 - IFF) Para uma funcdo f(x), continua no intervalo [0, 6], sdo conhecidos os seguintes valores: :
: f(0) =0, f(1) =3, f(2) =8, f(3) = 15, f(4) = 24, f(5) = 35 e f(6) = 48. Nesse caso, a drea da regido abaixo do grafico :
de f(x), acima do eixo das abscissas e entre x = 0 e x = 6, calculada por integracdo numérica pela regra do
: trapézio, € igual a: :

a) 109.
: b) 133
: ) 218,
: d) 266,
EaeB
Comentario:

O enunciado ndo informa qual é a fungdo a ser aproximada pela regra do trapézio, mas informa os valores
que a fungdo assume nos pontos x=0,x=1,x=2,x=3,x=4,x=5e x=6. Logo, a integral da funcao pode
ser aproximada a soma da area dos trapézios formados pelas retas que ligam os valores da fungdo nesses
pontos (regra do trapézio repetida), conforme ilustrado a seguir: :

Y

v

|

3 4 5

A area delimitada no intervalo [0, 1], que corresponde a um triangulo, é:
Base x altura  f(1)x(1—-0) 3x1 3

Ay = 2 2 2 2
A area delimitada no intervalo [1, 2], que corresponde a um trapézio, é:
base menor + Base Maior f(H)+f(2) 3+8 11
A1z = 3 Xaltura:#x(z—l)z ><1=7
A area do trapézio delimitada no intervalo [2, 3] é:
f2)+ 13 8+ 15 23
Afz3] :#X(B—Z)z > ><1=7
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A area do trapézio delimitada no intervalo [3, 4] é:

_f(3)+f(4) _15+24 39
: A[3'4] = 5 X (4 3) = 5 X1= 5
A area do trapézio delimitada no intervalo [4, 5] é:
; f(4) + f(5) 24 + 35 59
: AHS]:TX(S_[D:TXl:?
Por fim, a drea do trapézio delimitada no intervalo [5, 6] é:
' £(5) + f(6) 35 + 48 83
A[5,6] ZTX(6_5) =TX1=7

: E asoma de todas as areas é:

3 11 23 39 59 83 218
A[O,l] + A[1,2] + A[2,3] + A[3,4] + A[415] + A[5,6] = E + 7 + 7 + 7 + 7 + 7 = T = 109

Gabarito: A

Regra de 1/3 de Simpson

A Regra de Simpson consiste em aproximar uma curva, em um intervalo [a, b], a uma parabola, conforme
ilustrado a seguir, sendo a integral da curva aproximada a integral da parabola.

f(b;

f(a)]

v

T

a m

Para aplicar essa regra, é necessario conhecer o valor da fungdo nos extremos do intervalo, f(a) e f(b),
bem como no ponto médio entre esses dois extremos, f(m), em que:

_a+b
m=—

O valor da integral segundo a Regra de 1/3 de Simpson é dada por:

I=2[f(a) +4.f(m) + f(b)]

N . . . . , b—a
Em que h corresponde a semiamplitude do intervalo, isto é, h = 5
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Assim, como na regra do trapézio, ndao é necessario conhecer a formula da parabola aproximante.

Por exemplo, vamos calcular a integral da fungdo f(x) = xiz no intervalo [1, 3], pela Regra de Simpson.

31d
Lx—z.x

Para aplicar a regra, precisamos do valor da funcdo nos extremosa=1e b =3, bem como no ponto médio:

_1+3
m=-——=

Sendo f(x) = x—lz, temos:

1
f@=f0=5=1
1 1
f(m)=f(2)=§=z
1 1
f(b)Zf(2)=2—2=§
E a semiamplitude do intervalo é:
h—3_1—
=——=

Logo, o valor da integral é dado por:

h
I'=3f(@+4f(m)+ f(b)]

1—1[1+4x1+1]—2[1+1+1]—1><17—17
3 4 8] 3 8l 378 24

Podemos calcular a estimativa maxima para o erro da aproximacgao pela Regra de Simpson
para a fungdo f(x) nointervalo [a, b]:

h5
< —, “)
|Es| < 55- max |f*2 ()]
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Em que f®(x) é a quarta derivada da fungdo f(x).

Para a fungdo f(x) = xiz, ja calculamos a segunda derivada, f"'(x) = 6.x™*. Logo, a

terceira e a quarta derivadas sao:

@) = d(6x Do X (—4).x™* 1 = -24.x75
F@OG) = L2 - 94 (-5).x751 = 120,276 = 220
Para x > 0, quanto maior o valor de x, menor o valor de Iogo o valor maximo de

F®(x) nointervalo [1, 3] ocorre para x = 1, em que:

120

@) == =120

Sabendo que h = 1, a estimativa do erro dessa aproximacdo é dada por:

15 4
|E5| < %.120 =3

Comprimento de Arco

Suponha que iremos colocar um barbante em cima do grafico de uma fungdo, em determinado intervalo. O
tamanho do barbante necessario para isso corresponde ao comprimento de arco. Como ndo poderemos
fazer isso na prova, vamos aprender a calcular o comprimento de arco (sem precisar do barbante).

Se a fungdo for uma reta, ou um conjunto de retas, podemos calcular o arco utilizando a férmula de
Pitagoras. Por exemplo, suponha a seguinte fungao:

v

O comprimento de arco dessa funcdo, que corresponde ao tamanho desse segmento de reta, pode ser
calculado utilizando-se a fdrmula de Pitdgoras. Isso porque o segmento de reta é a hipotenusa do triangulo
retangulo cujos catetos sao Ax, que representa o quanto a reta avanga em relagdo ao eixo x, e Ay, que
representa o quanto a reta avanca em rela¢do ao eixo y, conforme ilustrado a seguir:
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| o

v

Assim, o comprimento de arco de um segmento de reta, que denotamos por L, é dado por:

[? = (Ax)* + (Ay)?

L = /(Ax)? + (Ay)?

Para esse exemplo, temos Ax =4 e Ay = 6 — 3 = 3, logo, o comprimento de arco é:

L=yJ®#)?+(3)2=V16+9=V25=5

Quando houver multiplos segmentos de reta, efetuamos esse procedimento para cada segmento de reta e
em seguida somamos todos os resultados. Por exemplo, suponha a seguinte funcgao:

v

12

Ja calculamos o comprimento de arco do primeiro segmento, L; = 5. Agora, vamos calcular o comprimento
de arco para o segundo segmento, em que Ax = 12 -4 =8e Ay = 6:

L, = J(8x)2 + (Ay)? =+/(8)2 + (6)2 = V64 + 36 = V100 = 10
Logo, o comprimento total do arco é a soma:
L=Li+L,=54+10=15

E quando a fungdo for uma curva? Ou seja, quando ela nao for formada por segmentos de reta?

A

v
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Nesse caso, iremos transformar essa funcdo em um conjunto de segmentos de retas, como ilustrado a seguir:

A

v

E o arco de cada segmento sera calculado como:

L; = v/ (Ax;)? + (Ay;)?

Em seguida, devemos somar todos os arcos para calcular o arco total da curva:

L=ZL1

Quanto menor forem os segmentos de retas, melhor sera a aproximag¢ao do arco da curva pela soma dos
arcos dos segmentos de reta. Assim, em vez de Ax e Ay, vamos utilizar dx e dy, quais sejam as
representacdes infinitesimais (isto é, para Ax — 0) das variacdes em x e em y.

Assim, cada segmento de arco, que podemos representar por dL (pelo fato de estarmos trabalhando com
variac¢des infinitesimais) é calculado como:

dL = \/(dx)? + (dy)?

Sabemos que a razdo entre dy e dx corresponde a derivada da fungdo:

dy ,
—=f®
Reorganizando essa férmula, temos:
dy = f'(x).dx

Substituindo dy por essa expressao na féormula de dL, temos:

dL = /(dx)? + [f'(x).dx]?
Agora, vamos reorganizar o radicando:
(dx)* + [f' (). dx]* = (dx)* + [f'(0)]* x (dx)* = (dx)*(1 + [f' (0)]?)

Logo, temos a seguinte raiz:

dL = J(dx)2(1 + [f'(0)]?) = dxy/1 + [f' ()]

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 101
www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Por fim, precisamos somar todos esses "pedacos” de arco. No entanto, como estamos trabalhando com
grandezas infinitesimais, em vez do somatério, utilizamos a integral. Portanto, o comprimento do arco de
uma fung¢do f(x) em um intervalo [a, b] é dada por:

b
L= f\/1 T IF (OPdx

Vale notar que quanto maior a derivada da funcdo, f'(x), isto é, maior a taxa de variagdo da fungdo, maior
o comprimento de arco. Na ilustracao a seguir, a taxa de variagao da curva em azul é maior do que a taxa de
variacdo da curva em vermelho (f'(x) > f'(x)). Isso leva a um maior comprimento de arco (o barbante terd
que ser maior para cobrir a reta azul dentro do mesmo intervalo).

A

Ay

| Ay

Afinal, para um mesmo intervalo temos um maior valor de Ay para a curva azul (Ay > Ay) e,

consequentemente, um maior valor para L = \/(Ax)z + (Ay)? (L > L).
Por exemplo, vamos calcular o comprimento de arco da seguinte curva, entre os pontos (1,1) e (4,8):
Fx) =x/

Sabendo que um ponto é representado como (x,y), esses pontos corresponde ao intervalo entre x = 1, que
corresponde ao ponto (1,1), e x =4, que corresponde ao ponto (4,8).

Primeiro, calculamos a derivada da fungao:
3 3
f’(x) = E__95(3/2_1) = E_xl/Z

Agora, elevamos essa func¢do ao quadrado?:

[F' ()] = (;x/) = ;’— (x2) = zx

! E importante conhecer as seguintes propriedades de fungdes exponenciais:
&Y = p¥ x b
(bx)y = p*¥*y
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. ’ 9 ~ . . -
Como aintegralde |1+ Lxem relagao a x nao é conhecida, vamos utilizar uma mudanga
o 9 .
de varidveis, chamando a soma (1 + Zx) de uma varidvel u:
9
u=1+-x
4
E a derivada de u é:

d_u _ d(1+%x) _ 9

dx dx 4

Reorganizando essa formula, podemos encontrar a expressdo equivalente a dx:

du=2dx
4

dx idu
9

Além disso, precisaremos transformar os limites de x para valores de u. Para x = 1, temos:
9 9 13

u=14+-x1=14-=—

4 4 4

Para x =4, temos:

u=1+2x4=1+9=10
Logo, a integral ff 1+ zx. dx corresponde a:

L=f1130/4(\/ﬂ.3).du—4 ' (ul/Z).du

9 ~ 9J13/4
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Resolvendo a integral sem os limites, temos:

1/ 3/
if(ul/Z).du=£XM=fo=fx3_u(3/z) :ix\/u?)
9 9 3 27

9 1/o+1 9 3/,

. 13
Agora aplicamos os pontos u = S eu= 10:

27

4 4 277 ava 27 8 27

F(10) = = x /(10)* = = x 10v10 = 8‘”7_

3
A diferenca corresponde ao comprimento de arco da curva f(x) = x /2, no intervalo [1,4]:

80v10—-13v13

27

L =

HORA DI

PRATICAR!

(2018 Prefeitura de Cristalina/GO) Para se calcular o comprimento da pardbola y = x? entre os pontos (0, O)

e (; D € necessario calcular a integral
a) f01/2 x%dx

b) f01/2 1+ x%dx

c) fol/zmdx

d) [}/ VT + 42 dx

o) [T 1687 dx

: Comentarios:

O comprimento de arco, no intervalo [a, b], é dado por:
: b
L= f1/1 T I (ORdx
a

Como o par ordenado é representado como (x, y), o ponto (0,0) é o ponto em que x =0 e o ponto G,%) 6o i

: 1 . . . 1 . . .
! ponto em que x = p Assim, temos uma integral dex =0 até x = p conforme indicado nas alternativas.
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: O primeiro passo é calcular a derivada da funcao:

d(x?)

2x

fllx) =
Agora, elevamos esse resultado ao quadrado:
[f'(0]? = (2x)? = 4.x?

dx

: O comprimento de arco sera a raiz de 1 mais esse resultado, no intervalode x=0até x = >

b 1/2
L= f 1+ [f’(x)]zdx=f 1+4.x%dx
a 0

Area de Superficie de Revolucédo

A area de superficie de revolugdo é consequéncia da rotacdao de um arco em torno de um eixo. Por exemplo,
considere a fungdo f(x) = 3, nointervalo x € [0, 5], representada abaixo:

A
Y

»
»
X

A rotacdo dessa reta em torno do eixo x gera um cilindro, sem preenchimento (como se fosse feito de papel),
conforme ilustrado a seguir:

A area da superficie desse cilindro corresponde a area de um retangulo, cuja base é o perimetro do circulo e
a altura é a altura do cilindro (imagine que vocé esta abrindo o cilindro de papel):

Ajateral citindro = 2.T.T X h
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Note que o raio do cilindro corresponde ao valor da fungdo (no caso, r = f(x) = 3); e que a altura do cilindro
corresponde ao comprimento do arco da fun¢do (no caso, o tamanho da reta, qual seja h = 5), logo:

Ajaterai citindro = 2.m.3 X 5 = 307

Quando a fun¢do nao formar um sdlido cuja drea possamos calcular pelas férmulas geométricas, iremos
considerar a rotagao de cada pequeno pedacgo da func¢do, que formara um cilindro oco:

xv

Assim, iremos utilizar a mesma férmula da area lateral do cilindro:

Alateral citindaro = 2-T.7T X h

Nessa situagdo o raio corresponde ao valor da fungdo em cada ponto, r = f(x), e a pequena altura do
cilindro corresponde ao comprimento do arco infinitesimal. Na secdo anterior, vimos que o comprimento do
arco pode ser calculado como:

dh =1+ [f"(x)]?dx

Logo, cada pequena area do cilindro é dada por:

dA =2.7. f(x).A/1 + [f'(x)]?dx

E para calcular a area total, integramos essas areas infinitesimais no intervalo desejado:

Xs

A= f 2.7 f(x).A/ 1+ [f'(x)]?dx

Xi

A=2.m j £+ [F (0dx

Para rotacionar em torno do eixo y, temos uma situacdo parecida, mas nessa situacdo, iremos formar
pequenos cilindros na outra direcdo:
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v

| X
gly)

Novamente, utilizamos a férmula da area do cilindro:
Ajateral cilindro = 2.T.T X h

Nessa situacdo, o raio corresponde ao valor da funcdo de y, g(¥), e a altura corresponde ao comprimento
do arco dessa fungao:

dh =1+ [g'(]*dy

Assim, a drea de cada pequeno cilindro é:

dA=2.m.g(y) 1+ [g'O]*dy

E a area total é:

s
A= f 2.m.g(y).N1+[g' (M]*dy
Yi
7
A=2m f g).NJ1+[g' M]*dy
Yi

Por exemplo, vamos supor que estejamos rotacionando a fungdo g(y) = 1 —y no intervalo y € [0,1] em
torno do eixo y, conforme representado a seguir:

A
Y

x+y=1

Para isso, vamos utilizar a férmula da area da superficie de revolucao que acabamos de ver:

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 107

www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Yr
A=2.m. f 90) T+ 9’ O)dy
Yi

Vamos precisar da derivada da fungao:

_dad-y) _

90 ==

Agora, vamos calcular /1 + [g’' (»)]?:
VIH[g WP =V1+(-1)?=V2

A= z.n.fu—y).\/i.dy =A= z.n.\/E.J(l—y).dy
0 0

y2]' 12 02 1
A= z.n.\/ily—7 = z.n.\/ilu —0)— (7—7>l = 2.7r.\/§[1 _E] = .2
0
Volume de Sélidos de Revolugao
Os sdlidos de revolucdo sao gerados quando giramos uma superficie, em torno de um eixo.

~ 3 . ~ o .
Por exemplo, suponha a fungdo f(x) = S %, em que a area sob a fungdo delimitada no intervalo x € [0, 5]
estd representada abaixo:

5 X

Girando essa superficie em torno do eixo x (o que chamamos de revolucdo), obtemos um cone sdlido
(totalmente preenchido, ndo oco), ilustrado a seguir.
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O objetivo desta sec¢do é aprendermos a calcular o volume dessa forma, apds a revolugao.
Entdo, basta saber como calcular o volume do cone!

Nesse caso, sim! O volume do cone é:
2
Veone = 11 §

Em que r é o raio da base do cone (no caso, r = 3) e h é a altura do cone (no caso, h = 5). Logo, o volume
do cone é:

5
Veone = T X 32.§ =157

E se tivermos um circulo? Um circulo pode ser representado por uma func¢do da forma:

(x— xc)z + - YC)Z =r?

Em que x. e y. sdo as coordenadas do centro do circulo (valores constantes) e r é o raio do circulo. A seguir
representamos o circulo associado a funcdo x? + y2 = 9, isto é, centrado na origem, pois x, = 0 ey, = 0,
com raior = 3, poisr? = 9:

| w

x V
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Nesse caso, se rotacionarmos a area do circulo em torno de qualquer eixo, obteremos uma esfera, cujo
volume é dado por:

Vesfera = § nr3

Para o nosso exemplo, temos r = 3, logo:

4 3
Vesfera = §7T. 3° =36m

HORA D

PRATICAR!

: (2019 — Prefeitura de Aracruz/ES) O volume do sélido de revolugdo cuja fungdo é x> +y> =4 é:

a) =
b)63—47'r

c) 8w

 d) 16m

e) 18w
Comentario:

: Acurva x? +y? =4 corresponde a um circulo, em que r? = 4. Logo, o raio do circulo é r =2. O volume da esfera
: gerada com a revolugdo da drea delimitada por esse circulo (em qualquer eixo) é:

4 L 4 . 4 32
Vesfera = 5m.7° = sm.2° =Sm.8=—m

3 3 3 3
Gabarito: A

E se tivermos uma fungdo constante, por exemplo, f(x) = 3?

Nesse caso, o solido de revolucdo formado quando rotacionamos a area sob essa funcao em torno do eixo x
corresponde a um cilindro sélido (ndo oco):
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E o volume do cilindro é dado por:
Veiti =nr.h
cilindro .

Em que r é o raio da base do cilindro (no caso, r = 3) e h é a altura do cilindro (no caso, h = 5). Logo, o
volume do cilindro é:

Veitinaro = m.3%.5 = 457
Mas, e se rotacdo da fungdo em torno de um eixo ndo formar uma figura conhecida?

Por exemplo, como seria o volume do sélido obtido com a rotagdo em torno do eixo x da drea delimitada sob
a seguinte funcao:

»
»
X

Nessa situacdo, precisaremos dividir o sélido em partes infinitesimais para calcular o seu volume.

Como essa rotacao pode acontecer de algumas formas distintas, temos diferentes métodos para calcular o
seu volume.

Método do Disco

O método do disco é aplicado quando o eixo de rotagao é parte da superficie que sofre a rotacdao. O exemplo
que acabamos de ver é um desses casos, pois a area sob a curva inclui o eixo x, que é o eixo de rotagao.

Nessa situacdo, vamos calcular o volume gerado com a rotacdo da area delimitada por cada pedacinho da
funcdo, conforme ilustrado a seguir.
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»
»
X

dx

Com a rotagdo desse pequeno retangulo em torno do eixo x, teremos um pequeno cilindro de raior = f(x)

e altura h = dx. O volume desse pequeno cilindro é calculado pela férmula do volume do cilindro que vimos
anteriormente:

Veitinaro = mr®.h
dv = n[f(x)]?. dx

E o volume total do sélido corresponde a soma dos volumes de todos esses pedacinhos no intervalo

desejado. Como estamos trabalhando com grandezas infinitesimais, utilizamos a integral para calcular a
soma:

V= j  fCOP dx

Xi

Xs
d!
Xi
Por exemplo, vamos calcular o volume do sélido obtido pela rotagdo da fungdo f(x) = Vx, nointervalo [0,1]:

x2] 12 021 =«
20_”2 2172

|4

[f (012 dx

1

V=1Tj01[\/§]2.dx=ﬂjox.dx=n

Quando giramos em torno do eixo y, precisamos de uma funcao de vy, g(y), conforme ilustrado a seguir.

v

gly)

O volume também serd calculado pelo volume de um cilindro, cujo raio é r = g(y) ea alturaé h = dy:
— 2
Vcilindro =nr<.h

dv = n[g(y)]*.dy
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E o volume corresponde a integral de dV no intervalo desejado:

Vs
v=fnwwmdy
Yi

Vs
v=nf[mwﬁdy

Yi

Ou seja, a fdrmula é similar, mas agora utilizamos y no lugar de x.
Caso a questdo forneca uma funcgio de x, y = f(x), precisaremos calcular a fungdo inversa f~1:

gy =t

Por exemplo, vamos calcular o volume do sélido obtido pela rotacdo da fungdo y = x3 no intervalo entre
y =0ey =38, emtornodoeixoy.

O primeiro passo é calcular a fungdo inversa. Fazemos isso, isolando x na fungdo f(x) dada:
y=x°
— 35 — v/
X=y =Y

Essa é a fungdo g(y) = f~1(y). Logo, o volume é dado por:

8

8 B 8 (3/3+1) 8 5/4 3 8

V:n-f [y1/3] _dy:n-f y2/3-dy:77:[)2/—] =TT );— zgn[y5/3]

0 0 /3+1 o /3 o 0
V—gn[S 30 3]_§n><2 ==

Método da Arruela
O método da arruela é aplicado quando o eixo de rota¢ao ndo faz parte da superficie que sofre a rotagao.

Suponha que a seguinte regido, delimitada entre duas retas, / e g, rotacione em torno do eixo x.

A
¥
, e
R
X
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O volume desse sélido pode ser calculado pela diferenga entre os volumes dos dois cilindros:

V= VCilindro Maior — Vcilindro menor

Observa-se que a altura dos cilindros é a mesma. Considerando que R é o raio da base do cilindro maior e
gue r é o raio da base do cilindro menor, temos:

V=nR’h—mr>’h=n.(R*=71r%).h

Observe que os valores dos raios da base do cilindro correspondem aos valores das fungdes, que nesse
exemplo sdo constantes, e que a altura do cilindro h corresponde ao tamanho do intervalo Ax:

V=m(f()]* = [g()]*). Ax

Assim, supondo f(x) =R =5, g(x) =

r = 3, o volume do sélido de revolucdo, no intervalo [4, 6], de modo
que a altura dos cilindros é Ax =h=6-4=2,

corresponde a:

V=m(?-32).2=m(25-9).2 =321

E quando a rotacdo das funcdes ndo resultar em algum sélido conhecido? Por exemplo, suponha a rotacao
da drea delimitada entre as fungdes [ e g indicadas a seguir:

&
¥
i f()

g(x)

»
X

Nessa situacdo, iremos calcular o volume gerado pela rotacdo de cada pedacinho de superficie. O intervalo
sera tdo pequeno que a superficie podera ser aproximada por um retangulo, conforme ilustrado a seguir:
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»
»
X

Como vimos anteriormente, a rotacdo de um retdngulo resulta em um cilindro parcialmente oco, cujo
volume é dado por:

V=m(f()] = [g()]*).Ax

Como estamos trabalhando com intervalos muito pequenos, chamamos Ax de dx e o volume VV de dV (em
vez de um cilindro oco, temos uma arruela fininha):

dv =m.([f(0)]* - [g(0)]). dx

E o volume total do sélido, em todo o intervalo desejado, corresponde a soma desses volumes dV. Como
estamos trabalhando com grandezas infinitesimais (muito pequenas), utilizamos a integral no lugar da soma:

Xs

V= f 7. ([F O = [g(0)]D). dx

Xi

v=n [ (fC) = (9G0P dx

Por exemplo, vamos calcular o volume do sélido gerado pela rotagdo das curvas [ (x) = x e g(x) = x2, em
torno do eixo x. Essas fungbes estdo representadas a seguir:

1 f
0.8 7/ g(x)
06
0.4
0.2

4] 02 04 06 0.8 1

Pode-se observar que a regido delimitada por essas funcdes pertence ao intervalo [0, 1]. Assim, o volume do
solido de revolucdo é dado por:
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v=n [ (F@P - lgI).dx

1 1 1 1

V= nf([x]2 — [x?]?).dx = nf(xz —xY.dx=nm fxz.dx—fx“.dx

0 0 0 0

Calculando as integrais em separado, temos:

! r24171 .31 113 37
j 2 g X X 1 0 1
xXc.ax = = |— = |l—— —| = —
) _2-+-1_0 _3_0 | 3 3] 3
! r4+171Y .51 145 57
j 4 gy = X _x 1 0 _1
=1 Tls] T s 5|75
4 ; lo L7141 L .
Logo, o volume é:
v [5—3 27‘[
:T[———

Analogamente, quando giramos em torno do eixo y, precisamos das funcdes em relagao a y e consideramos
pequenos intervalos dy, conforme representado a seguir. As fun¢des de y também corresponderao aos raios
dos pequenos cilindros e dy serd a sua altura.

v

foi g X

Assim, o volume é dado por:

v=nfqmmF—v@W)w

Observe que quando analisamos as fungdes em relagdo ao eixo y, a fungdo g(v) é maior que f (), pois g(v)
estd mais longe do eixo y do que f (), formando assim um raio maior.
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Vamos calcular o volume do sélido gerado pela rotagdo das mesmas curvas y = x e y = x2, mas agora em
torno do eixo y.

O primeiro passo é inverter as fungdes, isolando x em vez de y, para que se tornem fung¢des de y. A fungao
y = x permanece a mesma. E a fungdo y = x? se torna:

Em relagdo ao intervalo de integragao, como os limites do intervalo pertencem a reta y = x, entdo os limites
do intervalo para y serdo os mesmos que vimos para X, ou seja, [0, 1]. Logo, o volume do sélido de revolugao
é dado por:

1

V=ﬂf([\/ﬂz—[y]z)-dy=7Tj(y—y2)-dy=7r fy-dy— y2.dy
0 0

o'\’_‘

0

Os resultados das integrais sao:

1
1+
y
jydy I1+1

fro-[pe] - k-3
Jror=[] -] <551

E o resultado do volume é:

_T
v=rlz-3]=n[+%

Integrais Multiplas

Quando temos uma fungdao com mais de uma variavel e integramos em relagao a elas, utilizamos a integral
multipla. Para uma fungdo com duas variaveis, por exemplo, f(x, y), teremos uma integral dupla:

f ff(x,y).dx dy

No célculo da integral dupla, comegamos calculando a integral de dentro, no caso, a em relacdo a x (azul) e
depois passamos para a integral de fora, no caso, em relagao a y (em vermelho).

Isso sera importante para quando tivermos integrais multiplas definidas em determinado intervalo. Por
exemplo:
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jj j;f(x,y).dx dy

Para resolver essa integral, precisamos saber que o intervalo [0, 4] se refere a x e que o intervalo [0, 2] se
refereavy.

Assim como a integral simples corresponde a area delimitada pela funcao, a integral dupla corresponde ao
volume delimitado pela fungao.

Suponha a fungdo f(x,y) = 6 — x + y, representada pelo plano tridimensional a seguir:

Y
%

A integral dupla dessa funcdo ird representar o volume sob a func¢do para o intervalo desejado.

Se vocé ndio conseguiu entender esse grdfico, ndo se preocupe. Vocé ndo vai precisar dele para calcular a
integral.

Vamos comecar calculando a integral dupla indefinida para essa funcao:

ff(6—x+y).dxdy

Primeiro calculamos a integral de dentro, em relacao a x, como se fosse uma integral simples, sendo y uma
constante qualquer:

f(6—x+y).dx=f6.dx—fx.dx+fy.dx

Calculando essas integrais em separado, temos:

0+1
6.dx =6 | x% dx =6 X = 6x
Jodr=s] T
f . f > x1+1 x2
X.ax = X .ax = = —
1+1 2
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0+1

dx=y |.x%dx=yx =y.
fydx yfx dx =y 0F1 V. X

Logo, o resultado da integral em relagao a x é:
2

X
(6—x+y).dx=6x—7+yx

Agora, calculamos a integral desse resultado em relagao a y, como se x fosse uma constante qualquer
x? x?
f<6x—7+yx>dy = f6x.dy—f7dy+fyx.dy

Calculando novamente em separado:
0+1

f6x.dy=6xfy°.dy=6xxg+1 = 6xy
xZ xZ xZ y0+1 xZ
|Fo=5]ra=Tx5m=5
1+1 32
jyx.dy=xfy1.dy=xx1+1=x7

Por fim, somamos uma constante qualquer para o resultado da integral dupla indefinida:

x2 2
j (6—x+y).dxdy=6xy—7y+x7+c

Agora, vamos utilizar o Teorema Fundamental do Cdlculo para calcular essa integral dupla no intervalo x €
[0,4] ey € [0,2].
2 4
f f (6—x+y).dxdy
o Jo
Novamente, devemos calcular cada integral em separado. Primeiro calculamos a integral de dentro (em

relagao a x):
4
f (6 —x+y).dx=F(4)—F(0)
0

Ja calculamos a antiderivada F (x):
2

X
F(x) =6x—7+yx
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Logo, devemos aplicar essa fungdo nos limites do intervalo para x:

42
F(4)=6X4——+yx4=24—8+4y =16+ 4y

2
F(0)=6X0-—+0x4=0

E calcular a diferenca:
F(4)—F(0)=16+4y—-0=16 +4y

Agora, integramos esse resultado em relagao a y, no intervalo [0, 2]

2
f (16 + 4y). dy = F(2) — F(0)
0

&)

v TOME
NOTA!

Note que o integrando é uma fungdo de y. Portanto, quando a integral da fun¢do f(x,y)
em relagdo a x corresponde a integral interna, o seu resultado é uma fungao de y:

Fungaode y
P02 f G y).dxdy

Se a ordem das integrais fosse invertida, isto &, se a integral em relagao a y fosse a integral
interna, o seu resultado seria uma fungao de x:

Funcdo de x

f;s f;ls f(x,y).dy dx

i

Primeiro, calculamos a antiderivada da fungdo F(y), ignorando os limites:

f(16+4y).dy=J16.dy+J4y.dy

Em separado, temos:

0+1

J16.dy= 16fy°.dy= 16><3]+1=16.y

a EsFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 120
www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

1+1

=4
1+1

zzy

v
"2

f4y.dy=4fy1.dy=4><

Logo, a antiderivada é:

F(y) = f(16 + 4y).dy = 16y + 2y?

Agora, calculamos a funcdo nos limites do intervalo de y:
F(2)=16x2+2x%x2%2=32+8=40
F(0O)=16x0+2x0%2=0

E a diferenca corresponde ao resultado da integral dupla no intervalo desejado:

2 4
] f(e—x+y).dxdy=40—0=4o
0 Y0

Inversao da ordem de integracao
Sabia que podemos inverter a ordem de integracao?

A integral dupla corresponde a um volume, ou seja, de certa forma, estamos calculando o produto
comprimento x largura x altura. Se multiplicarmos primeiro comprimento x altura e depois multiplicarmos
pela largura isso dara o mesmo resultado que se multiplicarmos primeiro largura x altura e depois
multiplicarmos pela altura, certo?

No cdlculo da integral, temos uma situacao similar. Quando os intervalos forem constantes, isto é, quando
os intervalos forem nimeros e nao fungdes de uma variavel, podemos simplesmente inverter a ordem das
integrais:

Vs rXs Xs Ys
j f f(x,y).dxdy =f f f(x,y).dy dx
Vi Yx; xi Yyi

Em que x; e x, sdao os limites inferior e superior (constantes) de x; e y; e y; sdo os limites inferior e superior
(constantes) de y. Nessa situagao, dizemos que os limites correspondem a uma regiao retangular:

A
| |
1 1
Ys—=q—=———- T~
| |
| |
I I
I I
I I
Yi—|m1m————~ ==
} } >
X; Xs
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Em relagdo ao exemplo que vimos anteriormente, temos:

2 4 4 .2
f f (6—x+y).dxdy=f f (6—x+y).dydx
0 Y0 0 YO0

Isso porque a regido de integracdo corresponde ao seguinte retangulo:

Para ilustrar, vamos calcular o resultado da integral dupla a direita, pois ja calculamos o resultado da intergal
dupla a esquerda (igual a 40).

Comecamos pela integral interna, em relagao a y (considerando x constante). Desconsiderando inicialmente
os limites, temos:

f(6—x+y).dy=j-6.dy—fx.dy+fy.dy

Calculando cada integral em separado:

j6.dy=6jdy=6y

y0+1
fx y xfy y=XX G =y
1+1 2
I R SR A
fy'dy_fy'dy 1+1 2

Juntando tudo, temos:

2
f(6—x+y).dy=6y—xy+y7

Aplicando os limites de y, quais sejam y; = 0 e y; = 2:
2
J (6 —x+y).dy =F(2)—-F(0)
0

22
F(2)=6X2-xX2+—=12-2x+2=14-2x
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02

F(0)=6X0-xx0+—=0

Logo:

2
f (6—x+y)dy=14—-2x—-0=14 - 2x
0

)

V TOME
NOTA!

Como a integral interna foi uma integral em relagao a y, obtivemos como resultado uma
funcdo de x, como vimos anteriormente:

Funcdo de x

22 f G y).dy dx

Agora, precisamos integrar esse resultado em relagdo a x. Desconsiderando inicialmente os limites do
intervalo, temos:

f(14—2x).dx=j14.dx—]2x.dx

0+1
f14.dx=14fx°.dx=14x =14.x
0+1
x1+1 xZ
. = 1. = X = X —= 2
fodx 2fx dx =2 171 2 > X

Logo:
f(14 —2x).dx = 14x — x?
Aplicando os limites da integral, temos:
4
f (14 — 2x).dx = F(4) — F(0)
0

F(4) =14 x4 — 42 =56 — 16 = 40

F(0)=14x0-0%2=0
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E assim concluimos que o resultado da integral dupla é:

4 2
f f(6—x+y).dydx=40—0=40
0 YO0

Que é o mesmo resultado que haviamos obtido anteriormente.

No entanto, é importante ressaltar que quando os limites da integral de uma integral sdao descritos como
uma fungao de uma outra variavel, precisaremos trabalhar um pouco esses limites antes de inverter a ordem.

Suponha uma integral dupla com os seguintes limites:

2 1
f f,y).dxdy
0 Jy/2

Note que o limite inferior da integral interna, em relagdo a x, é uma fungdo de y, x; = % Considerando que

o limite superior de x é igual a 1, enquanto y varia entre o e 2, a regido de integracdo corresponde a seguinte
regido, que é triangular e ndo retangular:

y I
o 4

N

.
ol

1 X

Para reordenar essa integral dupla, ndo basta inverter a ordem das integrais, isto é, deixar a integral em
relacdo a x como a integral externa, com os mesmos limites, porque os limites da integral externa ndo podem
ser uma fungdo de outra variavel. Logo, precisamos transformar os limites em fung¢ao de y da integral em
relagdo a x em limites em funcao de x para a integral em relagdo a y.

Para isso, o primeiro passo é isolar y na fungdo x = %;

x = Y -y =2x
2
Como % é o limite inferior de x, temos:
y
X=2=-oy<2x
2
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De fato, podemos observar no grafico acima que a regido hachurada corresponde aos valores de y abaixo
da reta. Assim, encontramos o limite superior de y, y; = 2x.

O limite minimo de y continua sendo y; = 0, como consta na integral dupla original, assim como o limite
superior de x, x; = 1.

O novo limite inferior de x pode ser calculado pela relagdao x = % para o valor minimo de y indicado na

integral dupla original, qual seja y; = 0, logo:

Esse valor minimo de x também pode ser observado diretamente a partir do grafico. Logo, a integral
desejada corresponde a seguinte integral:

fo 2 yl/zf(x,y).dx dy = f 1 fo " y).dy dx

#Dieq Do, Prof

*

Note que para calcularmos os limites da integral dupla com a ordem das variaveis invertida,
nao dependemos do integrando (f (x,y)).

E por que preciso saber como inverter a ordem da integral dupla?

Primeiro, porque essa pergunta pode cair na sua prova. Segundo, porque essa técnica pode ajuda-lo a
resolver integrais. Suponha a seguinte integral, por exemplo:

2 1
f f cos(x?).dxdy
0 Jy/2

. 1 . I ~ .
Aintegral de dentro fy/z cos(x?) . dx é bem dificil de calcular. Ento, para resolver essa integral dupla, vamos

inverter a ordem de integracao.

Sabemos que ao inverter a ordem de integracdo, obtemos a seguinte integral dupla:

1 2x
f f cos(x?).dydx
0 Jo
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Como a integral de dentro é uma funcdo de y, entdo o integrando cos(x?) é considerado uma constante:

2x 2x 112%
f cos(x?).dy = cos(xz).f y%dy = cos(x?) IyTl = cos(x?) (2x — 0) = 2x cos(x?)
0 0 0
Agora, passemos para a integral externa, em relag3o a x:
1
f 2x cos(x?) dx
0

Para calcular essa integral, vamos substituir x2 por u. Assim:

du d(x?)

- dx =2x - du=2x.dx

E os limites [0, 1] para x se tornam, em relagdoau = x?:
x=0 - u=0%=0
x=1-> u=1*=1

. . 1
Assim, a integral fo 2x cos(x?) dx se torna:

1
f cos(u)du = [sen(u)]} = sen(1) — sen(0) = sen(1)
0
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RESUMO DA AULA

Limite

Valor da fun¢do quando x tende a a: lim f(x)
xX—a
Forma de calcular: substituir o valor do limite no lugar de x

. . 0 00 . . . ~
e Quando o resultado for indeterminado Jou, fugir da indeterminagao

o Para x — oo, dividir cada termo pela maior poténcia de x do denominador;

o Demais casos: simplificar a expressdo utilizando produtos notdveis, encontrando as raizes ou
substituindo as variaveis (vVx — y)

o Casos extremos: L'"Hopital (derivar o numerador e o denominador): lim o _ lim [1x)
x-a 9(x)  x-a g9'(x)

Assintota: quando a funcdo se aproxima de uma reta sem intercepta-la
e Assintota Vertical: quando a fung¢do tende a infinito ou menos infinito para determinado valor de x:
lim f(x) =
x—=a
e Assintota Horizontal: quando a funcdo tende a determinado resultado quando x tende a infinito:
Jim f(x)=a
Condicao de existéncia de limite: limites laterais iguais
Fungdes Continuas: Limite existe e é igual ao valor da fungdo para todos os pontos do intervalo

e Limite pode ser infinito em um ou ambos os extremos do intervalo

Derivada

f - f(xo + Ax) = f(x0)

—(xp) = lim

d
dx Ax—0 Ax

Taxa de variagdo da fungdo / inclinagdo da reta tangente

e ' > 0:fungdo crescente no ponto
e f' < 0:fungdo decrescente no ponto
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Derivada de 2a ordem (derivar a fungdo 2 vezes): concavidade

e " > 0:concavidade para cima
e f" < 0:concavidade para baixo

Pontos criticos (maximo ou minimo da func¢do): igualar derivada a zero
Principais Regras de Derivagao:

. N d(x™ _
Derivada de uma poténcia de x: % =n.x""1, paran # 0

. d
e Derivada de uma constante % =0

e Quando multiplicamos um termo por uma constante, a derivada é multiplicada pela constante

e Aderivada de e* é ela mesma

e Derivada de In x; 20 _ 1
dx x
e Derivada das razdes trigonométricas: d[%r;(x)] = cos (x) e d[%i(x)] = —sen (x)

Regra da Cadeia (fungdes compostas): W =g (f() X f'(x)
Derivadas parciais: para fungdes com mais de uma varidvel f(x,y)

e Analisar uma variavel de cada vez: a outra é considerada constante

Integral
Operac3o contraria da derivada / Area entre a func3o e o eixo x no intervalo

Principais Regras de Integracao:

xn+1

e Integral de uma poténcia de x: [ x™. dx = paran # —1

n+1’
o Paran=—1:f§dx=lnx

e Quando multiplicamos um termo por uma constante, a integral é multiplicada pela constante

e Alintegral de e* é ela mesma

e Integral das razdes trigonométricas: [ cos (x) dx = sen(x) e [ sen (x) dx = — cos(x)

e Integral por partes: [u.dv =u.v — [v.du

Teorema Fundamental do Célculo: f:f(x). dx = F(b) — F(a)

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 129
www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Integracao Numérica: integral de fungdes aproximada por drea sob fun¢des conhecidas

b-a)®

F@)+r®) (b
12

. —a), Erro: |E7| <

e Regrado Trapézio: I = .xr;_rhall)l()] If" (x)]

e RegradeSimpson: I = g[f(a) +4.f(m) + f(b)], comm = aZLbe h = bz;a

Aplicagdes do Calculo Integral:

e Comprimento do Arco: L = f:,/l + [f'(x)]?dx
e Area de Superficie de Revolugdo: A = 2.m. f;sf(x).,/ 1+ [f'(x)]?dx
e Volume do Sélido de Revolugao:

o Meétodo do Disco: V =m f;s[f(x)]z. dx
o Método da Arruela: V =1 [°([f (x)]* — [g(x)]?). dx
Integrais multiplas: para fungdes com mais de uma variavel [ [ f(x,y).dx dy

e Integrar de dentro para fora
e Uma variadvel de cada vez: a outra é considerada constante
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QUESTOES COMENTADAS — CESPE

Limites

1. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Acerca da fungdo f(x) = arctg x, que é a fungdo inversa de g(x) = tg(x),

T m . . o
para —— <x <z, julgue os itens a seguir.

Aretay = —g € uma assintota horizontal ao grafico de f.

Comentarios:

Por defini¢do, a arctg(x) é a fungdo inversa da fungdo tangente tg(x), para —g <x< g

A funcdo tangente possui assintotas verticais x = —g ex = g, poistg(x) = ii:g; e cos (-_i- g) =0.

Além disso, o grafico da func¢do inversa f~! de uma fungdo f é obtido a partir do grafico de f pela reflexdo
sobre a linha y = x, que transforma linhas verticais em linhas horizontais.

Assim, as assintotas verticais x = ig paray = tg(x) correspondem nesta reflexdo as assintotas horizontais
y = ig para x = arctg(y).

Gabarito: Certo.

2. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Considere, em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, as
seguintes informag6es acerca de uma fungao y = f (x):

(a) D = dominio da fungdao f = R ——-1,1

(b) f é continua em todos os pontos de seu dominio;

(c) sua segunda derivada, f", é positiva em todo o seu dominio;

(d) sua primeira derivada, f’, se anula somente em x = 0;

(e) lim f(x) =1, lim f(x) =1, lim f(x) =+, lim f(x) =+, lim f(x) = +oo, lim f(x) =
x—+00 X——00 x-—1" x—>—17t x—1~ x—1t

+o0o0,

Com base nessas informacgoes, julgue os itens a seguir.

As retas x = 1 e x = -1 sdo assintotas verticais para a fungao f.

Comentarios:

Uma reta de equacgdo x = a, sendo a um numero real, € uma assintota vertical do grafico de uma funcdo real
de variavel real se pelo menos um dos limites laterais de , quando x tende para o valor de a for um
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infinitamente grande, ou seja, se e so se for verificada pelo menos uma das condi¢des: lim f(x) = o ou
x-a~

lim f(x) = too.

x—at

Conforme a propriedade (e), o que se verifica é exatamente a ocorréncia das condi¢des necessdrias para a
existéncia de assintotas em x =1 e x = -1, pois lim f(x) = +o, lim f(x) = 4o, lim f(x) = 4+,
x—>—1" x—>—1% x—>1~

lirI_LF f(x) = +oo. Portanto, a assertiva esta correta.
X—

Gabarito: Certo.

3
3. (CESPE/DETRAN-PA/2006) O valor de lim Z22 ¢igual a:

a) 0.

Comentarios:
Nessa questdo, basta substituirmos -1 no limite:

*+x+5 (“1DP+(=1D+5

lim =
x--1 4 — 7x2 4 —7(—1)2
_ —-1—-1+45
o 4-7
_ +3
- -3
=-1
Gabarito: D.
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QUESTOES COMENTADAS — CESPE

Derivadas

1. (CESPE/PGE-PE/2019) No item a seguir, é apresentada uma situagdo hipotética, seguida de uma
assertiva a ser julgada, a respeito de maximos e minimos de fung¢des, da regra de trapézio para calculo
aproximado de integrais e de analise combinatéria. Uma caixa, sem tampa superior, deve ter a forma de
um paralelepipedo reto-retingulo, de base quadrada e volume igual a 4.000 cm3. A espessura do material
a ser utilizado para a confecgdo dessa caixa é desprezivel.

Nesse caso, para a confeccao da caixa com as referidas especificagcdes, serdo necessarios, pelo menos, 1.200
cm? de material.

Comentarios:

Nessa questdo, vamos usar o conceito de derivada para calcular a area minima necessaria do material em
questdo. Sabemos que o volume serd igual a 4.000 e que a caixa tem base quadrada, logo, temos que:

V(b, k) = bh = 4000

Assim, podemos representar a altura da caixa em funcdo da base:

Além disso, também podemos expressar a area do material utilizando os valores da base e da altura, que é
constituida pela base e quatro paredes laterais. Vejamos:

A(b, k) = b? + 4bh

Vamos colocar tudo em funcao da base:

5 4000
A(b) = b +4b< - )
16.000
AW) = b+ (——)
b
Agora, podemos encontrar a drea minima necessaria, que ocorre quando a derivada da funcdo da drea se
anula:
, 16.000
A(b)zzb—( = ):o
16.000
2b = %
b3 = 8.000
b =20
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Portanto, a drea minima ocorre quando a base é 20

16.000)

A(2 =22<
(20) = 207 + (==

A(20) = 400 + 800 = 1.200
Logo, a area minima é 1.200.

Gabarito: Certo.

2. (CESPE/PGE-PE/2019) Julgue os préximos itens, relativos a fungdo f(x,y) = 4 + cos(x + y), para (x, y)
restritos ao dominio0 < x <2me0 <y < 2m.

A fungdo f(x,y) tem infinitos pontos criticos em seu dominio.

Comentarios:

Para encontrar os pontos criticos, precisamos derivar a fungdo f(x,y) e encontrar os pontos em que a
derivada é igual a zero:

f&) = —sen(x +y) =0
Agora, precisamos descobrir em que situagbes a fungdo sen(x + y) é igual a zero:
sen(x+y)=0

Temos as seguintes solu¢des possiveis:

x+y=0
x+y=1n
x+y=2m
x+y=3m
xX+y=4n

Para cada solucao, temos infinitos pontos x, y que satisfazem as condi¢cdes encontradas:

y=—x
y=—-x+1m
y=—x+2m
y=—x+3m
y=-—x+4n

Gabarito: Certo.

3. (CESPE/PGE-PE/2019) A respeito da fung¢do f(x) = x* — 8x? + 12,em que —© < x < o, julgue o item
a seguir.
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Os minimos locais da fungdo y = f(x) estdo localizados nos pontos de abcissas x; = —2 e x, = 2, que
também sdo pontos de minimo absoluto; o ponto de abcissa x; = 0 é de maximo local, mas ndao de maximo
absoluto.

Comentarios:

Para encontrar os minimos e maximos locais, devemos derivar a fungdo f(x) e encontrar os pontos em que
a derivada se anula. A derivada é

fl(x) =4x3—-16x=0

4x3 —16x =0
4x(x*—4)=0
x=0
x2—4=0
x—2)(x+2)=0
x =42
x =2
Agora, com o auxilio da derivada segunda, vamos verificar se sdo minimos ou maximos:
f'"(x) =12x2-16=0
f"(x) =12 x (—=2)?2 =16 = 32 (f"(x) > 0, ponto de minimo absoluto)
f"(x) =12%x0%2—-16 = =16 (f""(x) >0, ponto de maximo local)
f"(x) =12 %22 —-16 = 32 (f"(x) >0, ponto de minimo absoluto)

Por ultimo, devemos verificar se sdo pontos de minimo absoluto e maximo local. Para isso, podemos testar
alguns valores ou, havendo viabilidade, representa-los de forma grafica. Vejamos o comportamento dessa
funcao:
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-10

Gabarito: Certo.

4. (CESPE/PGE-PE/2019) A respeito da fungdo f(x) = x* — 8x% + 12,em que — < x < o0, julgue o item
a seguir.

No sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, a reta de equagado y + 12x = 17 é tangente ao grafico
da funcdo y = f(x) no ponto de abcissa x = -1.

Comentarios:
Vamos encontrar a derivada da fungdo f (x):

f'(x) = 4x3 — 8 X 2x = 4x3 — 16x

Agora, precisamos do coeficiente de inclinagao da reta tangente no ponto x = -1:

m=f(-1)=4x(-1)3—-16 x (1) = -4 + 16 = 12

Em seguida, precisamos identificar o ponto em que a reta tangente toca o eixo y. No pontox=-1,y =5:

fD=(C-D*-8x(-1)*4+12=1-8+12=5

Sabendo disso, podemos encontrar equacdo da reta tangente:

y=mx+b»b

a EsFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 136
www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

5=12(—1)+b
5=—12+b
b=17

y=12x+17

Gabarito: Errado.

5. (CESPE/PGE-PE/2019) A respeito da fungdo f(x) = x* — 8x2% + 12,em que —© < x < o, julgue o item
a seguir.

No intervalo -2 < x < 0, essa funcao é crescente.

Comentarios:

No intervalo analisado, a funcdo parte de um ponto de minimo absoluto (-2) para um ponto de maximo local
(0). Portanto, a funcdo é crescente nesse intervalo.

Gabarito: Certo.

6. (CESPE/ABIN/2018) Considerando a fungdo f: D —» R, em que f(x) = x3 —3x* + 10 parax € D = {x €
R| — 2 < x < 3}, julgue o item a seguir.

Para a fungdo f, x = 0 é um ponto de mdaximo local que também é de maximo absoluto.

Comentarios:

Para identificar se x € um ponto de maximo, temos que derivar a fungdao que nos foi apresentada e verificar
em quais pontos a derivada se anula:

f'(x) = 3x% — 6x

Vejamos em quais pontos a derivada é nula:

3x2 —6x =0
x=0
x=2

Agora, por meio da derivada segunda, vamos verificar se sdo pontos de maximo ou minimo:
f'(x) =6x—6
f'(0) = —6 (f'(0) < 0, ponto de maximo)
f'(2) = 6 (f'(2) > 0, ponto de minimo)
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Finalmente, vamos analisar os valores do dominio, para verificar se os pontos identificados sdo de
maximo/minimo local/absoluto. Vejamos:

f(x) = x3 —3x2 + 10
f(x) = (=2)3 —=3(=2)*+10 = -8 — 12 + 10 = —10
fo) = (=1)*—3(=1)?+10=-1-3+10=6
f(x) = (0)3 = 3(0)% + 10 = 10
f) =(1)?—3(1)?+10=1-3+10=8
f) = (23 —3(2)?+10=8-12+10 = 6
fx) = (3)3 —3(3)2+10 =27 — 27 + 10 = 10

Portanto, no dominio especificado, x = 0 € um ponto de maximo local que também é de maximo absoluto,
pois o maior valor é 10.

Gabarito: Certo.

7. (CESPE/ABIN/2018) Considerando a fungdo f: D — R, em que f(x) = x3 —3x* + 10 parax € D = {x €
R| — 2 < x < 3}, julgue o item a seguir.

A funcdo f muda a concavidade de negativa, ou para baixo, para positiva, ou para cima, em x = 1.

Comentarios:

Para verificar quando a concavidade deixa de ser negativa e passa a ser positiva, devemos encontrar o ponto
em que a derivada segunda da fung¢do f(x) se anula:

f'(x) =6x—6
6x—6=0
x=1
Portanto, a funcdo f muda a concavidade de negativa, ou para baixo, para positiva, ou para cima, em x = 1.

Gabarito: Certo.

8. (CESPE/IFF/2018)
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Ay -'ﬁ-']'-}
) L. i)
SxH- === i
0 a=x, b=x, -.,=

—
h=b-a,h=x-x,

A figura precedente ilustra a regra do trapézio, um método de integracao numérica que aproxima a area
sob o grafico da fungao f(x) pela drea de um trapézio, em um intervalo [a, b] contido no dominio da fungado.
Nessa aproximacdo, o erro ET é estimado na forma | Er| < [h® /12] max xe(a,b) [f'(X)],emqueh=b-aéo
comprimento do intervalo [a, b] e f'(x) é a derivada segunda de f(x).

Tendo como referéncia essas informagoes, assinale a opg¢ao que apresenta a estimativa do erro Er para a
funcdo f(x) = —x2 em um intervalo [a, b] contido no semieixo positivo Ox.

a) | Er| <[(b—a)* /2] xa™
b) | Er| <[(b—a)*/2] xa*
c) | Er| <[(b-a)’ /6] x b*
d) | Er | <[(b—a)?/2] x b*
e)| Er| <[(b-a)®/12] xa™

Comentarios:

Nessa questdo, inicialmente, temos que descobrir a derivada segunda da fun¢do f(x) = —x~2.
10 = (D) x (-x) = 2x7

fre) =3 x 2x3 ) =—-6x7"

O mddulo da derivada segunda, f"(x) = —6 x~*, tem valor maximo quanto mais se aproxima de x = 0; isto
é, quanto mais préximo do valor de a, conforme podemos ver no grafico a seguir:
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20

10

-50 -40 -30 -20 -10 ‘W ( 10 20 30 40 50

-40

Finalmente, podemos substituir os valores na expressdo | Er|<[h> /12] max xea, b) |f"(X)|:

3
S

SEania

Gabarito: A.

9. (CESPE/Pref. Sdo Luis/2017)

Texto 11A3CCC Em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, considere a fungao f, definida
da seguinte forma:

f(x) = x, para 0 £ x < 10; e f(x) = 8, para x 2 10.

A derivada, f '(x), da fungdo f apresentada no texto 11A3CCC pode ser calculada para diversos valores x do
dominio da f. Dessa forma, f '(x) sera expressa por

a)f'(x)=1, para0<x<10; ef'(x) =0, para x >10.
b)f'(x) =1, para0<x<10; ef'(x) =0, para x 210.
c)f'(x)=1,para0<x<10;ef'(x) =0, parax>10.
d)f'(x)=1, para0<x<10; ef'(x) =0, para x 210.
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e)f'(x) =1, para0<x<10; ef'(x) =0, para x 210.

Comentarios:
Quando x > 10 a fungdo f(x) é constante, portanto, sua derivada é nula.
Quando x < 10, a fungdo f(x) é de primeiro grau:
fx)=x
Portanto,
fl) =1
Quando x = 10, a fungdo f(x) apresenta um ponto de descontinuidade, portanto, ndo é derivavel.

A Unica alternativa que desconsidera o ponto de descontinuidade é a letra A, portanto, é a nossa alternativa
correta.

Gabarito: A.

10. (CESPE/ANAC/2012)

a a, a, a, a, b X

A figura acima apresenta parte do grafico de uma fungdo polinomial y = f(x) definida em toda aretareal.
Sabe-se que somente nos pontos (a;,f(a;)), comi =1, 2, 3,4 e 5, as retas tangentes ao grafico sdo parelalas
ao eixo das abscissas, e a derivada de f(x) ndo se anula em nenhum ponto fora do intervalo [a, b].

A partir dessas informacgoes e com base no grafico apresentado, julgue os itens que se seguem.

A derivada de f(x) tem pelo menos trés raizes reais e distintas.

Comentarios:

A derivada de f(x) tem pelo menos cinco raizes reais e distintas, que sdao os pontos em que a derivada se
anula (a reta fica paralela ao eixo de x).
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d !

i " ae

Gabarito: Certo.

11. (CESPE/ANAC/2012) Para produzir o tecido utilizado na cobertura dos bancos de passageiros de avides,
determinada companhia utiliza dois tipos diferentes de fibras, denominadas fibra | e fibra Il. Considere
que afungdo C(x,y) = 24x? + 20y*- 32xy-40x- 56y + 250 represente o custo de produgdo, em reais,
de um metro desse tecido, em fungao da utilizagdao de x metros da fibra | e y metros da fibra Il. Com base
nessas informacoes, julgue os itens subsequentes.

2c(xy) _
dax0y =—32

Afuncdo C(x, y) é continua em todos os pontos do plano R? e
Comentarios:

A questdo pede a derivada parcial de segunda ordem mista em relagdo as varidveis x e y. Para calcular essa
derivada, vamos primeiro derivar a fungdo C(x,y) em relagdo a x:

aC(x,y)
———— =24 X2x+0-32y-40-0+0
dx
aC(x,y)
———— = 48x-32y-40
0x x Y
. ac(x,y) ~ L.
Agora, vamos derivar Q5. &m relagao a variavel y:
0%C(x,
J=0—32—0=—32
dxdy

Uma fungao é continua em todos os pontos do plano R? quando é derivavel em todos os pontos desse plano,
que é o caso da fungdo C(x,y), como acabamos de ver.

Gabarito: Certo.

12. (CESPE/SEPLAG-DF/2008)
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a b oz

A figura acima ilustra os graficos das fungdes f e g, em que f é uma funcao derivavel e g é uma fungao
linear. A partir desses graficos, julgue os itens seguintes.

A funcdo f tem ponto critico no intervalo [a, b].

Comentarios:

Os pontos criticos de uma fungdo sdao os pontos em que a derivada (taxa de varia¢do) dessa funcdo se torna
zero. Ha sim um ponto critico na funcdo f(x), justamente no ponto mais alto da parabola:

A

fi®

g(x)
A —
a b X
Gabarito: Certo.
13. (CESPE/SEPLAG-DF/2008)
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A figura acima ilustra os graficos das fungdes f e g, em que f é uma funcao derivavel e g é uma fungao
linear. A partir desses graficos, julgue os itens seguintes.

— fb)-f(a) _ g(b)-g(a)

Para algum numero real c tal que a < ¢ < b, tem-se que f'(c) b—a b—a

Comentarios:

Como f(x) é derivavel em todos os pontos de seu dominio, sempre haverda um ponto c, tal que a inclinacdo

. e b)- . . .
da reta no ponto c seja igual a inclinagdo da reta g(x), representada por %. Vejamos isso graficamente:

A

Gabarito: Certo.

14. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Considere, em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, as
seguintes informagdes acerca de uma fungao y = f (x):

(a) D = dominiodafungdo f = R ——-1,1
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(b) f é continua em todos os pontos de seu dominio;

(c) sua segunda derivada, f", é positiva em todo o seu dominio;

(d) sua primeira derivada, f', se anula somente em x = 0;

(e) lim f(x) =1, lim f(x) =1, lim f(x) =+, lim f(x) =+, lim f(x) = +o, lim f(x) =
x—+00 XxX——00 x—>—1" x—>-1% x-1~- x—-1t

+o0,

Com base nessas informacgoes, julgue os itens a seguir.

O grafico da fungdo ndo possui pontos nos quadrantes 3.2 e 4.9.

Comentarios:

O enunciado explicita o comportamento da func¢do apenas quando x se aproxima de -1 e 1 e ao se afastar do
eixo y, mas ndo o especifica em x=0.

Além disso, a questdo diz que deve haver um ponto de minimo local, dado que a primeira derivada se anula
em x=0 e a segunda é positiva em todo o dominio.

Assim, podemos imaginar o minimo local em qualquer ponto (0,y).

A
H-co

7777777777777777777777 [N S s

Portanto, ndo podemos afirmar que a funcdo ndo possui pontos nos quadrantes 3.2 e 4.9,

Gabarito: Errado.

15. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Considere, em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, as
seguintes informagoes acerca de uma fungdo y = f (x):

(a) D = dominio da fungdao f = R ——1,1
(b) f é continua em todos os pontos de seu dominio;

(c) sua segunda derivada, f", é positiva em todo o seu dominio;
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(d) sua primeira derivada, f’, se anula somente em x = 0;

(e) lim f(x) =1, lim f(x) =1, lim f(x) =+, lim f(x) =+, lim f(x) = +oo, lim f(x) =
x—+00 X——00 x—>—1" x—>—17t x—-1~ x—-1t

+o0,

Com base nessas informacgoes, julgue os itens a seguir.

Em x =0, a fungdo f tem um ponto de minimo local.

Comentarios:

A questdo especifica que a fungdo possui ponto de minimo local, pois a primeira derivada se anula em x=0 e
a segunda é positiva em todo o dominio. O ponto de minimo local pode estar localizado em qualquer ponto

(0,y).

Gabarito: Errado.

16. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Considere, em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, as
seguintes informagdes acerca de uma fungao y = f (x):

(a) D = dominiodafungdo f = R ——-1,1

(b) f é continua em todos os pontos de seu dominio;

(c) sua segunda derivada, f", é positiva em todo o seu dominio;

(d) sua primeira derivada, f’, se anula somente em x = 0;

(e) lim f(x) =1, lim f(x) =1, lim f(x) =+, lim f(x) =+, lim f(x) = +oo, lim f(x) =
x—+00 X——00 x—->—1" x—>-17% x—-1~ x—1t

o0,

Com base nessas informacgdes, julgue os itens a seguir.

A fungdo f'(x) é estritamente crescente.

Comentarios:

A guestdo diz que deve haver um ponto de minimo local, dado que a primeira derivada se anulaem x=0 e a
segunda é positiva em todo o dominio. O ponto de minimo nos diz que hd um momento em que a funcao
decresce até atingir o minimo, para, depois, voltar a crescer.
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4 _T==

1
—

Gabarito: Errado.
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QUESTOES COMENTADAS — CESPE

Integrais

1. (CESPE/PGE-PE/2019) No item a seguir, é apresentada uma situagdo hipotética, seguida de uma
assertiva a ser julgada, a respeito de maximos e minimos de fung¢des, da regra de trapézio para calculo
aproximado de integrais e de andlise combinatdria.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

v(t) |20 20 25 20 15 20 20 25 30 25 20

Um observador mediu a velocidade v(t), em metros por segundo, de um mével, entre os instantes t = Os
e t = 10s, e anotou os dados na tabela a seguir.

. . . 10 - .
Se entre t = 0s e t = 10s o mével tiver percorrido S = fo v(t) dt metros, entdo, depreende-se do calculo

dessa integral pela regra do trapézio que § < 230 m.

Comentarios:

Pela regra do trapézio, a integral é calculada por meio da soma das areas de trapézios, utilizando a férmula
b+B)xh
P

, em que a altura esta representada no eixo x e as bases estdo representadas no eixo y.

Velocidade

N 4N

15

10

Portanto, nossa integral sera:
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10
Szf v(t) dt
0
_(20+20)x1+(20+25)><1+(25+20)><1+(20+15)><1+(15+20)><1

2 2 2 2 2
204+20)x1 (204+25)x1 (254+30)x1 (30+25x1 (25+20)x1
+( ) +( ) +( ) +( ) +( )
2 2 2 2 2
Reorganizando os termos, temos que:
S—10+2x20+2x25+2x20+2><15+2x20+2x20+2x25+2x30+2><25+10
N 2 2 2 2 2 2 2 2 2
S=10+20+25+20+154+20+20+25+30+25+ 10
S=1220m

Gabarito: Certo.

2. (CESPE/PGE-PE/2019) Julgue os proximos itens, relativos a fungdo f(x,y) = 4 + cos(x + y), para (x,

restritos ao dominio0 < x <2me0 <y < 2m.

y)

O volume de um sélido compreendido entre o grafico da fungdo z = f(x,y) e o plano xOy é inferior a 144

unidades de volume.

Comentarios:

Nessa questdo, temos que calcular a integral dupla da fungdo f(x,y) na regido definida, 0 < x < 2me 0 <

y < 2m.

2T 2T
V= j f(x,y) dxdy
0 0

2 2T
V=J j 4 + cos(x +y) dxdy
o Jo
Inicialmente, vamos trabalhar apenas com a integral interna:

2T
J 4 + cos(x + y)dx = [4x + sen(x + y)]3"
0
2T
j 4+ cos(x+y)dx =[4 % 2m + sen(2m + y)] — [4 X 0 + sen(0 + y)]
0
2T
j 4 + cos(x + y)dx = 8w + sen(2m + y) — sen(y)
0

2T
j 4 + cos(x + y)dx = 8w + sen(y) — sen(y)
0
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21
f 4+ cos(x +y)dx = 8m
0

Agora, vamos levar essa expressdo para nossa integral original:

2T
V=8| dy=[ylf"
0

21
V=f 8rdy =8n X2mr—8n X0
0

2T 2T
V= f f 4 + cos(x + y) dxdy = 16m?
o Jo

V =16 x 3,14%> = 157,75
Portanto, a drea é superior a 144m?.

Gabarito: Errado.

3. (CESPE/IFF/2018) Para uma fungio f(x), continua no intervalo [0, 6], sdo conhecidos os seguintes valores:
f(0) = 0, f(1) = 3, f(2) = 8, f(3) = 15, f(4) = 24, f(5) = 35 e f(6) = 48. Nesse caso, a area da regido abaixo do
grafico de f(x), acima do eixo das abscissas e entre x = 0 e x = 6, calculada por integracdo numérica pela
regra do trapézio, é igual a

a) 109.
b) 133.
c) 218.
d) 266.
e) 623.

Comentarios:

Pela regra do trapézio, a integral é calculada por meio da soma das areas de trapézios, utilizando a férmula

A= (b+B)Xh, em que a altura estd representada no eixo x e as bases estdo representadas no eixo y.
6 0+3 3+8 8+ 15 15 + 24 24 + 35 35+ 48
ff(x)dxz x1+ X1+ X1l+————X14+—X14+—xX1
0 2 2 2 2 2 2

f6 (e 3438 8F15 15424 24435 35448
JJ@de=5+— 2 2 2 2

Reorganizando os termos, temos:
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f6 (e L33, 88 15+15 24424 35435 48

JJ@de=— 2 2 2 2 2
fﬁ 0 _2><3+2x8+2><15_|_2><24+2x35_|_24
S @de=— 2 2 2 2

6
ff(x)dx=3+8+15+24+35+24
0

6
ff(x)dx=3+8+15+24+35+24
0

6
f f(x)dx =109
0

Gabarito: A.

4. (CESPE/ABIN/2018) A respeito de aproxima¢do numérica de integrais definidas, julgue o item
subsequente.

O valor aproximado da integral da fungdo f(x) = sen 2x, no intervalo [0, t/2], calculado pela regra de Simpson
usando-se um Unico arco da parabola que passa pelos pontos de abscissas x =0, x = /4 e x = /2, é igual a
/3.

Comentarios:

Aregra de Simpson resulta da integracao da funcao f(x) no intervalo [a, b] a partir da aproximacao polinomial
de segundo grau de Lagrange, com pontos igualmente espagados a,bec=a+h,onde h = (b -a)/2.

A integral desejada serda dada por:
S =(f@+4xf(c)+f(b)) x (h/3)
Calculando os termos dessa formula:

h_n/2—0_1'[
2 4

f(a) = f(0) =sen(2x0) =sen(0) =0
f(c) =f(m/4) =sen(2 xw/4) = sen(m/2) =1
f(b) =f(m/2) =sen(2 xm/2) =sen(m) =0

Agora, vamos substitui-los na formula de Simpson:

S =0+4x1+0)x(/4/3)
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S(f) = 4 x (n/12) = 7/3

Portanto, a drea é igual a /3.

Gabarito: Certo.

5. (CESPE/SEDF/2017)

4 y(em km)

B

L

0 X {em km)

Um fazendeiro proprietario de 18 km? de terras resolveu reparti-las entre seus dois filhos. Para tal,
representou suas terras em um sistema cartesiano de coordenadas ortogonais xOy, em que o km é a
unidade de medida em ambos os eixos. Nesse sistema de referéncia, a fazenda corresponde a um triangulo
de vértices A(0, 9), B(0, 18) e C(4, 9), conforme apresentado na figura precedente. Para fazer a divisao, ele
vai usar uma cerca que, no modelo, sera paralela ao eixo y, ou seja, uma reta de equagao x = k, em que k
é uma constante.

A respeito dessa situagao hipotética, julgue o préximo item.
Se f(x) for a fungdo linear da reta que passa pelos pontos B e C, entdo a area da propriedade pode ser

determinada por f04f(x) dx.

Comentarios:

A drea de integral em relacdo a x, com x variando de 0 a 4, é igual a drea do tridngulo mais a drea do retangulo
9x4 abaixo dele.
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4 y(em km)

B

L%

0 x (em km)

Portanto, a integral é igual ao retangulo mais o triangulo dado por:

A= (9x4) + (?) = 54.

Gabarito: Errado.

6. (CESPE/SEDF/2017)

) 30 cm L
3 = [=
o o
- =
X cm; X Cm
= 5
by E
= E
] H
E E
L L]
T = a
Figura |
T
=
=
v

A=X CIT—e

Figura 11

Uma caixa retangular sem tampa sera construida a partir da retirada de 4 quadrados de lado x cm de
comprimento dos cantos de uma folha de papeldao retangular de dimensées 30 cm x 20 cm, conforme
mostra a figura | precedente. A figura Il representa a caixa, apds dobrarem-se as abas perpendicularmente
a folha. O paralelepipedo reto (sem uma das faces) obtido tem altura de x cm.

A partir dessa situacao, julgue o item a seguir.
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Se A(x) é o valor da drea da base da caixa (paralelepipedo), em que A(0) = 600 cm? é o valor da area da folha

antes da retirada dos quadrados, entdo f03A(x) dx > 1.400.

Comentarios:

Podemos expressar o valor da drea da base da caixa, A(x), com relacdo aos lados do retangulo, excluindo

duas vezes o valor de x, por conta das laterais da caixa:
A(x) = (30 — 2x) x (20 — 2x)
A(x) = 30 x 20 — 60x — 40x + 4x?
A(x) = 600 — 100x + 4x?

Agora, basta integrar a fun¢do que descreve a area da base com relacdo a varidvel x:
3 3
f A(x)dx = f (600 — 100x + 4x?) dx
0 0

100x2  4x3]°

600x — 5 +3

3
j (600 — 100x + 4x2) dx =
0

0

3

3
3
f (600—100x+4x2)dx=600><3—50><32+4><?
0

3
j (600 — 100x + 4x2) dx = 1.800 — 450 + 36
0

3
f (600 — 100x + 4x?) dx = 1.386
0

Portanto, a area é inferior a 1.400.

Gabarito: Errado.

7. (CESPE/SEE-AL/2013)

=

4L

A figura acima, ilustrada em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, em que a unidade de

medidas é o centimetro, foi escolhida para compor a logomarca de uma escola. Essa logomarca

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital)
www.estrategiaconcursos.com.br

154
196



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

corresponde a uma regido no plano cartesiano limitada pelos graficos das fungdes y = f(x) =28 - 7/25 x> e
y = g(x) =5/2 x - 1/40 x3, para x no intervalo [ -10, 10]. Tendo como referéncia essa logomarca, julgue o
item.

A area da figura é superior a 370 cm2 .

Comentarios:

Nessa questdo, a area é calculada como a integral da diferenca entre as duas fungdes. A fungdo f(x)
representa a parabola na parte superior da logomarca, enquanto a funcdo g(x) representa o detalhe na parte
inferior. Portanto, temos que encontrar:

10 10

10
[fx)—g]dx= | flx)dx—| gk)dx
-10 -10

—-10

Calculando a integral f_lfof(x) dx:

10f(x)alx = flo [28——x ]dx
-10

-10
310

10 7x
fx)dx = I28x - —

75

7 X
=128 x 10 —

103 7 x (—10)3
: l— l28 X (=10) = ——=—— l

7000 7000
= 280 - =| - |-280

= [280 — 93,33] —[-280 + 93,33]

= 186,67 — [—186,67]
= 373,33

Calculando a integral f_lfog(x) dx:

f_mg(x)dx—fw[zx——x ]dx

10

10 1
f (x)dx—[ x% ——x*
g 2 160" |4,

5
. 2 _ 41 _ |= _ 2
_[4><10 160 xlo] [4><( 10) 160><( 10)]
500 10. 000] [500 10.000
160 160
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= [125 — 62,5] — [125 — 62,5] = 0

Por fim, temos que jogar esses valores na nossa integral:

10 10 10
[fx)—g]dx= | f(x)dx—]| gk)dx
-10 -10

~10
10

[f(x) —g(x)]dx =373,33—-0
~10

f PG — (0] dx = 373,33

-10

Gabarito: Certo.

8. (CESPE/CPRM/2013) Tendo em vista que, em determinado més de 31 dias, a precipita¢do pluvial média

diaria em uma localidade é representada, em mm, P(t) = 25~ (t-16)% para t de 1 a 31, julgue os itens
subsequentes.

. s . .- n . 31
Considerando que a precipitagdo pluvial média total nesse més se expressa pela integral | L P(t) dt,
entdo essa precipitacao total sera inferior a 800mm.

Comentarios:

~ . 31 g . .
A questdo pede o resultado da integral fl P(t) dt. Contudo, dificilmente alguém conseguiria calcular essa
integral no momento da prova, tendo em vista que ndo é uma integral trivial. Isso nos levaria a crer que deve

haver um outro método para resolver a questao, certo?

Pois bem, primeiro devemos analisar o valor maximo da fun¢ao de precipitacdo, que ocorre quando t=16:

P(t) = 25~ (t-16)°

P(t)ZZSXm

1

1
P(16) =25 x =25X—5=25Xx=-=25
e 1

e(16—16)2

Vejamos o grafico da funcdo de precipitacao:
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oL
ravy

20

15

10

Observamos, portanto, que a funcdo de precipitacdo é sempre inferior a 25, logo, podemos afirmar que:

31
f P(t)dt <31 x25
1

31
f P(t)dt <775
1

Portanto, sem calcular a integral apresentada no enunciado, conseguimos concluir que a assertiva é
verdadeira.

Gabarito: Certo.

9. (CESPE/ANAC/2012)

d !

a a, a, a, a, b X
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A figura acima apresenta parte do grafico de uma fungao polinomial y = f(x) definida em toda aretareal.
Sabe-se que somente nos pontos (a;,f(a;)), comi =1, 2, 3,4 e 5, as retas tangentes ao grafico sdo parelalas
ao eixo das abscissas, e a derivada de f(x) ndo se anula em nenhum ponto fora do intervalo [a, b].

A partir dessas informacgoes e com base no grafico apresentado, julgue os itens que se seguem.

No intervalo [a, b], o valor da integral de f(x) corresponde a area entre o grafico de f(x) e o eixo das
abscissas, e entre as retas verticais a e b.

Comentarios:

No intervalo [a, b], o valor da integral de f(x) corresponde a area liquida entre o grafico de f(x) e o eixo
das abscissas, e entre as retas verticais a e b.

Como a fungdo f(x) possui valores negativos, a area (em laranja, no grafico a seguir) calculada por meio da
integral resulta em um valor negativo, reduzindo a parte positiva (em azul). Assim, o que temos é a area
liquida, e ndo a area total.

X

+ + + +  + A+

A assertiva estaria correta se f(x) > 0 no intervalo [a, b].

Gabarito: Errado.

10. (CESPE/ANAC/2012) Para produzir o tecido utilizado na cobertura dos bancos de passageiros de avides,
determinada companhia utiliza dois tipos diferentes de fibras, denominadas fibra | e fibra Il. Considere
que a fungdo C(x,y) = 24x% + 20y%*- 32xy-40x- 56y + 250 represente o custo de produgdo, em reais,
de um metro desse tecido, em fungao da utilizacao de x metros da fibra | e y metros da fibra Il. Com base
nessas informagoes, julgue os itens subsequentes.

O valor da integral dupla ffR C(x,y)dxdy - em que R é a seguinte regido do plano: R = (x,y) € R%:0 <
x<2e0<y<2-ésuperiora750.
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Comentarios:
A questdo pede o valor da integral dupla da fungdo C(x,y) naregidoR: 0 < x <2e 0 <y < 2. Aintegralem
questdo é a seguinte:
2 2
ff C(x,y)dxdy = f f(24x2 + 20y?-32xy - 40x-56y + 250)dxdy
R 00

Primeiro, vamos resolver apenas a integral interna, em relagdao a x. Depois que encontrarmos o resultado
dessa integral, vamos resolver em relagao a y. Vejamos:

2
.[(24x2 + 20y2-32xy - 40x- 56y + 250)dx
0

Tudo o que for referente apenas a varidvel y deve ser tratado como constante, assim temos:

) 2
+ 20xy?-——= -——-56xy + 250x

0
= [8x3 + 20xy?-16x2y - 20x%-56xy + 250x]3
=[8x234+20%X2Xy?-16X2%2xy-20X2%2-56X2Xy+ 250 X 2]
= [64 + 40y?- 64y —80- 112y + 500]
= 40y%- 176y + 484

Vejam que a nossa integral interna resultou em uma funcdo de y. Agora, vamos resolver nossa integral
externa com base na fungao obtida:

2
j(40y2— 176y + 484)dy
0

2

40y3  176y?
= A 4 + 484y
3 2
0
40 x 23 176 x 22
= — + 484 x 2
3 2
40 X 8
= [ — 352 + 968]
= 320 + 616
3
= 106,67 + 616
= 722,67

Portanto, nossa integral dupla se resumir a realizacao do procedimento de integragdo duas vezes.

Gabarito: Errado.
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11. (CESPE/TJ-ES/2011) Julgue o item abaixo sabendo que sen (0) = cos(1t/2) = 0, que [ sen(x)dx =
—cos(x) e que [ cos(x)dx = sen(x).

Para que a fungdo f(x,y) = k X sen (@) definidapara 0 <x <1, 0 <y <1, seja uma densidade

conjunta de probabilidade, é necessario que k sejaigual a 1/8 m2.

Comentarios:

Para que uma funcdo seja considerada como uma func¢do de densidade de probabilidade, a area do grafico
abaixo dessa fun¢do deve ser 1. Portanto, temos que calcular a integral dupla da fungdo f(x,y) na regido
mencionada e verificar o valor de k para que a area seja igual a 1. Vejamos:

1

fff(x,y)dxdy= jkasen (M) dxdy
00 0

0

Primeiro, vamos resolver apenas a integral interna, em relacdo a x. Depois que encontrarmos o resultado
dessa integral, vamos resolver em relagdo a y. Vejamos:

1
f k X sen (M) dx
2
0
Para essa integral, vamos aplicar uma substituicao de varidvel, chamaremos tudo que estd dentro da func¢ao
seno de u:
TX(x+7y)
— =
Os limites da nova integral sdo:
T
x=0- >Y

T
x=1—>E(y+1)

Nosso dx também deve ser substituido:

Tdx=d
—dx =du
2
2
dx =—du
T
Assim, a integral interna passa a ser:
1 ( ) %(y+1)
TX(x+y 2k
j k xsen| ———=)dx = — .[ sen(u)du
2 T
0 Ty
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Dessa forma, temos que:

Agora, vamos jogar essa fungao de y na integral externa:

1 1 1
2k n 2k n( +0))|ay = 2k d j‘Zk n( +1)|d
7Tcos 7Tcoszy y = 7Tcos y 7Tcoszy y

0 0 0

Vamos resolver a primeira integral, fol 2k [cos ( )] dy:
1 1
Zk ]d kf (Tl’ )d
- cos y = cos > y)dy
0 0
Vamos aplicar a substituicdo:
n —
27 =Y
Calculando os novos limites da integral:
y=0-w=0
1 T
= - = —
y w )
Substituindo dy:
“dy=d
2=
dy =—d
y - w
Assim, chegamos a integral do cosseno:
V3
2
2k
=— cos(w) dw = f cos(w)dw
0 0
4k T
= — [sen(w)]2
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Vamos agora para a segunda integral:

1

12k 2k
f7lcos (g(y + 1)>l dy = ?f cos (g (y+ 1)> dy
0

0

Aplicamos a substituicao:

T
E(y +1)=w
Calculamos os novos limites:
T
y=0-w= 5
y=1-w=m
Encontramos o novo dy:
—dy =dw
2
dy = ;dw
Jogamos essas informacdes na integral:
T
2k 2

4k [
=— | cos(w)—dw = —Zf cos(w)dw
T T n? )

2

N

-= [sen(w)lE

2
4k
=gz l0-
4k
= Tw

Dessa forma, concluimos que:
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2 2

fjf(x,y)dxdy - i—k - (—ﬁ) _ %

Para ser uma funcdo de densidade de probabilidade, o valor dessa integral deve ser 1:

8k

Fraa

k="
8

Gabarito: Certo.

12. (CESPE/TRE-ES/2011) Acerca da fungdo f(x) = exp(—x), julgue o item abaixo.

A integral improépria fjooof(x) dx é convergente.

Comentarios:
Uma integral imprépria do tipo ffooof(x) dx é convergente quando f_ooof(x) dx e fooof(x) dx convergem.

Sendo f uma funcdo integravel em [a, b] para todo b > a, faoof(x) dx = gim f;f(x) dx. Se o limite existe

e é um numero real, dizemos que a integral imprdpria converge. No caso de o limite ndo existir ou ndo ser
finito, dizemos que a integral imprépria diverge.

Sendo f uma func¢3o integravel em [a, b] para todo a > b, f_bwf(x) dx = lim f:f(x) dx. Novamente, se
a——oo

o limite existe e € um numero real, dizemos que a integral imprdpria converge. No caso de o limite ndo existir
ou nado ser finito, dizemos que a integral imprdpria diverge.

Assim, teremos que verificar duas situagdes:

o) b
e *dx = lim e *dx
0 b=co J,

0 0
e X*dx = lim e *dx
—0 a—>—0oo a

Na ultima definicdo dizemos que a integral impropria converge quando ambas as integrais do segundo

b
J e *dx
a

membro sdo convergentes.

Faremos a substituicdo:

a ESFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 163
www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

—-XxX=u
Os novos limites sao:
xX=a - u=-a
xX=b > u=->b
Substituindo dx:
—dx =du
dx = —du

Chegamos a integral:

b -b b
j e ¥dx = f et (—du) = —f etdu = —[e*]2h = —e™? — (—e™9)
a —-a —-a
b ) 11
e¥dx=—-e"+e ' =——-—
a ed e
Verificando os limites:
[Ce*dx=lim [ e*dx==—-=1-0=1(Converge)
0 booo -0 el e*®
e
O o xgx=tlim Pe*dyx=——-L_ L1 _0w_1= i
[ e ¥dx= al_L)r_noo J e Fdx = —5— 25— 55 = ©— 1=+ (Diverge)

Portanto, a integral diverge parax < 0.

Gabarito: Errado.

13. (CESPE/TRE-ES/2011) Considerando a fungdo f(x,y) = In(x? — y? + k), em que k é uma constante
real, julgue os préximos itens.

Considere f(x,y) = In(x? — y? + 4) definida no quadrado [0; 1] x [0; 1]. Entdo

1 x 1 1
Of f fxy) dydx = f yf fx,y) dxdy

Comentarios:

A integral dupla a esquerda esta sendo calculada naregido 0 < x < 1e 0 <y < x, representada na figura
a seguir:
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<V

Ao alterarmos a ordem de integracdo, é como se invertéssemos o plano cartesiano. A regido de integracao
continua sendo a mesma, mas os eixos que trocam de lugar. Vejam que, agora, para calcularmos R em relacao
a0 eixo y, precisamos pegar a regido limitada entrex=ye x=1.

X =
XA e y
1 % .
R 7
P 1 y
Portanto, por estarem integrando a mesma regiao,
1 x 11
[ [ranaya=[ [ reoyyaxay
0 0 0y

Gabarito: Certo.

14. (CESPE/BASA/2010) Com relagdo ao calculo de probabilidades, julgue o item.

Ao se aplicar a regra de Simpson, com h = 1, para aproximar o resultado da integral fxzdx ,obtém-se um
erro de aproximacao igual a 0,01.

Comentarios:

A regra de Simpson resulta da integracdo da funcado f(x) no intervalo [a, b] a partir da aproximacao polinomial
de segundo grau de Lagrange, com pontos igualmente espagados a,bec=a+h,onde h = (b -a)/2.

A integral desejada sera dada por:
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S(f) = (f(@) +4x f(c) + f(B)) x (h/3)
Calculando os termos dessa formula:

h=1

f(@) =(0) =02 =0
f©)=f)=1>=1
f(b) = f(2) =22 =4

Aplicando na féormula de Simpson:
S =0+4x1+4)x(1/3)
S(f) =8x(1/3) =2,67

Agora, vejamos qual o valor da integral calculada pelo método tradicional:

2 X3 23 8
2dx = || == =2 =267
[eae=[3] %3

Portanto, o erro é zero.

Gabarito: Errado.

15. (CESPE/ANTAQ/2009) Um estudo foi realizado para avaliar a proporg¢do de carga perdida X nos
transbordos de cargas de granéis solidos. Sabe-se que a distribuicao da perda X segue uma distribuicdo
beta cuja densidade é dadaporf,emque 0 < x < 1,ea > 0eb > 0 sao os parametros desconhecidos
da distribuicdo, e B(a,b) = fol x%1(1 — x)P"1dx é chamada de fungio beta. Uma amostra aleatéria
simples X sera retirada dessa distribuicio de perdas. Considerando essa situagdo hipotética e as
informacdes apresentadas, julgue os itens que se seguem.

B(1,5) = B(5,1)

Comentarios:

Conforme o enunciado, devemos verificar se B(1,5) = B(5,1):

1
B(1,5) = f x171(1 —x)>tdx
0

1
B(1,5) = J (1—x)*dx
0
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Fazendo a substituicdo por u = 1 — x, temos que:

du = —dx

Os novos limites da integral sao:

Aplicando a substituicdo, ficamos com a integral:
0 us]’ 05 15\ 15 1
B1r5 = - 4d = — | =)= — = —
> flu “ lsL (5 5) 575

Agora, vamos calcular B(5,1):

B(5,1) = f x> (1 —x)dx

0

B(51)-f14d B [
A S )

Portanto, B(1,5) = B(5,1) = 1/5.

Gabarito: Certo.

16. (CESPE/ANAC/2009) Acerca da fungdo f(x) = xsenx; 0 < x < m, julgue os itens seguintes.

A drea da regido compreendida entre o graficode y = f(x); 0 < x < m e o eixo x é inferior a w unidades
de area.

Comentarios:

Para calcular a area da regido compreendida entre o grafico de y = f(x) e o eixo x, devemos calcular a
integral de fx senx dx na regido mencionada na questdo, 0 < x < .

Para a resolucdo dessa integral, vamos utilizar a técnica de integracdo por partes, chamando x de u e

sen(x)dx de dv:
Judv=uv—jvdu

Fazendo a substituicdo de x por u:

u=»x
du = dx
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Fazendo a substituicdo de sen(x)dx por dv:

dv = sen(x)dx

fdv = fsen(x)dx

v = —cos(x)

Substituindo essas expressdes na integral por partes:

fudv=uv—fvdu

fx (senx dx) = x X (—cos(x)) — f(—cos(x)) dx
f x (senx dx) = —x cos(x) + J cos(x) dx

j x senx dx = —x cos(x) + senx + C

Calculando a integral na regiao solicitada:

f 7tx senx dx = [—x cos(x) + senx]y
0
fnx senx dx = (—n cos(m) + sen(rt)) — (—O cos(0) + Sen(O))
0
fnxsenxdx =(nx(-1)+0)—-(-0x1+0)
0

T
f xsenxdx =1
0

Portanto, a area ndo é inferior a .

Gabarito: Errado.

17. (CESPE/ANAC/2009) Acerca da fungdof (x) = xsenx; 0 < x < 1, julgue os itens seguintes.
Sabendo-se que o volume do sélido obtido, ao se girar o grafico da funcdo y = f(x) em torno do eixo x, é dado

4
U P . , . b4 .
porV =m fo f(x)?dx é correto afirmar que V é superior a - unidades de volume.

Comentarios:

Para responder a questdo, temos que calcular o volume de um sélido de revolucao por meio da férmula

apresentada na questdo:
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V= nf”f(x)zdx
0

s
V= nf x? (senx)?dx
0

Para a resolucdo dessa integral, vamos utilizar a técnica de integragdo por partes, chamando x? de u e

fudv=uv—fvdu

u=2x

du = 2xdx

sen?(x)dx de dv:

Fazendo a substituicdo de x por u:

Fazendo a substituicdo de sen(x)dx por dv:

dv = sen?(x)dx

fdv = fsenz(x)dx

x sen(2x)

2 4

Substituindo essas expressdes na integral por partes:

fudv=uv—fvdu

fxz (senx)?dx = x? <; - @) - J (; - @) X 2xdx

x3 x?x sen(2x)> _ f <2x2 _2x X sen(Zx)) i

2 2. — [ _
fx (senx) dx—(2 2 > 2

fxz (senx)zdx _ (x?_ x? X sen(2x)> 3 j‘ (xz _XX%TL(ZX)) o

2 xxsen(Zx)) dx

Novamente, vamos usar a técnica de integragdo por partes para resolver [ (x .

f (xz - M) dx = f(xz)dx - %f x X sen(2x) dx

2
f , XX sen(2x) p x3 1] (22 d
Xt = X =——=| x Xsen(zx X
2 3 2
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Mais uma vez, utilizamos a integragao por partes para resolver fx X sen(2x) dx:

x X cos(2x
fx X sen(2x) dx = % + = > f cos(2x) dx

x X cos(2x
fx X sen(2x) dx = T() + Zsen(Zx)

.. 2 xxsen(2x) .
Voltando a integral [ (x — )dx.
x X sen(2x x3 1
f(xz —%)dx =?—ij x sen(2x) dx

Agora, sabemos que [ x X sen(2x) dx = M + - sen(Zx) Logo,

3
f(xz _“%n(m)dx :%_%<_M+4sen@x>)

2
, XX sen(2x) B x_3 x X cos(2x) 1
f(x — dx = 3 +—4 85en(2x)

Voltando a integral [ x? (senx)?dx:

fx (senx)?dx = (% _ x? % Sen(zx) f <x2 x X sen(zx)> ”

) 2
sz (senx)?dx = (E - XX sen(2x)> (

x°  xX cos(Zx) 1
- — —sen(2
2 S — 85en( x))
f 2 Ve = x3 x?xsen(2x) x3 xXcos(2x) N 1 (2%)
x? (senx)’dx = — 7 5 7 - sen(2x
fﬂ 2 Ydx = x3 x?xsen(2x) x3 xXxcos(2x) N 1 (2%)
Ox senx)*dx = | = 7 5 7 = sen(2x
3 7w?Xxsen(2m) w3 7 X cos(2m)
S - s e— gsen(Zn)
03 O0m?xsen(2x0) 03 0xcos(2x0) + (2x0)
> Z 3 2 g sen

_7T3 0 3 T[X1+O (0]
B 3 4

(]
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=

T . . T
ComoV = nfo x? (senx)?dx, ainda precisamos multiplicar esse resultado por m:

S o«
—T*\%6 "1
nt w2
V=
6 4

Gabarito: Errado.

18. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) A partir da integral I = foz V4 — x2dx, julgue os itens que se seguem.

A substituicdo x = 2 X sen t, no integrando de |, resultaque I = 2 X fg[l — cos t]dt.

Comentarios:
Vejamos o que aconteceria se fizéssemos a substituicio mencionada na questao:
x=2Xsent
O dx da integral inicial seria substituido por:
dx =2 Xcostdt
Os limites originais passariam a ser:
x=0-2Xxsent=0
sent =20

t=0

x=2-o2Xsent=2

sent=1
T

t=-
2

Assim, chegariamos na seguinte integral:

n
f2J4—(ZXSent)2 (2 X costdt) =
0

T

JZ\/AL—ALX(sent)2 (2 X cos t dt)
0
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f7J4(1 — Senz(t)) (2 X cos t dt)
0

Nesse ponto, vamos utilizar a identidade geométrica sen?(t) + cos?(t) = 1:

s
2

f 2 X +/cos?(t) (2 X cos t dt)
0

N

f 4 X costX costdt
0

Portanto, chegariamos a seguinte integral:

T

2
4 xf cos?(t) dt
0

Gabarito: Errado.

19. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) A partir da integral I = foz V4 — x2dx, julgue os itens que se seguem.

O volume do solido obtido ao se girar, de 3602, a regidao compreendida entre o grafico da fungdo y =

. . . L 4 .
V4 — x2,para0 < x < 2, o eixo Ox e o eixo Oy, em torno do eixo Oy, é igual a 3 X I unidades de volume.

Comentarios:

O volume de um sélido de revolucdo em relacdo ao eixo Oy é calculado por meio da férmula:

b
v=r | rord

Primeiro, precisamos encontrar f(y):

y =+/4 — x?
y2:4__x2
x2=4_y2

f)=x=4-y?

Os limites da integral para o eixo Oy s3o:

x=0->y=2
x=2-y=0
Portanto,
0<y<?2

Substituindo f(y)? pela expressdo dada na quest3o, teremos:
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V=mxX
V=TL'X(8—§>
24 -8
V=7r><< 3 )

l6m

3

/1 ~ 2 16m
Portanto, o volume do sdlido de revolugdo é IV = -

Agora, vamos verificar qual o valor de I. Ja sabemos que:

2 L
2
sz \/4—x2dx=4><f cos?(t) dt
0 0

Usando a identidade cos?(t) = ”%S(Zt):

%1+cos(2t)
I=4-><f — dt
0 2

Vamos quebrar essa integral em duas partes:
Y Y
12 12
I =4x —f dt+—f cos(2t) dt
2Jo 2Jo

T 1 sen(Zt)%
|

1
I =4x|=[t]?
2[]°+ 2

1/[sen (2 X %) B sen(2 x 0)

I=4 1(” 0) +
= X —_— — —
2\2 2 2 2
w1 (sen(mw) sen(0)
= X | — —_ —
=4 <4+2< 2 2

173
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Portanto, V = ?1.

Gabarito: Errado.

20. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) A partir da integral I = foz V4 — x2dx, julgue os itens que se seguem.

O volume do solido obtido ao se girar, de 3602, a regidao compreendida entre o grafico da fungdo y =

1
(4 — x%)z, para0 < x < 2, 0 eixo Ox e o eixo Oy, em torno do eixo Oy, é igual a w X I unidades de volume.

Comentarios:

O volume de um sélido de revolugao é calculado por meio da férmula:

2
V= rtf f(x)?%dx
0

Substituindo f(x)? pela expressdo dada na quest3o, teremos:
2 1N 2
V=1r><f ((4—x2)1) dx
0
2 1
V=7r><j (4 —x®)2dx
0

2
V=1r><f V4 — x? dx
0

V=mnxlI

Gabarito: Certo.

21. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) A partir da integral I = foz V4 — x2dx, julgue os itens que se seguem.

O grafico da funcdo integranda, no intervalo considerado, representa a parte, no primeiro quadrante, da
circunferéncia de centro (0, 0) e raio 2 e, portanto, | = m unidades de area.

Comentarios:
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E exatamente isso. O grafico da funcdo V4 — x2, no intervalo de 0 a 2, representa o primeiro quadrante de
uma circunferéncia de raio 2 centrada na origem do plano cartesiano. Devemos lembrar que a equacdo de
uma circunferéncia é dada por:

(x—x)?+ @ —y)? =r?
Comoy = m, temos que:
y2 =4 — x?
x2+y?2=4
(x—0)%+ (y—0)? =2

Portanto, como a area de uma circunferéncia é A = m X r2, temos que a area do primeiro quadrante
equivale a 1/4 da area total:

TX1r? mx2%2 x4

As—y— == = 77

Gabarito: Certo.
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QUESTOES COMENTADAS - FGV

Limites

1. (FGV/AL-RO/2018) A fungio

_x3—x2—7x+3
Y= x—3

nao esta definida para x = 3. O limite dey quandox - 3 é
a) 11.
b) 12.
c) 13.
d) 14.
e) 15.

Comentarios:

A condicdo para aplicacao da regra de L'Hospital é a seguinte: encontramos um limite dado pela divisdo de
duas fungdes, uma f(x) e uma g(x), em que as duas, individualmente, sdo derivdveis. Quando x tende a um
determinado valor, chegamos a uma indeterminagdo 0/0, ou infinito/infinito, independente do sinal.

Aregra diz que, quando essa indeterminacao existir, o limite dessa expressao vai ser igual ao limite da divisdo
entre a derivada da funcdo de cima, f'(x), sobre a derivada da funcdo de baixo, g’(x). Claro, a derivada de g(x)
ndo pode ser igual a zero.

Vejamos agora o que aconteceria se apenas substituissemos o valor 3 no lugar de x:

x3—x?>—7x+3

;lgns x—3
x3—x2—7x+3_33—32—7><3+3_27—9—21+3_30—30_0
x—3 B 3-3 B 0 0 0
Portanto, chegariamos a uma indeterminacdo. Vamos aplicar a regra de L'Hospital:
o ox3—x2—-7x+3  3x2-2x—7 3%Xx9-2%x3-7
lim = lim = =14
X—3 x—3 x—3 1 1
Gabarito: D.
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LISTA DE QUESTOES — CESPE

Limites

1. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Acerca da fungdo f(x) = arctg x, que é a fungdo inversa de g(x) = tg(x),

T T . o o
para —— <x <z, julgue os itens a seguir.

Aretay = —g € uma assintota horizontal ao grafico de f.

2. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Considere, em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, as
seguintes informagdes acerca de uma fungao y = f (x):

(a) D = dominio da fungdao f = R — —1,1

(b) f é continua em todos os pontos de seu dominio;

(c) sua segunda derivada, f", é positiva em todo o seu dominio;

(d) sua primeira derivada, f’, se anula somente em x = 0;

(e) lim f(x) =1, lim f(x) =1, lim f(x) =+, lim f(x) =+, lim f(x) = +oo, lim f(x) =
x—+00 X—>—00 x—->—1" x—>-1t x—-1~ x—1t

o0,

Com base nessas informacgdes, julgue os itens a seguir.

As retas x = 1 e x = -1 sdo assintotas verticais para a fungao f.

3. (CESPE/DETRAN-PA/2006) O valor de lim ’f_*Tx; é igual a:

a) 0.

b)

c)1

d)-1
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GABARITO - CESPE

Limites
1. CERTO 2. CERTO 3. LETRAD
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LISTA DE QUESTOES — CESPE

Derivadas

1. (CESPE/PGE-PE/2019) No item a seguir, é apresentada uma situagdo hipotética, seguida de uma
assertiva a ser julgada, a respeito de maximos e minimos de fung¢des, da regra de trapézio para calculo
aproximado de integrais e de analise combinatéria. Uma caixa, sem tampa superior, deve ter a forma de
um paralelepipedo reto-retingulo, de base quadrada e volume igual a 4.000 cm3. A espessura do material
a ser utilizado para a confecgdo dessa caixa é desprezivel.

Nesse caso, para a confeccao da caixa com as referidas especificacOes, serdo necessarios, pelo menos, 1.200
cm? de material.

2. (CESPE/PGE-PE/2019) Julgue os préximos itens, relativos a fungdo f(x,y) = 4 + cos(x + y), para (x, y)
restritos ao dominio0 < x <2me0 <y < 2m.

A fungdo f(x,y) tem infinitos pontos criticos em seu dominio.

3. (CESPE/PGE-PE/2019) A respeito da fungdo f(x) = x* — 8x? + 12,em que —© < x < o, julgue o item
a seguir.

Os minimos locais da fungdo y = f(x) estdo localizados nos pontos de abcissas x; = —2 e x, = 2, que
também s3o pontos de minimo absoluto; o ponto de abcissa x3 = 0 é de maximo local, mas ndo de maximo
absoluto.

4. (CESPE/PGE-PE/2019) A respeito da fungdo f(x) = x* — 8x% + 12, em que —o0 < x < o, julgue o item
a seguir.

No sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, a reta de equacdo y + 12x = 17 é tangente ao grafico
da funcdo y = f(x) no ponto de abcissa x = -1.

5. (CESPE/PGE-PE/2019) A respeito da fungdo f(x) = x* — 8x? + 12,em que —© < x < o, julgue o item
a seguir.

No intervalo -2 < x < 0, essa funcao é crescente.

6. (CESPE/ABIN/2018) Considerando a fungdo f: D —» R, em que f(x) = x> —3x? + 10 parax € D = {x €
R| — 2 < x < 3}, julgue o item a seguir.

Para a fungdo f, x = 0 é um ponto de mdaximo local que também é de maximo absoluto.
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7. (CESPE/ABIN/2018) Considerando a fungdo f: D — R, em que f(x) = x> —3x%> + 10 parax €D = {x €
R| — 2 < x < 3}, julgue o item a seguir.

A func¢do f muda a concavidade de negativa, ou para baixo, para positiva, ou para cima, em x = 1.

8. (CESPE/IFF/2018)

P
S --===

0 a=x, b=x, x

. -
h=b-a,h=x-x,

A figura precedente ilustra a regra do trapézio, um método de integracao numérica que aproxima a area
sob o grafico da fungao f(x) pela drea de um trapézio, em um intervalo [a, b] contido no dominio da fungao.
Nessa aproximacdo, o erro ET é estimado na forma | Er| < [h3 /12] max xe(a,b) [f'(X)],emqueh=b-aéo
comprimento do intervalo [a, b] e f'(x) é a derivada segunda de f(x).

Tendo como referéncia essas informagoes, assinale a opg¢ao que apresenta a estimativa do erro Er para a
funcdo f(x) = —x2 em um intervalo [a, b] contido no semieixo positivo Ox.

a) | Er| <[(b—a)* /2] xa™
b) | Er| <[(b—a)*/2] xa*
c) | Er| <[(b—-a)’ /6] x b*
d) | Er | <[(b—a)?/2] x b*
e)| Er| <[(b-a)®/12] xa™

9. (CESPE/Pref. Sdo Luis/2017)

Texto 11A3CCC Em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, considere a fungao f, definida
da seguinte forma:

f(x) = x, para 0 £ x < 10; e f(x) = 8, para x 2 10.

A derivada, f '(x), da fungdo f apresentada no texto 11A3CCC pode ser calculada para diversos valores x do
dominio da f. Dessa forma, f '(x) sera expressa por

a)f'(x)=1, para0<x<10; ef'(x) =0, para x >10.
b)f'(x) =1, para0<x<10; ef'(x) =0, para x 210.

c)f'(x)=1,para0<x<10;ef'(x) =0, para x >10.
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d)f'(x)=1, para0<x<10; ef'(x) =0, para x 210.
e)f'(x) =1, para0<x<10; ef'(x) =0, para x 210.

10. (CESPE/ANAC/2012)

d ;

A figura acima apresenta parte do grafico de uma fungdo polinomial y = f(x) definida em toda aretareal.
Sabe-se que somente nos pontos (a;,f(a;)), comi =1, 2, 3,4 e 5, as retas tangentes ao grafico sdo parelalas
ao eixo das abscissas, e a derivada de f(x) ndo se anula em nenhum ponto fora do intervalo [a, b].

A partir dessas informagdes e com base no grafico apresentado, julgue os itens que se seguem.

A derivada de f(x) tem pelo menos trés raizes reais e distintas.

11. (CESPE/ANAC/2012) Para produzir o tecido utilizado na cobertura dos bancos de passageiros de avides,
determinada companhia utiliza dois tipos diferentes de fibras, denominadas fibra | e fibra Il. Considere
que afungdo C(x,y) = 24x? + 20y?*- 32xy-40x- 56y + 250 represente o custo de produgio, em reais,
de um metro desse tecido, em fungao da utilizacao de x metros da fibra | e y metros da fibra Il. Com base
nessas informagoes, julgue os itens subsequentes.

2
A funcdo C(x, y) é continua em todos os pontos do plano R? e %;3’3’) = -32
12. (CESPE/SEPLAG-DF/2008)
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é | b X

A figura acima ilustra os graficos das fungdes f e g, em que f é uma funcao derivavel e g é uma fungao
linear. A partir desses graficos, julgue os itens seguintes.

A funcdo f tem ponto critico no intervalo [a, b].

13. (CESPE/SEPLAG-DF/2008)

a 7 b X

A figura acima ilustra os graficos das fungoes f e g, em que f é uma funcdo derivavel e g é uma fungao
linear. A partir desses graficos, julgue os itens seguintes.

Para algum numero real ctal que a < ¢ < b, tem-se que f'(c) = f(b;:z(a) = g(b;:‘z(a).

14. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Considere, em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, as
seguintes informagbes acerca de uma fungao y = f (x):

(a) D = dominiodafungdo f = R ——-1,1

(b) f é continua em todos os pontos de seu dominio;
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(c) sua segunda derivada, f", é positiva em todo o seu dominio;

(d) sua primeira derivada, f’, se anula somente em x = 0;

(e) lim f(x) =1, lim f(x) =1, lim f(x) =+, lim f(x)= 4o, lim f(x) = 4+, lim f(x) =
x—>+00 X—>—00 x—>—1" x—>-17t i x—-1t

+oo0,

Com base nessas informacgoes, julgue os itens a seguir.

O grafico da funcdo ndo possui pontos nos quadrantes 3.2 e 4.9,

15. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Considere, em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, as
seguintes informagdes acerca de uma fungdo y = f (x):

(a) D = dominioda fungdo f = R — —1,1

(b) f é continua em todos os pontos de seu dominio;

(c) sua segunda derivada, f", é positiva em todo o seu dominio;

(d) sua primeira derivada, f’, se anula somente em x = 0;

(e) lim f(x) =1, lim f(x) =1, lim f(x) =+, lim f(x) =+, lim f(x) = +oo, lim f(x) =
x—+00 X——00 x—>—1" x—>-1% x—-1~ x—1t

o0,

Com base nessas informacgdes, julgue os itens a seguir.

Em x =0, a fungdo f tem um ponto de minimo local.

16. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) Considere, em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, as
seguintes informagdes acerca de uma fungdo y = f (x):

(a) D = dominio da fungdao f = R ——-1,1

(b) f é continua em todos os pontos de seu dominio;

(c) sua segunda derivada, f", é positiva em todo o seu dominio;

(d) sua primeira derivada, f’, se anula somente em x = 0;

(e) lim f(x) =1, lim f(x) =1, lim f(x) =+, lim f(x) =+, lim f(x) = +o, lim f(x) =
x—+00 xX——00 x—>—-1" x—>-17t x—-1~ x—-1t

+o0.

Com base nessas informacgoes, julgue os itens a seguir.

A fungdo f'(x) é estritamente crescente.
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GABARITO - CESPE

Derivadas

1. CERTO 7. CERTO 13. CERTO

2. CERTO 8. LETRAA 14. ERRADO
3. CERTO 9. LETRAA 15. ERRADO
4. ERRADO 10. CERTO 16. ERRADO
5. CERTO 11. CERTO

6. CERTO 12. CERTO

a EsFCEx (Estatistica) Matematica (Calculo e Algebra Linear) - 2024 (P6s-Edital) 184

www.estrategiaconcursos.com.br 196




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

LISTA DE QUESTOES — CESPE

Integrais

1. (CESPE/PGE-PE/2019) No item a seguir, é apresentada uma situagdo hipotética, seguida de uma
assertiva a ser julgada, a respeito de maximos e minimos de fung¢des, da regra de trapézio para calculo
aproximado de integrais e de andlise combinatodria.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

v(t) | 20 20 25 20 15 20 20 25 30 25 20

Um observador mediu a velocidade v(t), em metros por segundo, de um mével, entre os instantes t = Os
e t = 10s, e anotou os dados na tabela a seguir.

. . . 10 - .
Se entret = 0s e t = 10s o mével tiver percorrido S = fo v(t) dt metros, entdo, depreende-se do calculo

dessa integral pela regra do trapézio que § < 230 m.

2. (CESPE/PGE-PE/2019) Julgue os préximos itens, relativos a fungdo f(x,y) = 4 + cos(x + y), para (x, y)
restritos ao dominio0 < x <2mwe0 <y < 2m.

O volume de um sélido compreendido entre o grafico da fungdo z = f(x,y) e o plano xOy é inferior a 144
unidades de volume.

3. (CESPE/IFF/2018) Para uma fungio f(x), continua no intervalo [0, 6], sdo conhecidos os seguintes valores:
f(0) = 0, f(1) = 3, f(2) = 8, f(3) = 15, f(4) = 24, f(5) = 35 e f(6) = 48. Nesse caso, a area da regido abaixo do
grafico de f(x), acima do eixo das abscissas e entre x = 0 e x = 6, calculada por integracdo numérica pela
regra do trapézio, é igual a

a) 109.
b) 133.
c) 218.
d) 266.
e) 623.

4. (CESPE/ABIN/2018) A respeito de aproxima¢do numérica de integrais definidas, julgue o item
subsequente.
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O valor aproximado da integral da funcdo f(x) = sen 2x, no intervalo [0, t/2], calculado pela regra de Simpson
usando-se um Unico arco da parabola que passa pelos pontos de abscissas x =0, x = /4 e x = /2, é igual a
/3.

5. (CESPE/SEDF/2017)

A (em km)

B

Y

0 X {em km)

Um fazendeiro proprietario de 18 km? de terras resolveu reparti-las entre seus dois filhos. Para tal,
representou suas terras em um sistema cartesiano de coordenadas ortogonais xOy, em que o km é a
unidade de medida em ambos os eixos. Nesse sistema de referéncia, a fazenda corresponde a um triangulo
de vértices A(0, 9), B(0, 18) e C(4, 9), conforme apresentado na figura precedente. Para fazer a divisdo, ele
vai usar uma cerca que, no modelo, sera paralela ao eixo y, ou seja, uma reta de equagao x = k, em que k
é uma constante.

A respeito dessa situagdo hipotética, julgue o préoximo item.

Se f(x) for a fungdo linear da reta que passa pelos pontos B e C, entdo a area da propriedade pode ser
determinada por f04f(x) dx.

6. (CESPE/SEDF/2017)
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Figura II

Uma caixa retangular sem tampa sera construida a partir da retirada de 4 quadrados de lado x cm de
comprimento dos cantos de uma folha de papelao retangular de dimensdes 30 cm x 20 cm, conforme
mostra a figura | precedente. A figura Il representa a caixa, apos dobrarem-se as abas perpendicularmente
a folha. O paralelepipedo reto (sem uma das faces) obtido tem altura de x cm.

A partir dessa situacao, julgue o item a seguir.

Se A(x) é o valor da drea da base da caixa (paralelepipedo), em que A(0) = 600 cm? é o valor da drea da folha
antes da retirada dos quadrados, entdo f03A(x) dx > 1.400.

7. (CESPE/SEE-AL/2013)

=

\/ ’
A figura acima, ilustrada em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais xOy, em que a unidade de

medidas é o centimetro, foi escolhida para compor a logomarca de uma escola. Essa logomarca
corresponde a uma regido no plano cartesiano limitada pelos graficos das fungdes y = f(x) =28 - 7/25 x2 e
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y = g(x) =5/2 x - 1/40 x3, para x no intervalo [ -10, 10]. Tendo como referéncia essa logomarca, julgue o
item.

A area da figura é superior a 370 cm2 .

8. (CESPE/CPRM/2013) Tendo em vista que, em determinado més de 31 dias, a precipitagdo pluvial média

diaria em uma localidade é representada, em mm, P(t) = 25e‘“‘16)2, para t de 1 a 31, julgue os itens
subsequentes.

. o« . . n . 3
Considerando que a precipitagio pluvial média total nesse més se expressa pela integral | L ! P(t) dt,

entdo essa precipitacdo total sera inferior a 800mm.

9. (CESPE/ANAC/2012)

d ;

A figura acima apresenta parte do grafico de uma fungao polinomial y = f(x) definida em toda aretareal.
Sabe-se que somente nos pontos (a;,f(a;)), comi =1, 2, 3,4 e 5, as retas tangentes ao grafico sdo parelalas
ao eixo das abscissas, e a derivada de f(x) ndo se anula em nenhum ponto fora do intervalo [a, b].

A partir dessas informagoes e com base no grafico apresentado, julgue os itens que se seguem.

No intervalo [a, b], o valor da integral de f(x) corresponde a area entre o grafico de f(x) e o eixo das
abscissas, e entre as retas verticais a e b.

10. (CESPE/ANAC/2012) Para produzir o tecido utilizado na cobertura dos bancos de passageiros de avides,
determinada companhia utiliza dois tipos diferentes de fibras, denominadas fibra | e fibra Il. Considere
que afungdo C(x,y) = 24x% + 20y2— 32xy-40x- 56y + 250 represente o custo de produg¢do, em reais,
de um metro desse tecido, em fung¢ao da utilizacao de x metros da fibra | e y metros da fibra Il. Com base
nessas informagoes, julgue os itens subsequentes.
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O valor da integral dupla ffR C(x,y)dxdy - em que R é a seguinte regido do plano: R = (x,y) € R%:0 <
x<2e0<y<2-ésuperiora 750.

11. (CESPE/TJ-ES/2011) Julgue o item abaixo sabendo que sen (0) = cos(1t/2) = 0, que [ sen(x)dx =
—cos(x) e que [ cos(x)dx = sen(x).

x(x+y)

Para que a fungdo f(x,y) = k X sen( ), definidapara 0 <x <1, 0 <y <1, seja uma densidade

conjunta de probabilidade, é necessario que k seja igual a 1/8 2.

12. (CESPE/TRE-ES/2011) Acerca da fungdo f(x) = exp(—x), julgue o item abaixo.

A integral imprépria fjooof(x) dx é convergente.

13. (CESPE/TRE-ES/2011) Considerando a fungdo f(x,y) = In(x? — y? + k), em que k é uma constante
real, julgue os proximos itens.

Considere f(x,y) = In(x? — y? + 4) definida no quadrado [0; 1] x [0; 1]. Entdo

14. (CESPE/BASA/2010) Com relagdo ao calculo de probabilidades, julgue o item.

Ao se aplicar a regra de Simpson, com h = 1, para aproximar o resultado da integral fxzdx ,obtém-se um
erro de aproximacdo igual a 0,01.

15. (CESPE/ANTAQ/2009) Um estudo foi realizado para avaliar a proporg¢do de carga perdida X nos
transbordos de cargas de granéis solidos. Sabe-se que a distribuicao da perda X segue uma distribuicao
beta cuja densidade é dadaporf,emque0 < x < 1,ea > 0eb > 0 sao os parametros desconhecidos

da distribuicdo, e B(a, b) = fol x%1(1 — x)P"1dx é chamada de fungdo beta. Uma amostra aleatéria

simples X sera retirada dessa distribuicio de perdas. Considerando essa situagdao hipotética e as
informacgdes apresentadas, julgue os itens que se seguem.

B(1,5) = B(5,1)

16. (CESPE/ANAC/2009) Acerca da fungdo f(x) = xsenx; 0 < x < m, julgue os itens seguintes.

A area da regido compreendida entre o graficode y = f(x); 0 < x < m e o eixo x é inferior a ™ unidades
de area.

17. (CESPE/ANAC/2009) Acerca da fungdof (x) = xsenx; 0 < x < 1, julgue os itens seguintes.
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Sabendo-se que o volume do sélido obtido, ao se girar o grafico da funcdo y = f(x) em torno do eixo x, é dado

4
U ; . , . b .
porV =m fo f(x)?dx é correto afirmar que V é superior a - unidades de volume.

18. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) A partir da integral I = fOZ V4 — x2dx, julgue os itens que se seguem.

A substituicdo x = 2 X sen t, no integrando de |, resultaque I = 2 X fOE[l — cos t]dt.

19. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) A partir da integral I = foz V4 — x2dx, julgue os itens que se seguem.

O volume do solido obtido ao se girar, de 3602, a regidao compreendida entre o grafico da fungdo y =

. . . L 4 .
V4 — x2,para0 < x < 2, o eixo Ox e o eixo Oy, em torno do eixo Oy, é igual a 3 X I unidades de volume.

20. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) A partir da integral I = foz V4 — x2dx, julgue os itens que se seguem.

O volume do solido obtido ao se girar, de 3602, a regido compreendida entre o grafico da fungdo y =

1
(4 — x%)z, para0 < x < 2, 0 eixo Ox e o0 eixo Oy, em torno do eixo Oy, é igual a w X I unidades de volume.

21. (CESPE/SEPLAG-DF/2008) A partir da integral I = foz V4 — x2dx, julgue os itens que se seguem.

O grafico da funcdo integranda, no intervalo considerado, representa a parte, no primeiro quadrante, da
circunferéncia de centro (0, 0) e raio 2 e, portanto, | = m unidades de area.
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GABARITO - CESPE

Integrais
1. CERTO 8. CERTO 15. CERTO
2. ERRADO 9. ERRADO 16. ERRADO
3. LETRAA 10. ERRADO 17. ERRADO
4. CERTO 11. CERTO 18. ERRADO
5. ERRADO 12. ERRADO 19. ERRADO
6. ERRADO 13. CERTO 20. CERTO
7. CERTO 14. ERRADO 21. CERTO
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LISTA DE QUESTOES - FGV

Limites

1. (FGV/AL-RO/2018) A fungio

_x3—x2—7x+3
Y= x—3

nao esta definida para x = 3. O limite dey quandox - 3 é
a) 11.
b) 12.
c) 13.
d) 14.
e) 15.
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GABARITO - FGV

Limites

1. LETRAD
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LISTA DE QUESTOES - FCC

Derivadas

1. (FCC/SABESP/2018) Para a determinagdo matematica da taxa de contaminagdo de um certo ambiente,
identificando seus maximos e minimos, ou seja, a determinagao da taxa de variagao instantanea de uma
fungao f em um ponto Xo utiliza-se o conceito de

a) seriagao.
b) integral.
c) derivada.
d) limite.

e) conservacgao.
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GABARITO - FCC

Derivadas

1. LETRAC
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PIRATARIA £ CRIME.

Mas é sempre bom revisar o porqué e como vocé pode ser prejudicado com essa pratica.

Professor investe seu tempo
para elaborar os cursos e o
site os coloca avenda.

Pirata cria alunos fake
praticando falsidade
ideoldgica, comprando

cursos do site em nome de
pessoas aleatdrias (usando
nome, CPF, endereco e telefone
deterceiros sem autorizacéo).

Pirata fere os Termos de Uso,
adulteraasaulaseretiraa
identificacio dos arquives
PDF (justamente porque a
atividade & ilegal e ele ndo
quer que seus fakes

sejam identificados).

Concurseiro(a) desinformado
participa de rateio, achando

que nada disso esta acontecendo
eesperando se tornar servidor
publico para exigiro
cumprimento das leis.

Pirata divulga ilicitamente
(grupos de rateio), utilizando-se
tlo anonimato, nomes falsos ou
laranjas (geralmente o pirata se
anuncia como formador de
"grupos solidarios” de rateio
fue ndo visam lucro).

Pirata compra, muitas vezes,
clonando cartdes de crédito
(por vezes o sistema anti-fraude
nao consegue identificar

o golpe a tempo).

Pirata revende as aulas
protegidas por direitos autorais,
praticando concorréncia desleal
e em flagrante desrespeito a

Lei de Direitos Autorais

(Lei 9.610/98).

0 professor gue elaborou o
curso nao ganha nada, o site
nio recebe nada, e a pessoa
que praticou todos os ilicitos
anteriores (pirata) fica

com o lucro.

Deixando de lado esse mar de sujeira, aproveitamos para agradecer a todos

que adquirem os cursos honestamente e permitem que o site continue existindo.




