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APRESENTACAO DO CURSO

Ol3, pessoal! Tudo bem?

E com grande satisfacdo damos inicio ao nosso curso de Estatistica!

Os professores Luana Brandao e Djefferson Maranhao ficardao responsdveis pela elaborac¢do do Livro
Digital.

Antes de continuarmos, vamos apresentar os professores do material escrito:

Luana Brandao: Oi, pessoal! O meu nome é Luana Brand3o e sou professora de Estatistica do Estratégia
Concursos. Sou Graduada, Mestre e Doutora em Engenharia de Producdo, pela Universidade Federal
Fluminense. Passei nos concursos de Auditor Fiscal (2009/2010) e Analista Tributario (2009) da Receita Federal
e de Auditor Fiscal do Estado do Rio de Janeiro (2010). Sou Auditora Fiscal do Estado do RJ desde 2010. Vamos
juntos nesse caminho até a aprovacio? (@ @professoraluanabrandao

Djefferson Maranhao: Ol3, caros alunos! Meu nome é Djefferson Maranhdo, sou professor de
Estatistica do Estratégia Concursos. Graduado e Mestre em Ciéncia da Computacdo pela Universidade Federal
do Maranhdo (UFMA). Desde 2015, sou Auditor da Controladoria Geral do Estado do Maranhdo (2015 - 52
lugar). Também exerci os cargos de Analista de Sistemas na UFMA (2010 - 12 lugar) e no TJ-MA (2011 - 1@
lugar). Sinto-me honrado em fazer parte de sua jornada rumo a aprovacao.

O material escrito em PDF esta sendo construido para ser sua fonte autossuficiente de estudos. Isso
significa que o livro digital sera completo e voltado para o seu edital, justamente para que vocé ndo perca o
seu precioso tempo procurando o conteldo que serd cobrado na sua prova. Ademais, sempre que
necessario, vocé podera fazer perguntas sobre as aulas no férum de duvidas. Bons estudos!

I
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AVISO IMPORTANTE!

;™ -

SE LIGA!

0l3, Alunos (as)!

Passando para informa-los a respeito da disposicao das questées dentro do nosso material didatico.
Informamos que a escolha das bancas, dentro dos nossos Livros Digitais, é feita de maneira estratégica
e pedagodgica pelos nossos professores a fim de proporcionar a melhor didatica e o melhor

direcionamento daquilo que mais se aproxima do formato de cobranca da banca do seu concurso.

Assim, o formato de questdes divididas por tdpico facilitard o seu processo de estudo, deixando mais

alinhado as disposi¢cdes constantes no edital.

No mais, continuaremos a disposicao de todos no Férum de duvidas!

Atenciosamente,
Equipe Exatas

Estratégia Concursos
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CORRELACAO LINEAR

Neste tdpico estudaremos a correlagdo linear. A correlacdo é usada para indicar a for¢ca que mantém unidos
dois conjuntos de valores. Por meio da analise da correlacdo linear, buscamos identificar se existe alguma
relacdo entre duas ou mais varidveis, ou seja, se as alteracdes nas varidveis estdo associadas umas com a

outras.

Para avaliar a existéncia de correlagdo podemos recorrer a uma forma de representacdo grafica bem simples,
que chamamos de grafico de dispersao. Basicamente, ela é uma representacdo de pares ordenados em um
plano cartesiano, composto por um eixo vertical (ordenada) e um eixo horizontal (abcissa).
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A titulo exemplificativo, as informacdes da tabela a seguir referem-se ao nimero de questdes resolvidas por
um determinado aluno e a nota obtida por ele em uma avaliagao. Observe que quanto maior o niumero de
guestdes resolvidas, maior é a nota obtida na avaliacao.

m Numero de Questoes (X) | Nota Obtida (Y)

1
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10 30 4
11 10 1
12 60 6
13 50 5
14 70 6
15 90 9
16 100 10
17 20 3
18 40 5
19 60 7
20 50 4

A representacdo desses dados em formato de diagrama de dispersdo sugere a existéncia de uma relagao
linear positiva (variagdo no mesmo sentido) entre as duas variaveis:
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Numero de Questoes

Neste exemplo, percebemos que a relacdo dos dados agrupados é quase linear. Por isso, se tracarmos uma
reta de tendéncia no gréfico, observaremos que os pontos se comportarao em torno da reta.
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Assim:
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Ha situacOes em que essa relacdo linear ndo é tdo evidente. Um exemplo disso é quando os pontos estao
mais dispersos. Nesse caso, para identificarmos a relacdo existente entre as varidveis, usamos o coeficiente
de correlacdo linear de Pearson, definido por r.

Por fim, devemos ter em mente que a correlacao linear pode ser:

a) direta ou positiva — quando temos dois fendmenos que variam no mesmo sentido. Se aumentarmos
ou diminuirmos um deles, o outro também aumentara ou diminuird;

b) inversa ou negativa — quando temos dois fendmenos que variam em sentido contrdrio. Se
aumentarmos ou diminuirmos um deles, acontecerd o contrdrio com o outro, no caso, diminuira ou
aumentara;

c) inexistente ou nula — quando nao existe correlacdo ou dependéncia entre os dois fen6menos. Nessa
situacdo, o valor do coeficiente de correlacdo linear sera zero (r = 0) ou um valor aproximadamente
igualazero(r=0);e

d) perfeita — quando os fendmenos se ajustam perfeitamente a uma reta.

I
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As figuras a seguir ilustram essas quatro situacdes:

Correlagao Positiva Correlagao Negativa
14 14
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Coeficiente de Correlagcao de Pearson

O coeficiente de correlacdo linear de Pearson é adotado para medir o qudo forte é a relacdo linear entre
duas variaveis. Esse coeficiente é calculado pela seguinte expressao:

X —X) x (Y; - Y)]

r —_—
\/Z?=1(Xi — X)X XL, (Y; — ¥)?

Os somatodrios dessa férmula podem ser simplificados, o que facilita a resolucdo de muitas questdes. Por
isso, € muito importante que vocés aprendam a expressao a seguir:

zn [(Xl-—)?)x(yi—?)]=zn (X; xY)—-nxXx¥Y
=1 -1

i i

Para facilitar a compreensao e internalizacdo, vou apresentar um raciocinio que podemos adotar
para deduzir a férmula alternativa mostrada anteriormente.

Primeiro, precisamos aplicar a propriedade distributiva:

n n
z [(Xi—)?)x(Yi—Y)]=z (X, XY, — X; XV — XXV, + X x 7]
i=1 i=1

Agora, precisamos separar as quatro parcelas desse somatério principal. Reparem que as médias
sao constantes, portanto, podem sair do somatério:

z;[(xi X)X (Y, —7)] = Z;(Xi X Y)) — ¥ x (lexi) _ X x (Z;Yi) +XXT x 2111

Nesse ponto, devemos lembrarque X, X; =nx Xe X", Y, =n x Y. Logo,

zn [(Xi—)?)x(yi—x?)]=Z;(Xixm—(?xnx)?)—()?anYH()?x?xn)

=1 3

Observem que as duas ultimas parcelas se anulam:

a ANA (Especialista em Regulacdo de Recursos Hidricos e Saneamento Basico - Especialidade 1) Eco etri 9
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zn [(Xi—)?)x(yi—Y)]=Zn=1(xixm—(nx)?xv)—(nx)?xY)Jr(nx;?xY)

i=1 i

Portanto,

zn:1[(Xi -X)x,-Y)]= Z;(Xi XY)—nxXxY

i

Utilizaremos essa formula alternativa para calcular o numerador do coeficiente de correlacdo. Reparem que
a expressdo do lado esquerdo nos obriga a calcular todos os desvios (X; — X) e (Y; —Y), enquanto a
expressao do lado direito ndo. Nessa fdrmula, n indica o nimero de pontos no grafico de dispersao, isto é, o
numero de pares ordenados.

Na férmula anterior, se substituirmos Y por X, teremos a seguinte expressao:

Zzl[(Xi - X)X X —X)] = ZZI(Xi XX)—nxXxX

Z;U‘i _X)% = Z;x,? —nx(X)?

J3, se substituirmos X por Y, iremos obter:

DI =DXW=P]= ) (hxW)=nxTxT

i=1 i

Z;(yi _7)2 = Z;yg —nx (V)2

As ultimas duas férmulas sdo formas alternativas que podem ser empregadas no cdlculo do denominador do
coeficiente de correlacao.

O coeficiente de correlacdo de Pearson pode assumir quaisquer valores entre 1 e -1, ou seja:

-1<r<1

Assim, quanto mais proximo r estiver de 0, menor serd a relacdo linear entre as duas variaveis. Por sua vez,
guanto mais préximo r estiver de (1 ou -1), maior sera a relacdo linear entre as duas variaveis.

etri 10 .Edital)
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O valor de r é positivo quando a varidvel Y tende a aumentar ou a diminuir se X também aumentar ou
diminuir, respectivamente. Nessa situacdo, dizemos que as varidveis sdao positivamente correlacionadas. No
exemplo a seguir, os dados estdo praticamente em cima de uma reta, indicando a existéncia de uma
correlacdo positiva forte, isto é, r muito préximo de 1. No caso, o coeficiente de correlacao foi de 0,99267.

Correlagao Positiva
18

16 -

e e e

12 ® .7

.
.®
.o

10 ¢

.®
.o

.e®
.
.®

Se a correlagao for positiva e todos os pontos estiverem sobre uma mesma reta, o valor de r serd exatamente
1. Nesse caso, dizemos que a correlagdo é positiva e perfeita.

Correlacao Positiva e Perfeita
16

W e

12 o

10 .......

o
.

O valor de r é negativo quando a variavel Y tende a diminuir ou aumentar quando X aumentar ou diminuir,
respectivamente. Nessa situacdo, dizemos que as varidveis estdo negativamente correlacionadas. No

etri 11 .Edital)
199

a ANA (Especialista em Regulacdo de Recursos Hidricos e Saneamento Basico - Especialidade 1) Eco
www.estrategiaconcursos.com.br




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

exemplo a seguir, os dados estdo praticamente em cima de uma reta, indicando a existéncia de uma
correlacdo negativa forte, isto é, r muito préximo de -1. No caso, o coeficiente de correlacdo foi de -0,9918.

Correlagao Negativa
18

16
14

12 @ e
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cey
ceel

Se a correlagdo for negativa e todos os pontos estiverem sobre uma mesma reta, o valor de r serd exatamente
-1. Nesse caso, dizemos que a correlacdo é negativa e perfeita.

Correlagdao Negativa e Perfeita
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O valor de r é zero (ou um valor muito préoximo de zero) quando ndo existe uma relacdo linear entre as
varidveis. No exemplo a seguir, o coeficiente de correlagdo é 0,1132. Nesse caso, dizemos que a correlagao

linear é nula ou inexistente.

10

Correlacao Nula

2,5 3 3,5 4

Vejamos agora um exemplo numérico.

As questdes normalmente informam os valores dos somatérios e exigem apenas a aplicacdo correta da
férmula. Apesar disso, vamos considerar uma tabela com 5 pares ordenados, representando as notas de 5
alunos nas disciplinas X e Y, para calcular o coeficiente de correlagdo pelas duas férmulas:

1

2

a ANA (Especialista em Regulacdo de Recursos Hidricos e Saneamento Basico - Especialidade 1) Eco
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6,50
7,50
8,00
8,50

9,50

7,00
8,00
8,00
9,00

10,00

etri 13 -Edital)
199



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Primeiro, teremos que calcular as médias de X e Y:

_  650+7,50+8,00+850+950 40

X = = —_=

z z 8,00
_ 7,00+8,00+8,00+9,00+ 10,00 42
Y = 5 = ? = 8,40

Agora, calcularemos os desvios de X e Y em relagdo as suas médias:

6,50 7,00 6,50-8,00=-1,50 7,00-38,40=-1,40
2 7,50 8,00 7,50-8,00=-0,50 8,00-8,40=-0,40
3 8,00 8,00 8,00-8,00=0,00 8,00-8,40=-0,40
4 8,50 9,00 8,50-8,00=0,50 9,00-8,40=0,60

5 9,50 10,0 9,50-8,00=1,50 10,00-8,40=1,60

Vou limpar a meméria de cdlculo para facilitar a visualizagao:

3 I

6,50 7,00 -1,50 -1,40
2 7,50 8,00 -0,50 -0,40
3 8,00 8,00 0,00 -0,40
4 8,50 9,00 0,50 0,60

5 9,50 10,0 1,50 1,60

etri 14 .Edital)
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Nesse ponto, teremos que calcular o numerador e o denominador do coeficiente de correlagdo. Para tanto,
precisaremos multiplicar os desvios de X pelos desvios de Y, bem como calcular os quadrados dos desvios:

(2 ) RIS KA

Y)
6,50 7,00 -150 -1,40 (-1,50)x(-1,40)=2,10 (-1,50)>=2,25 (-1,40)2=1,96
2 750 800 -050 -0,40 (-0,50)x (-0,40)=0,20 (-0,50)2=0,25 (-0,40)2=0,16
3 800 800 0,00 -0,40 (0,00)x(-0,40)=0,00 (0,00)2=0,00 (-0,40)2=0,16
4 850 9,00 050 0,60 (0,50)x(0,60)=0,30 (0,50)2=0,25 (0,60)?=0,36

5 9,50 10,0 1,50 1,60 (1,50)x(1,60)=2,40 (1,50)*=2,25 (1,60)*=2,56

Limpando a memdria de calculo e deixando apenas os resultados. Vejamos:

(2

6,50 7,00 -1,50 -1,40

2 7,50 8,00 -0,50 -0,40 0,20 0,25 0,16
3 8,00 8,00 0,00 -0,40 0,00 0,00 0,16
4 8,50 9,00 0,50 0,60 0,30 0,25 0,36
5 9,50 10,0 1,50 1,60 2,40 2,25 2,56

Conhecendo esses valores, podemos calcular os somatérios da férmula de correlagao.

5
Z [(X; = X) x (Y, = ¥)] = 2,10 + 0,20 + 0,00 + 0,30 + 2,40 = 5,00
i

5
z (X; — %)% = 2,25 + 0,25 + 0,00 + 0,25 + 2,25 = 5,00
i

5
z (Y, -Y)*=196+0,16 + 0,16 + 0,36 + 2,56 = 5,20
i=1
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Aplicando esses valores na férmula do coeficiente de correlagdo linear, temos:
=1 [(Xi = X) x (¥; = V)]

r =
Jz:;l(Xi — R X (Y, - Y

5,00

4/ 5,00 x 5,20

r = 0,9805

r =

O coeficiente de correlagdo linear ficou muito préoximo de 1, o que implica dizer que existe uma relagao linear
intensa entre as notas das duas disciplinas. Vejamos o grafico de dispersao das duas varidveis

10,5
10 [
o5 | e

9 e

o
.
.e®

8,5

.e®
A

8 )

v

Nota na disciplina Y

7,5

7 0.
6,5

6
6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10

Nota na disciplina X

Pronto, agora utilizaremos as féormulas alternativas para calcular o mesmo coeficiente de correlagao. Vamos
relembrar a formula:

=[G —X) x (v, = 1))

r =
\/z&l(xi _R)2 X I, (Y; - )2

O numerador pode ser calculado mediante a aplicacdo da seguinte férmula:

D= Dx W=Dl =) (ix W) —nxXxT

=1 L

etri 16 .Edital)
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Por sua vez, o denominador pode ser calculado por meio das seguintes férmulas:

D =B =) Xk (02

n _ n _
§ Y, -Y)? = Y? —nx(¥)?
i=1

i=1

Retornemos a tabela inicial:

) N
1 6,50 7,00

2 7,50 8,00
3 8,00 8,00
4 8,50 9,00
5 9,50 10,00
Ja calculamos as médias de X e Y:
7 6,50 + 7,50 + 8,00 + 8,50 + 9,50 _ ﬂ — 800

5 5

_ 7,00+8,00+8,00+9,00+ 10,00 42
Y = c =5 = 8,40

Precisamos de trés colunas adicionais: X X Y, X? e Y?

6,50 7,00 6,50x7,00=4550 (6,50)2=42,25 (7,00)%=49,00
2 7,50 800 7,50x8,00=60,00 (7,50)2=56,25 (8,00)%= 64,00
3 800 800 800x800=6400 (800)2=64,00 (800)=64,00
4 850 9,00 850x9,00=76,50 (8,50)2=72,25 (9,00)%=81,00

5 9,50 10,0 9,50x10,00=95,00 (9,50)*>=90,25 (10,00)>= 100,00

etri 17 -Edital)
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Limpando a memoria de cdlculo, ficamos com os seguintes resultados:

el L o L

6,50 7,00 45,50 42,25 49,00
2 7,50 8,00 60,00 56,25 64,00
3 8,00 8,00 64,00 64,00 64,00
4 8,50 9,00 76,50 72,25 81,00

5 9,50 10,0 95,00 90,25 100,00
Agora, podemos calcular os somatérios da férmula:

5
Z (X; X Y;) = 45,50 + 60,00 + 64,00 + 76,50 + 95,00 = 341,00
i=1
5
Z X? = 42,25 + 56,25 + 64,00 + 72,25 + 90,25 = 325,00
i=1

5
z Y% = 49,00 + 64,00 + 64,00 + 81,00 + 100,00 = 358
i=1

J4 temos todas as informacdes necessarias para a aplicacdo das férmulas alternativas.

O numerador do coeficiente de correlagao é calculado por:

5
z (X; X Y;) =5 x X x ¥ = 341,00 — 5 X 8,00 x 8,40 = 5,00
i=

Os termos do denominador sdo calculados pelas seguintes férmulas:

5
Z X? — 5% (X)2 = 325 — 5 x 8,002 = 5,00
i=1

5
z Y? — 5 x (V)2 = 358 — 5 x 8,402 = 5,20
i=1
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Aplicando a férmula do coeficiente de correlagdo, temos:
(X = X) x (Y, = 7)]

r =
Jz:;l(Xi — R X (Y, - Y

5,00

4/ 5,00 x 5,20

r = 0,9805

r =

Portanto, o resultado produzido mediante a aplicacdo das féormulas alternativas é exatamente o mesmo das

&)

féormulas tradicionais.

TOME

NOTA!

O coeficiente de correlagao linear também pode ser definido por meio das seguintes expressoes:

SXY

\Sxx X Syy

Em que Syy = Z?:l[(xi - X) X (YL - 7)]) Sxx = ?:1(Xi - X)z e Syy = Z?=1(Yi - 7)2-

r =

Também pode aparecer na seguinte forma:

Cov(X,Y)
r=—->"

Oy X Oy

Em que Cov(X,Y) representa a covariancia das varidveis X e Y; oy e gy representam o desvio padrdo,
respectivamente, das varidveis X e Y.
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Propriedades do Coeficiente de Correlagao

mmni 12 Propriedade

¢ O coeficiente de correlagao nao sofre alteragdao quando uma constante é adicionada a
(ou subtraida de) uma variavel.

Considere os dados da seguinte tabelar:

i x ]y
1
2
3
4
5

Como vimos, primeiro temos que encontrar as médias das duas variaveis:

_ 1+2+3+4+5
X: 5 =

_ 6+7+8+9+10
= - =

h<

Agora, vamos montar a tabela auxiliar com os desvios (X; — X) e (Y; — Y), e os respectivos produtos (X; —

)X -1), Ki—X)*e(;—Y)~

H Yi- Y| X —-X)xY;,-N]X; - X)*|¥;-Y)
1 1 6 -2

-2 4 4 4

2 2 7 -1 =il 1 1 1
3 3 8 0 0 0 0 0
4 4 9 1 1 1 1 1
5 5 10 2 2 4 4 4
Total 10 10 10
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Aplicando esses valores na férmula do coeficiente de correlagdo linear, temos:
=1 [(Xi = X) x (¥; = V)]

r =
Jz:;l(Xi — R X (Y, - Y

10
V10 x 10

r(X,Y)=1

Logo, o coeficiente de correlacdo linear das varidveis X e Y é 1.

Agora, vamos adicionar 3 unidades a varidvel X e 5 unidades a variavel Y.

X +3] i+ s
1 4 11

2 5 12
3 6 13
4 7 14
5 8 15

Novamente, temos que encontrando as médias das duas varidveis:

4+5+6+7+8

X = c

11+12+13+144+15

Y = 13

5

Construindo a tabela auxiliar:

L
1 4 11 -2

-2 4 4 4

2 5 12 -1 -1 1 1 1
3 6 13 0 0 0 0 0
4 7 14 1 1 1 1 1
5 8 15 2 2 4 4 4
Total 10 10 10
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Aplicando esses valores na férmula do coeficiente de correlagdo linear, temos:

10
V10 x 10

r(X+3,Y+5)=1

Portanto, o coeficiente de correlagdao ndo sofreu alteragdao quando com a adi¢dao de 3 unidades a variavel X

&x

e 5 unidades a variavel Y.

EXEMPLIFICANDO

Essa propriedade simplifica a resolucdo de certas questdes. Suponhamos que tivéssemos uma tabela
com os seguintes valores e precisdssemos calcular a correlagdo entre as varidveis X e Y.

]
1 201 301
2 202 302

3 204 308

4 205 309

Reparem que podemos subtrair 200 de todos os valores de X e 300 de todos os valores de Y.
Poderiamos, entdo, fazer uma transformacao nessas varidveis, obtendo:

i x| v [ o200 f0i- 300
1 201 301 1 1

2 202 302 2 2
3 204 308 4 8
4 205 309 5 9

A propriedade estudada nos garante que r(X,Y) = r(X — 200,Y — 300). Logo, poderiamos calcular
a correlacdo por meio dos valores transformados.
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Encontrando as médias das varidveis transformadas:

_ 1+2+4+5
X=— - "~ -3
4

_ 1+2+8+9
Y:TZ

Organizando a tabela auxiliar, teriamos:

1] x| v fox-200 fari—s00 K-Dx -1 | -3 | -7y
1 201 301 1 1 e . . ”

2 202 302 2 2 -1 -3 3 1 9
3 204 308 4 8 1 3 3 1 9
4 205 309 5 9 2 4 8 4 16

Total 22 10 50

Aplicando esses valores na formula do coeficiente de correlagao linear, teriamos:

r(X —200,Y —300) = = 0,984

22
V10 X 50

De fato, se jogdssemos a tabela inicial em um software de estatistica, veriamos que r(X,Y) = 0,984.
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22 Propriedade

¢ O o coeficiente de correlagdo pode nao sofrer alteragao ou pode ter seu sinal alterado
guando uma variavel é multiplicada (ou dividida) por uma constante. Caso as
constantes tenham o mesmo sinal, o valor do coeficiente de correlagdio nao sera
alterado. Por outro lado, se as constantes tiverem sinais contrarios, o coeficiente
mudara de sinal, mas o valor permanecera inalterado.

Ainda com relacdo ao exemplo trabalhado na propriedade anterior, vamos multiplicar a varidvel X por 2 e a

variavel Y por 2.

x| voc2]
1 2 12

2 4 14
3 6 16
4 8 18
5 10 20

Encontrando as médias das duas variaveis:

2+4+6+8+10

X =
5

12+14+16+18+ 20
z =

Y = 16

Montando a tabela auxiliar:

1 2 12 -4 -4 16 16 16

2 4 14 -2 -2 4 4 4
3 6 16 0 0 0 0 0
4 8 18 2 2 4 4 4
5 10 20 4 4 16 16 16

Total 40 40 40
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Aplicando esses valores na férmula do coeficiente de correlagdo linear, temos:

Exatas Estratégia Concursos

40
r=——
V40 x 40
r(2X,2Y) =1

Logo, a multiplicagcdo por constantes de mesmo sinal ndo alterou o valor do coeficiente de correlagdao, nem

implicou

Se tivéssemos multiplicado a varidvel X por -2 e a varidvel Y por -2:

H X;x (=2) ) ¥Y; x(=2)
1 -2 -12

na alteragdo de seu sinal.

2

-10

Nessa situacdo, as médias das duas varidveis sdo:

X =

-14

-16

-18

-20

2D+ +(6) +(=8) + (=10) _

5

Y =

Construindo a tabela auxiliar, temos:

(]

1

2 -4 14 2

3 -6 -16 0

4 -8 -18 -2

5 -10 -20 -4

ANA (Especialista em Regulacdo de Recursos Hidricos e Saneamento Basico - Especialidade 1) Eco
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16

40

(-12) + (=14) + (=16) + (~18) + (-20) _

16

40

—16

-2 -12 4 4 16 16 16

16

40
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Aplicando esses valores na férmula do coeficiente de correlagdo linear, temos:

40
V40 x 40

Como as constantes possuiam sinais iguais, o sinal do coeficiente de correlagao foi mantido.

r =

r(—=2X,-2Y) =1

Novamente, a multiplicagao por constantes de mesmo sinal ndo alterou o valor do coeficiente de correlagao,
nem implicou na alteracdo de seu sinal.

Finalmente, vamos multiplicar a varidvel X por 2 e a varidvel Y por -2, constantes com sinais contrarios.

X 2| o o)
1 2

-12
2 4 -14
3 6 -16
4 8 -18
5 10 -20

Encontrando as médias das duas variaveis:

_ 2+4+6+8+10
X = =
5
(=12) + (—14) + (—16) + (—18) + (=20) _
) =

Y =

—-16

Organizando a tabela auxiliar, temos:

1 2 -12 -4 4 -16 16 16

2 4 -14 -2 2 -4 4 4
3 6 -16 0 0 0 0 0
4 8 -18 2 -2 -4 4 4
5 10 -20 4 -4 -16 16 16
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Total -40 40 40

Aplicando esses valores na férmula do coeficiente de correlagdo linear, temos:

—40
V40 X 40

Portanto, como as constantes possuem sinais contrarios, o sinal do coeficiente de correlacao foi invertido.

r(2X,-2Y) = —1

()

EXEMPLIFICANDO

Essa propriedade pode simplificar a resolucdo de determinadas questdes. Suponhamos que
tivéssemos uma tabela com os seguintes valores e precisassemos calcular a correlagcdo entre as

variaveis X e'Y.
]
1 200 300

2 350 350
3 400 450

4 450 500

Reparem que todos os valores podem ser divididos por 50. Poderiamos, entdao, fazer uma
transformacao nessas varidveis, obtendo:

0 ) ()
1 200 300 4 6

2 350 350 7 7
3 400 450 8 9
4 450 500 9 10
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. X Y , ~
A propriedade estudada nos garante que r(X,Y) =r (5,5). Logo, poderiamos calcular a correlagao
por meio dos valores transformados.

Encontrando as médias das varidveis transformadas:

g A7 48+9
= - =
5 _6+7+9410
= ; =

Organizando a tabela auxiliar, teriamos:

X: Y: - — - - - —
1 200 300 4 6 =3 -2 6 9 4

2 350 350 7 7 0 -1 0 0 1
3 400 450 8 9 1 1 1 1 1
4 450 500 9 10 2 2 4 4 4

Total 11 14 10

Aplicando esses valores na férmula do coeficiente de correlacao linear, teriamos:

(X Y) 11 093
r_)_ :—E )
50°50/ /14 x 10

De fato, se jogdssemos a tabela inicial em um software de estatistica, veriamos que r(X,Y) = 0,93.
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REGRESSAO LINEAR SIMPLES

A regressdo simples é uma continuacdo do conceito de correlagdo/covariancia. A regressdo tenta explicar a
relacdo de uma variavel chamada dependente, usando outra varidvel chamada independente.

Na regressdo linear simples queremos calcular a expressdo matemadtica que relaciona Y (varidvel
dependente) em fungdo de X (varidvel independente). Como estamos falando de regressao linear simples,
trata-se da equagdo que representa uma reta. Essa equagao pode ser escrita como:

y=m-x+b

O coeficiente m é conhecido como taxa de variacdo ou coeficiente angular da reta. Esse coeficiente indica
que uma funcgao é crescente se m > 0; decrescente se m < 0; ou constante se m = 0. Para uma reta que
passa pelos pontos (x,, V) e (x,y), o coeficiente angular é expresso por:

_Ay ¥y

m = =
Ax x—x

O coeficiente b é conhecido como coeficiente linear da reta e determina o ponto em que a reta intercepta
0 eixo y.

Vamos calcular a reta apresentada na figura abaixo, que passa pelos pontos (2, 7) e (4, 11).

e el
= N W b

(4,11)

=
o

(2,7)

O R N W Hh U1 O N 0 O

O coeficiente angular da reta (m) é o quociente entre a variagdo de y e a variagdo de x. Podemos escolher
gualquer um dos pontos como referéncia para o calculo da variacdo, desde que tenhamos atencdo na hora
de aplicar os dados na formula. A ordem a ser considerada é sempre x — xy e y — y,, €m que X, € Y, S30 as
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coordenadas do ponto tomado como referéncia. Assim, se adotarmos o ponto (2,7) como referéncia,
teremos:

by _11-7
Ax 4-2

Dessa forma, a equacdo da reta fica:

y=m-x+b

y=2:x+b

Para calcular o valor de b, podemos usar qualquer ponto da reta, a exemplo de (2, 7).

7=2-2+b
7=4+b
b=73

Logo, a expressdo que representa nossa reta nesse exemplo é:
y=2-x+3

Como b = 3, areta intercepta o eixo y no ponto (0, 3). Vejamos:

==
w

y=2x+3

=
= N

(4,11)

[y
o

(2,7)

(0,3)

O P N W b U1 O N 0 O

Nesse caso temos uma correlacao perfeita positiva. O que aconteceria se os pontos do grafico tivessem um
pouco mais dispersos, nao evidenciando uma correlacdo linear perfeita? Serd se conseguiriamos determinar
uma reta que se ajustasse a esse tipo de grafico? A resposta é sim. Basta fazermos um pequeno ajuste na
expressao usada para determinar a reta de regressao.
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Observe:

Yi=a+ﬂX,-+£i

Emquei=1,23,--,n.

O termo a + [X; é o componente de Y; que varia linearmente, de acordo com X;. Por sua vez, € é o
componente aleatdrio de Y; que descreve os erros (ou desvios) cometidos quando tentamos aproximar uma
série de observagdes X; por meio de uma reta Y;.

Nesse modelo, Y; é a varidvel cujo comportamento desejamos prever ou explicar, sendo chamada de variavel
dependente ou resposta. Por outro lado, a varidvel X; é utilizada para explicar o comportamento de Y;, sendo
conhecida como independente, regressora, explanatdria ou explicativa.

O modelo de regressdo linear requer que sejam atendidos alguns pressupostos bdsicos quanto a varidvel
aleatoria €; (erro ou desvio):

i) E(g;) = 0. A média dos erros € igual a zero. Ou seja, os desvios "para cima da reta" igualam o valor dos
desvios "para baixo da reta" na média.

ii) Var(g;) = a®. A variancia dos erros é constante. Essa propriedade é denominada de homocedasticia.
Isso sé é possivel se a varidvel ¢; tiver variancia constante. Ou seja, se ela tiver sempre a mesma variancia,
independente de qual o valor de X;. Quando o modelo apresenta variancias diferentes para o erro, temos
uma situacdo de heterocedasticia.

iii) Cov(e,-, sj) = 0parai + j. Os erros cometidos ndo sdao correlacionados, isto &, os desvios &; sao
variaveis aleatdrias independentes. Quando os erros ndo sdo independentes, temos uma situacdo
denominada de autocorrelacao.

: (CESPE 2019/TJ-AM) Um estudo considerou um modelo de regressao linear simples na formay = 0,8x +
b + €, em que y é a variavel dependente, x representa a variavel explicativa do modelo, o coeficiente b
denomina-se intercepto e € é um erro aleatério que possui média nula e desvio padrdo o. Sabe-se que a
: variavel y segue a distribuicdo normal padrio e que o modelo apresenta coeficiente de determinagdo R?
: igual a 85%. :

: Com base nessas informagoes, julgue o item que se segue.

: O erro aleatdrio € segue a distribuicdo normal padrao.
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Comentarios:
No modelo de regressao linear simples, as seguintes suposi¢cdes sobre o erro devem ser observadas:
; E(e) = 0, isto é, em média, o erro do modelo deve ser 0;

Var(e) = 02, a variancia deve ser constante, isto &, deve existir homocedasticia;

Cov(ei, €f) = 0, os erros devem ser independentes, ou seja, ndo ha correlagdo entre os erros.

Nessa questdo, o Unico ponto que precisamos mostrar é que o Var(€) = 1. 0 enunciado afirmou que Y segue
distribuicio normal padr3o. De fato, Y tem distribuicdo N(b + 0,8x + u; 6?) = N(0,1) em que o2 é a
: variancia do erro. Como Y segue uma normal padrdo, entdo o2 = 1. Consequentemente, o erro também
seguira uma distribui¢cdo normal, e~N(0,1). :

Gabarito: Certo.

Método dos Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados diz que a reta a ser adotada devera ser aquela que torna minima a soma
dos quadrados das distancias da reta aos pontos experimentais, medidas no sentido da variacao aleatéria.

Em outras palavras, devemos encontrar uma reta que minimize o somatdrio dos quadrados das distancias

(3™, e?). O objetivo é minimizar a soma dos quadrados dos desvios.

Esse método é empregado na obtencdo dos estimadores a e § de um modelo de regressao linear:
Yi =a+ ﬁXl + &;.
A expressao usada para determinar a reta de regressao é:
?i =a-+ le
em que a e b sdo as estimativas dos parametro « e 5, respectivamente.

Os erros (desvios) resultantes da aplicacdo do modelo de regressao linear correspondem as diferencas entre
os valores observados e os valores estimados:

O objetivo do método dos minimos quadrados é minimizar o somatério dos quadrados dos desvios (Y7, e?):

e? =) (4 -1)

n n
i=1 i=1
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Por esse método, o valor de b é dado por:

(X —X) x (Y; = Y)]
e[ (X: — X)?7]

Existem outras formas mais simples de calcular o valor de b.

Para o numerador da formula, temos:

(X =D x (i=D)] = ) (i x V) —nxXxT
=1 =

i=1

l

Para o denominador da férmula, temos:

4

[ - X% = ) (X}) —nxX?

Logo,

_XaXY) —nx X xY
CIr,(x) —nxX?

A reta de regress3o passa pelos pontos médios (X, Y) das varidveis X e Y. Isso implica que o valor de a pode
ser calculado substituindo o valor de b em:

Vejamos um exemplo. A tabela a seguir apresenta as notas de 5 alunos nas disciplinas X e Y.

1 5 9 -2 1 -2 4 1

2 5 8 -2 0 0 4 0
3 8 10 1 2 2 1 4
4 8 7 1 -1 -1 1 1
5 9 6 2 -2 -4 4 4
Média 7 8 Total -5 14 10
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Calculando o valor de b:

L -0 -1)

L& —X)?

-5

b=ﬁ

O valor de a é calculado por:

a=8-(-0,357)x7
a=28+ 2,499
a = 10,499
Assim, a reta de regressado estimada é:
Y =10,499 — 0,357 x X

Temos dessa reta estimada que a soma dos quadrados dos desvios € minima. Podemos montar uma nova
tabela contendo os valores observados de (Y) e os valores estimados pela reta (¥):

po ] X Y] T
1 5 9

8,714
2 5 8 8,714
3 8 10 7,643
4 8 7 7,643
5 9 6 7,286
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Montando o grafico com os valores estimados, temos:

12

10 L

g )i .................-.o....... y=-0,3571x+ 10,5

° oo

6 ®

4

2

0

3 4 5 6 7 8 9 10

Percebam que a reta tem uma correlagdo negativa. Os pontos azuis sdao os pares ordenados da amostra e a
reta vermelha é a reta de regressao que calculamos de tal forma que os desvios de estimativa cometidos se
comportem segundo a condi¢cdo de minimos quadrados.

&)

TOME

NOTA!

O coeficiente b pode ser calculado por meio da seguinte expressao:

S
p=2%Y

" Syx

Em que Syy = X7, [(X; — X) x (V; = V)] e Syx = XL, (X; — X)2.
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HORA DE

PRATICAR!

(VUNESP 2019/MPE-SP). Um aluno teve as seguintes notas: 3; 5; 5,5; 6,5. O professor quer atribuir a nota :
flnal escolhendo uma nota representativa desse conjunto com base no método dos minimos quadrados. :
Desse modo, essa nota final sera

a) 4.
 b) 4,5,
c) 5.
L d)5,5.
e) 6.

! Comentarios:

i Vamos montar uma tabela com os dados fornecidos:

1 ’ L 2 3 2,25

2 5 -0,5 0 0 0,25

3 5,5 0,5 0,5 0,25 0,25

4 6,5 1,5 1,5 2,25 2,25
X=25 Y=5 Total 5,5 5

i Pelo método dos minimos quadrados, temos:

Y =a+bX;
_ I -DE -1
2(X; — X)?
b= E =11
5
a=Y—-bX l
a=5—-11x25
: a=2,25
Nossa reta de regressao sera:
- Y =a+bX;
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Y =2,25+1,1X

Sabendo que a reta de regress3o passa pelo ponto (X, Y), entdo:
: ¥ =225+11x25
_ Y=5
Gabarito: C.

(CESPE 2018/ABIN) Ao avaliar o efeito das variacdes de uma grandeza X sobre outra grandeza Y por meio
: de uma regressdo linear da forma Y=a+ ﬁX, um analista, usando o método dos minimos quadrados,
i encontrou, a partir de 20 amostras, os seguintes somatdrios (calculados sobre os vinte valores de cada :
: variavel): :

YX =300;3Y = 400; YX? = 6.000;YY? = 12.800 e }(XY) = 8.400
A partir desses resultados, julgue o item a seguir.

i ParaX = 10, a estimativade Y é ¥ = 12.

: Comentarios:

Inicialmente, vamos calcular os valores de Y e de X:

_ Yy 400
Y=—=—=2
n 20 0
_ Yx 300
X=—=—=1
n 20 >

: Agora, utilizaremos o método dos minimos quadrados para determinar B:
- Y X? —nk?

8400 — 20 x 15 x 20

B = —5000 =20 x 152
,_2400
‘8_1500_ ’

Conhecendo 3, podemos determinar o valor de &:

P

XY —pXYX;
n
a=20—16x15=—-4

a=

: Assim, o modelo de regressao é dado por:

~

=—-4+1,6X
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Para X = 10, temos o seguinte valor de ¥:

Y =—4+16x10

~

Y =12

Gabarito: Certo.

(FCC 2018/Pref. Sdo Luis) Analisando um grafico de dispersao referente a 10 pares de observagées (t, Y;)
comt = 1,2,3,...,10, optou-se por utilizar o modelo linear Y, = a + Bt + & com o objetivo de se
prever a variavel Y, que representa o faturamento anual de uma empresa em milhdes de reais, no ano
(2007 + t).0Os parametros a e 8 sdo desconhecidos e &, é o erro aleatdrio com as respectivas hipoteses
do modelo de regressao linear simples. As estimativas de a e 8 (a e b, respectivamente) foram obtidas
por meio do método dos minimos quadrados com base nos dados dos 10 pares de observagodes citados. Se
a = 2 e a soma dos faturamentos dos 10 dados observados foi de 64 milhdes de reais, entao, pela
equacgao da reta obtida, a previsao do faturamento para 2020 é, em milhdes de reais, de

fa)11,6
§mﬁp
c) 13,2
L d) 12,4
§aMA

! Cbmentarios:
i A reta calculada é expressa por:

Y=a+bxt

Sabemos que a soma dos faturamentos dos 10 dados observados foi de 64 milhdes de reais, entdo,
calculando a média temos:

¥ =2—-64.
10

: Agora, vamos calcular a média de t:

1+24+3+4+54+6+7+8+9+10 _
10 -

t= 55

i Sabemos que a = 2 e que a reta de regress3o passa pelo ponto (£, ¥). Portanto, vamos encontrar o valor de
i b: :

Y=a+bt
6,4=2+bx55
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: Areta fica assim:

~

Y=2+0,8t

Em 2020, temos que t = 13, pois 2020 = 2007 + 13. Logo:

A~

Y=2+08x13

~

: Y=124
Gabarito: D.

Reta Passando pela Origem

Em determinadas situagdes, a reta de regressao deve passar pela origem para que consiga se ajustar
adequadamente ao modelo tedrico. Quando isso ocorre, temos uma situacdo em que o coeficiente linear
da reta de regressao é nulo (¢ = 0).

Nesse caso, o modelo de regressdo que passa obrigatoriamente pela origem é:
Yi =a+ ﬁXl + &

Y

0+)8Xi+gi

Yi = BXl + &;.

Em que X; é a varidvel independente ou explicativa; Y; é a varidvel dependente ou resposta; &; representa os
erros aleatérios e B é o parametro populacional a ser estimado.

Assim, a estimativa de 8, pelo método dos minimos quadrados, é:

12X XY
b=—"F177—
2 X;
A reta de regressao ajustada é:
Y\l == le
Os desvios ou residuos sdo dados por:
e; = Yi — ?i'

Nesse caso, ndo ha garantia de que o somatdrio dos residuos seja igual a zero.
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&x

EXEMPLIFICANDO

Calcular a reta que passa pela origem e comparar os desvios dessa abordagem com os desvios do
modelo linear tradicional para os dados abaixo:

Il RN
1 1 4

2 2 5
3 3 6
4 4 6
5 5 9

Se utilizassemos o modelo de regressao linear tradicional, a reta que iriamos obter seria a seguinte:

10
9 & T
’ ...._,.--"";=1,1x+2,7
L S N E— Er oy
T o °
> e
4 e
3 e
2
1
0
0 1 2 3 4 5 6 7

Agora, vamos calcular a reta de regressao que passa pela origem e comparar com o modelo
tradicional. Para isso, adicionaremos duas colunas a tabela original:
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2 2 5 10 4
3 3 6 18 9
4 4 6 24 16
5 5 9 45 25

Total 101 55

De posse dos totais dessas duas colunas, podemos estimar o valor de 8 pelo método dos minimos
guadrados:

. =ZXi XY, _ 101
Y X2 55

= 1,836

Portanto, a reta de regressao ajustada é:

=~

= le
Y, = 1,836 x X;

Vejamos como esse modelo se comporta em relacao ao modelo tradicional:

12

10

Vamos, agora, comparar os residuos da abordagem tradicional com os desvios do modelo que passa
pela origem:
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1

4

2 5 4,9

3 6 6

4 6 7,1

5 9 8,2
Total

Reparem que, no modelo que passa pela origem, ndo ha garantia de que o somatério dos desvios

seja zero.

Total

3,6727

5,5091
7,3455

9,1818

Modelo tradicional Modelo que passa pela origem

1,3273
0,4909
-1,3455
-0,1818

2,4545
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ANALISE DE VARIANCIA DA REGRESSAO

A estratégia que adotamos para verificar se compensa ou nao utilizar um modelo de regressdo linear,
Y, =a+ fX; + ¢, é observar a redugdo no residuo (desvio) quando comparado com um modelo
aproximadamente uniforme Y; = u + ¢;.

Se areducdo é muito pequena, significa dizer que os dois modelos sdo praticamente equivalentes. Isso ocorre
quando a inclinagdo f for zero ou um valor muito pequeno, ndo compensando usar um modelo mais
complexo. Assim, estamos interessados em testar a hipotese:

{Ho:ﬂ=0
Hi:f#0

Se a hipdtese nula é aceita, concluimos que nao existe relagao linear significativa entre as varidveis X e Y.

O resultado da analise de variancia da regressdao é uma tabela que resume varias medidas usadas no teste
de hipdteses anterior. Para montar a tabela de andlise de variancia (ANOVA), precisamos conhecer: os graus
de liberdade, as somas dos quadrados e os quadrados médios do modelo, dos residuos (erros ou desvios) e

total.

A seguir, veremos como construir a tabela de analise de variancia da regressao.

Graus de Liberdade

O numero total de graus de liberdade de uma amostra de tamanho n é:
GLrotar = n—1

Como vimos anteriormente, a equagdo de regressao possui apenas dois parametros (a e 8). Portanto, o
numero de graus de liberdade do modelo é:

GLyogelo =2—1=1

Agora, temos que descobrir o nimero de graus de liberdade dos residuos. Para isso, utilizamos a seguinte
relagdo:

GLrotar = GLymodelo + GLgesiauos
Dai, concluimos que:
n—1=1+ GLgesiduos

GLResiquos =M — 2
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‘ATEN cAo
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O numero de graus de liberdade do modelo de regressao é:
GLyodero =2—-1=1
O numero de graus de liberdade dos residuos é:
GLResiauos =N — 2
O numero de graus de liberdade total é:

GLrotg = n—1

Somas de Quadrados

Como vimos, a reta de regressao linear fornece uma estimativa )A’l para uma variavel Y;. Os erros (desvios)
resultantes da aplicacdo do modelo de regressao linear correspondem as diferengas entre os valores
observados e os valores estimados:

Subtraindo Y dos dois lados, temos:

Agora, elevando os dois lados ao quadrado:
(Yi—V)?=(e+7-7)°
(-7 =e2+(L-7) +2xex (F,-7)

Somando tudo, temos:

Z(Yi—Y)Z=Ze§+2(2—7)2+2xzeix(ﬁ—7)
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E possivel demonstrar que :

ZXZeix(?l—Y)zo

Logo,

D=1 =) et ) (R-T).

Portanto, temos que o desvio total do modelo de regressio, (Y;- Y), é o desvio de cada valor de Y; em relagio
amédiaY.

SQT = Y (%= 1y?
i=1

Assim, a soma dos quadrados totais, definida por Y.(¥; — Y)?, é igual a soma dos quadrados dos
residuos/desvios/erros, definida por ). el-z, mais a soma dos quadrados do modelo de regressao, definida na

expressdo por Y,(V, — 7)2:

[SQT = SQM + SQR|

A parcela do desvio total que o modelo de regressdao é capaz de explicar é denominada de "desvio
explicavel". Essa parcela corresponde a a diferenga entre cada valor previsto pelo modelo (Y;) e o valor médio
(Y). Assim, a soma dos quadrados do modelo de regressao é:

SQM = Z(?l -7)°
i=1

Podemos demonstrar que:

SQM = bx ) [(X; = %) x (% = 7]

Em que b é a estimativa do coeficiente angular da reta de regressao.
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A férmula a seguir também pode ser utilizada para o calculo de SQM:

n

SQM = b? x Z(Xi _X)?

i=1

A parcela do desvio total que o modelo de regressdo ndo é capaz de explicar é chamada de "desvio nao
explicavel". Essa parcela corresponde a diferenga entre cada valor de Y; e o valor previsto pelo modelo Y,.
Assim, podemos definir a soma dos quadrados dos erros (residuos).

SQR = ) (-7’
i=1

& -

SE LIGA!

Em algumas questdes de concurso, a notacdao SQR é utilizada para representar a soma dos
quadrados do modelo de regressao, e ndao dos residuos, como fizemos nesta aula. Na maioria das
guestdes, contudo, SQR representa a soma dos quadrados dos residuos (erros).

%)
‘ATEN cAo
DECORE'

A soma dos quadrados totais é calculada por meio das seguintes formulas:

SQT = SQM + SQR

SQT = ) (% =7’
i=1
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A soma dos quadrados do modelo de regressao é calculada mediante as seguintes formulas:
n
SQM = Z(?l ~7)’
i=1
n
SQM = b x Y [0, = X) x (%, = T)]
i=1

n
SQM = b? x Z(Xi _X)?
i=1

A soma dos quadrados dos residuos é calculada pela formula:

SQR = ) (%-T)’
i=1

Coeficiente de Determinagao

O coeficiente de determinacdo mede a qualidade do ajuste proporcionado pela reta de regressao. Ele
determina a parcela da variacdo total de Y que é explicada pelo modelo de regressao, sendo calculado pela
formula:

~SQM

2
R ~ SQT

em que R é o coeficiente de correlacdo linear, calculado pela expressao:

SQM
SQT

O coeficiente de determinacdo também pode ser escrito da seguinte forma:

_SQM _SQT —SQR _~ SQR

R? =
SQT SQT SQT

A andlise que queremos fazer segue o mesmo raciocinio do coeficiente de correlagdo, assim temos que:

0<R?’<1
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Portanto, quanto mais préximo de 1 estiver o coeficiente de determinagao, mais forte serd a correlagao entre
as variaveis. Implica dizer que grande parte da variacdo de Y é explicada pela modelo de regressao linear, ou
seja, a reta de regressao é capaz de explicar as diferengas entre os valores observados (Y;) e a média (Y).

Por outro lado, quanto mais préximo de 0 estiver o coeficiente de determinacdo, mais fraca serd a correlacado
linear entre as varidveis. Significa dizer que grande parte da variacdo de Y ndo é explicada pelo modelo de
regressao, ou seja, a reta de regressao é capaz de explicar muito pouco sobre as diferencas entre os valores
observados (Y;) e a média (V).

Coeficiente de Determinagao Ajustado

O coeficiente de determinacdo ajustado é mais utilizado quando estamos tratando de regressdao multipla.
Contudo, esse assunto também tem sido abordado em algumas questées de regressao linear simples. Assim,
é importante conhecermos essa medida.

Basicamente, essa medida ajusta o coeficiente de determinagdo aos graus de liberdade. Ela é obtida pela
divisdao de SQR e SQT pelos respectivos graus de liberdade:

SOR
a2

R2=1-—
SOT
U

Arelacdo entre o coeficiente de determinacdo ajustado (ﬁ) e o coeficiente de determinac3o tradicional (R?)
é dada por:

n—1)

ﬁ=1—(1—R2)x(n_2)

Quadrados Médios

Os quadrados médios sdao obtidos pela divisdo entre as somas dos quadrados e os respectivos graus de
liberdade. Assim, temos:

a) quadrado médio do modelo (QMM):

SQM
QMM = Q_
1
b) quadrado médio dos residuos (QMR):
SQR
MR = ——
¢ n—2

48 .Edital)
199

a ANA (Especialista em Regulagcdo de Recursos Hidricos e Saneamento Basico - Especialidade 1) Eco etri

www.estrategiaconcursos.com.br




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

c) quadrado médio total (QMT):

%)

‘ATENCAO
DECORE!

O quadrado médio dos residuos (QMR) corresponde a estimativa da variancia o2 residual.

Estatistica F (Razdo F)

Para testar Hy: f = 0 contra Hy: § # 0, usamos a seguinte estatistica teste, denominada de estatistica F (ou
razao F):

_ QMM

Fr==——
QMR

Se o valor de F* for significativamente grande, teremos evidéncias para rejeitar H,,.

Sob a hipdtese Hy, F* tem distribuicdo F de Snedecor, com 1 e n — 2 graus de liberdade, em que n é o
numero de observacgoes.

Dessa forma, para avaliar o teste de hipdteses, basta compararmos o valor da estatistica teste com o valor
critico tabelado:

e SeF* > F_.itico, POdemos rejeitar a hipdtese nula;
e Se F* < F_ itico, N30 podemos rejeitar a hipotese nula.

O valor de F_itico € consultado em uma tabela F de Snedecor com 1 grau de liberdade no numerador e n —
2 graus de liberdade no denominador, para um determinado nivel de significancia.
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Tabela de Andlise de Varidncia da Regressao

Em geral, as questdes de analise de variancia da regressao fornecem uma tabela incompleta e pedem
alguma medida que estd faltando. Para descobrir o valor da medida solicitada, vocé deve conhecer a
estrutura da tabela e as formulas apresentadas neste tépico. A estrutura da tabela de analise de variancia

da regressao sempre terd o seguinte formato:
Fonte de Variacio Graus de Soma dos Quadrados Estatistica F
¢ Liberdade Quadrados Médios (Razao F)
SQM QMM

Model = F* = ——
odelo 1 SQM QMM = 4 OMR
SQR
Residuos n—2 SOR QMR = SeR
n—2
sQT
Total n—1 sQT QMT = Ll
n_

HORA DE

PRATICAR!

...........................................................................................................................................................................................

(CESPE/EBSERH/2018) Determinado estudo considerou um modelo de regressao linear simples na forma :
i y; = Bo + B1X; + €;, em que y; representa o nimero de leitos por habitante existente no municipio i; x;
representa um indicador de qualidade de vida referente a esse mesmo municipio i, parai=1,:--,n. A
componente &; representa um erro aleatorio com média 0 e variancia o?. Atabela a seguir mostra a tabela
ANOVA resultante do ajuste desse modelo pelo método dos minimos quadrados ordinarios. :

Fonte de | Soma dos Graus de Média dos Razao p_valor
Variagao | Quadrados Liberdade Quadrados

Modelo < 0,001
Erro 100 10 10
Total 1.000 11

A partir das informacgodes e da tabela apresentadas, julgue os itens subsequentes.

O referido estudo contemplou um conjunto de dados obtidos den = 11 municipios.
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i Comentérios:

! Na andlise de variancia (ANOVA) da regressao, o total de graus de liberdade corresponde an — 1, em que n
i representa o numero total de amostras. Logo, podemos estabelecer que:

n—-—1=11
= 12 municipios.

i Gabarito: Errado.

(CESPE/EBSERH/2018) Determinado estudo considerou um modelo de regressédo linear simples na forma
i y; = Bo + B1x; + &, em que y; representa o numero de leitos por habitante existente no municipio i; x; :
representa um indicador de qualidade de vida referente a esse mesmo municipio i, parai=1,---,n. A
i componente &; representa um erro aleatério com média 0 e variancia 2. A tabela a seguir mostra a tabela :
ANOVA resultante do ajuste desse modelo pelo método dos minimos quadrados ordinarios. :

Fonte de | Soma dos Graus de Média dos Razao p_valor
Variagao | Quadrados Liberdade Quadrados

Modelo < 0,001
Erro 100 10 10
Total 1.000 11

A partir das informacoes e da tabela apresentadas, julgue os itens subsequentes.

A correlacdo linear entre o nimero de leitos hospitalares por habitante (y) e o indicador de qualidade de
: vida (x) foiigual a 0,9. i

i Comentarios:

O coeficiente de correlacdo linear entre as varidveis X e Y é calculado por meio da seguinte expressao:

SQR
sQT’

em que SQR indica a soma dos quadrados da regressao (modelo) e SQT a soma dos quadrados totais.
Pela tabela, verificamos que SQT = 1000 e SQR = 900. Substituindo esses valores na equagao anterior,
i teremos: i

900

1000 F

i Portanto, o coeficiente de determinacdo R? possui valor igual a 0,9, mas o coeficiente de correlacio n3o.

Gabarito: Errado.
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(CESPE/EBSERH/2018) Determinado estudo considerou um modelo de regressédo linear simples na forma
! y; = Bo + B1X; + &;, em que y; representa o nimero de leitos por habitante existente no municipio i; x;
representa um indicador de qualidade de vida referente a esse mesmo municipio i, parai=1,:--,n. A
componente &; representa um erro aleatério com média 0 e variancia . A tabela a seguir mostra a tabela
ANOVA resultante do ajuste desse modelo pelo método dos minimos quadrados ordinarios. :

Fonte de | Soma dos Graus de Média dos Razao p_valor
Variacdo | Quadrados Liberdade Quadrados

Modelo < 0,001
Erro 100 10 10
Total 1.000 11

A partir das informacgdes e da tabela apresentadas, julgue os itens subsequentes.

A razdo F da tabela ANOVA refere-se ao teste de significancia estatistica do intercepto ,, em que se testa a
i hipétese nula Hy: 8, = 0 contra a hipdtese alternativa Hy: 8 # 0. :

i Comentarios:
: - MM . . . - :
i A estatistica F = (ém estd relacionada com o teste de hipdtese para o coeficiente angular f da reta de :
! regressdo, isto é:

{HO:B =0

Hi:f#0

Se a hipotese H, ndo é rejeitada, significa dizer que ndo existe uma relagdo linear significativa entre a variavel
: explicativa (X) e a variavel dependente (Y). :

Gabarito: Errado.

(CESPE/EBSERH/2018) Determinado estudo considerou um modelo de regressado linear simples na forma
y; = Bo + B1x; + €;, em que y; representa o nimero de leitos por habitante existente no municipio i; x;
representa um indicador de qualidade de vida referente a esse mesmo municipio i, parai =1,:--,n. A
componente &; representa um erro aleatério com média 0 e variancia 2. A tabela a seguir mostra a tabela
ANOVA resultante do ajuste desse modelo pelo método dos minimos quadrados ordinarios. :

Fonte de | Soma dos Graus de Média dos Razao p_valor
Variacdo | Quadrados Liberdade Quadrados

Modelo < 0,001
Erro 100 10 10
Total 1.000 11

A partir das informacgodes e da tabela apresentadas, julgue os itens subsequentes.
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O desvio padrdo amostral do nimero de leitos por habitante foi superior a 10 leitos por habitante.

i Comentarios:

A soma dos quadrados totais (SQT) é dada por:
H n
SQT = Z(Yi - ¥)?
i=1

i A variancia amostral é calculada por:
n V)2
i-1(Y; = Y)
n—1

Pela tabela, o grau de liberdade do total corresponde a 11, entdo:
n—1=11

Logo, a variancia amostral é:
(Y, — Y)? _SQT 1000
n-1 11 11

=90,90

: Como a variancia amostral é menor que 100, o desvio padrdo amostral sera:

/90,90 < V100

4/90,90 < 10

Gabarito: Errado.

(CESPE/EBSERH/2018) Determinado estudo considerou um modelo de regressao linear simples na forma
: y; = Bo + P1X; + €, em que y; representa o numero de leitos por habitante existente no municipio i; x;
representa um indicador de qualidade de vida referente a esse mesmo municipio i, parai=1,---,n. A
componente &; representa um erro aleatério com média 0 e variancia ¢. A tabela a seguir mostra a tabela
ANOVA resultante do ajuste desse modelo pelo método dos minimos quadrados ordinarios. :

Fonte de | Soma dos Graus de Média dos Razao p_valor
Variagao | Quadrados Liberdade Quadrados

Modelo < 0,001
Erro 100 10 10
Total 1.000 11

A partir das informacoes e da tabela apresentadas, julgue os itens subsequentes.

A estimativa de ¢ foi igual a 10.
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! Comentarios:
A estimativa de o2 equivale ao quadrado médio residual. Logo,
2=QMR =10

Gabarito: Certo.

(CESPE/EBSERH/2018) Determinado estudo considerou um modelo de regressdo linear simples na forma
i yi = Bo + B1x; + €;, em que y; representa o nimero de leitos por habitante existente no municipio i; x;
representa um indicador de qualidade de vida referente a esse mesmo municipio i, parai=1,---,n. A
i componente &; representa um erro aleatério com média 0 e variancia 2. A tabela a seguir mostra a tabela
ANOVA resultante do ajuste desse modelo pelo método dos minimos quadrados ordinarios. :

Fonte de | Soma dos Graus de Média dos Razao p_valor
Variagao | Quadrados Liberdade Quadrados

Modelo < 0,001
Erro 100 10 10
Total 1.000 11

A partir das informacodes e da tabela apresentadas, julgue os itens subsequentes.
O R? ajustado (Adjusted R Square) foi inferior a 0,9.

i Comentdrios:

O coeficiente de determinacdo permite avaliar a qualidade do ajuste do modelo, quantificando,é
: basicamente, a capacidade do modelo de explicar os dados coletados. Ele é calculado por meio da expressao: :

SQM _ SQR

2 20X 7 _ 4 _oxt
SQT SQT’

em que SQM = Soma dos quadrados da regressdo (modelo), SQR = Soma dos quadrados dos residuos (erros)

e SQT = Soma dos quadrados totais. Além disso, para evitar dificuldades na interpretacdo de R?, alguns

estatisticos preferem usar o R? ajustado, definido para uma equagdo com 2 coeficientes como :

ﬁ=1—(n_;)x(1—R2).

n—

Pela tabela temos que SQT = 1000 e SQR = 900. Substituindo os valores apresentados na tabela nas
i equagbes acima teremos: i
' 900

~ 1000 = 09.

Além disso, comotemosn — 1 = 11 graus de liberdade totais, entdo

_2=1—(n_;)><(1—R2).
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RESUMO DA AULA

CORRELACAO LINEAR

A correlagdo é usada para indicar a forca que mantém unidos dois conjuntos de valores. A
correlagao linear pode ser:

Correlagdo Positiva

5 Direta ou positiva — quando temos dois fendmenos que
o R ° variam no mesmo sentido. Se aumentarmos ou
.b...----:"' ® diminuirmos um deles, o outro também aumentara ou
> ._.,Q...--"'". diminuira;
0o @
0 5 10 15

Inversa ou negativa — quando temos dois fendmenos que

o ®e variam em sentido contrario. Se aumentarmos ou
. "t-c..._,:.'”' diminuirmos um deles, acontecera o contrario com o
. .";---9 _____ ° outro, no caso, diminuird ou aumentar3;

0 5 10 15

Correlacdao Nula . . i .
Inexistente ou nula - quando nao existe correlagdo ou

1 dependéncia entre os dois fendmenos. Nessa situacdo, o
° e Le% o . valor do coeficiente de correlagao linear sera zero (r = 0)
R I .: 0o0° o ou um valor aproximadamente igual a zero (r = 0);
o 5 10 15

.. . ~ . .
10 o’ Perfeita — quando os fenémenos se ajustam perfeitamente
..t" a uma reta.
5 9o
P,
o
0
0 5 10 15
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Coeficiente de Correlacdo de Pearson

COEFICIENTE DE CORRELACAO LINEAR FORMULA
DE PEARSON 0 N
» _ A lXi=X)x(Y;=Y)]
E adotado para medir o quio forte é a r= — —
RELACAO linear entre duas VARIAVEIS. \/ Y1 (Xi—X)*x Y, (Y;=Y)?

FORMULAS ALTERNATIVAS ‘
Zn [(X; —X) x (Y; = Y)] =Zn (X;xY)—nxXxY
i=1 i=1
n w21 n 2y _ —
D [Xi=%7=) (x)-nxX

ZZ[Y—Y) Z (Y?) — n x Y2

Sobre a Coeficiente de Correlagdo de Pearson, podemos afirmar que:

e | — Pode assumir quaisquer valores entre 1 e -1, ouseja: [—1 <r < 1.

e || — Quanto mais préximo r estiver de 0, menor serd a relacao linear entre as duas variaveis
e |l = Quanto mais préoximo r estiver de (1 ou -1), maior sera a relacao linear entre as duas
variaveis.

Propriedades do Coeficiente de Correlacao

mmmmi 12 Propriedade

* O coeficiente de correlagdao nao sofre alteragdo quando uma constante é adicionada a
(ou subtraida de) uma variavel.

22 Propriedade

¢ O coeficiente de correlagdo pode nao sofrer alteragdo ou pode ter seu sinal alterado
quando uma varidvel é multiplicada (ou dividida) por uma constante. Caso as
constantes tenham o mesmo sinal, o valor do coeficiente de correlagdo nao sera
alterado. Por outro lado, se as constantes tiverem sinais contrarios, o coeficiente
mudara de sinal, mas o valor permanecera inalterado.
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REGRESSAO LINEAR SIMPLES

REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Calcula a expressdao matematica que relaciona
Y (variavel dependente) em fungao de X
(variavel independente).

- Propriedades

Sobre a Regressao Linear Simples, podemos afirmar que:

¢ |- O coeficiente m é conhecido como taxa de variacao ou coeficiente angular da reta.
- , A -
e |l - O coeficiente angular é expresso por: m = ﬁ = %
—A0
e |l - O coeficiente b é conhecido como coeficiente linear da reta e determina o ponto em

que a reta intercepta o eixo y.
e |V - Quando a correlagdo linear ndo é perfeita, utilizamos a expressdo Y; = a + BX; + &,
para determinar a reta de regressao.

Método dos Minimos Quadrados

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

A reta a ser adotada devera ser aquela que
torna minima a soma dos quadrados das
distancias da reta aos pontos experimentais,
medidas no sentido da variacao aleatdria.
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Reta Passando pela Origem

MODELO DE REGRESSAO QUE
PASSA OBRIGATORIAMENTE
PELA ORIGEM E:

Yi=a+ﬂXi+£i

Yi=0+ﬂXi+£i

Yi = BXl aF &;.

ANALISE DE VARIANCIA DA REGRESSAO

Observar a reducdao no
residuo (desvio) quando
comparado com um O resultado da analise de
modelo aproximadamente variancia da regressao é
uniformeY; = u + ;. uma tabela que resume
varias medidas usadas no
teste de hipdteses anterior.

ANALISE DE VARIANCIA
DA REGRESSAO

Estratégia para verificar se
compensa ou nao utilizar
um modelo de regressao

linear,
Yi=a+ BX; + ¢ Hy:B=0
{H]_: ﬁ *=0

Testar a hipotese:

Graus de Liberdade

O numero de graus de liberdade do modelo de regressao é:
GLyogero =2—1=1
O numero de graus de liberdade dos residuos é:
GLResiquos =N — 2
O numero de graus de liberdade total é:

GLrotar = n—1
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Somas de Quadrados

A soma dos quadrados totais é calculada por meio das seguintes férmulas:

SQT = SQM + SQR
SQT = ) (Y;—Y)?
2

A soma dos quadrados do modelo de regresséo é calculada mediante as seguintes formulas:

SOM = Z(?L -7)°
i=1

n

SQM = b x Y [(X; = ) X (¥ = V)]

i=1

n

SQM = b? x z(xi —X)?

i=1

A soma dos quadrados dos residuos é calculada pela férmula:

SQR = ) (¥-7)’
i=1

Coeficiente de Determinacao

O coeficiente de determinagao é calculado pela férmula:

_sQM
~sQT

2

Em que R é o coeficiente de correlacao linear, calculado pela expressao:

SQM
SQT

O coeficiente de determinagao também pode ser escrito da seguinte forma:
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_SQM _SQT —SQR _ QR

RZ
SQT SQT SQT

Coeficiente de Determinacgao Ajustado

E obtida pela divisio de SQR e SQT pelos respectivos graus de liberdade:

SQR
¢ /(n—2)

ﬁzl_SQT/

n—-1)

A relacio entre o coeficiente de determinacdo ajustado (R?) e o coeficiente de determinacéo
tradicional (R?) é dada por:

Quadrados Médios

Quadrado médio do modelo (QMM): QMM = SQTM

Quadrado médio dos residuos (QMR): QMR = %
oy SQT

Quadrado médio total (QMT): QMT = —

Estatistica F (Razao F)

Estatistica F (ou razio F): F* = 22
QMR

Se F* > F.pitico, POdemos rejeitar a hipétese nula;

Se F* < F.pitico, N0 podemos rejeitar a hipdtese nula.
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Tabela de Andlise de Variancia da Regressao

Fonte de Graus de Soma dos Quadrados Estatistica F
Variagcao Liberdade Quadrados Médios (Razao F)
QMM

Modelo 1 SQM QMM = T F = OMR
R
Residuos n—2 SQR QMR = &2
n —
Total n—-1 SQT QMT = &Tl
n —_—
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ANALISE DE RESIDUOS

Os residuos do modelo de regressao sao definidos por e; = y; — ¥;, em que y; é uma observacdo real e y; é

o valor ajustado correspondentes, proveniente do modelo de regressdo. Os residuos desempenham um
papel importante no julgamento da adequac¢ao do modelo.

Ao ajustar um modelo de regressao, devemos levar em consideragdao uma série de suposi¢des. Por exemplo,
a estimagdo dos parametros do modelo requer a suposi¢cdo de que os erros sejam varidveis aleatérias nao
correlacionadas, com média zero e variancia constante. Além disso, os testes de hipdtese e estimacao do
intervalo requerem que os erros sejam normalmente distribuidos.

Por isso, devemos sempre duvidar da validade dessas suposicdes e conduzir analises para examinar a
adequacdo do modelo. A analise dos residuos normalmente é utilizada na avaliagdao da suposicao de que
os erros sejam distribuidos de forma aproximadamente normal, com varidncia constante, assim como na
determinacao da utilidade dos termos adicionais no modelo.

Como uma verificacdo aproximada da normalidade, podemos construir um histograma de frequéncia dos
residuos ou um grafico de probabilidade normal dos residuos. Como os tamanhos das amostras na
regressao normalmente sdo muito pequenos para um histograma ser significativo, o método de plotar a
probabilidade normal é preferido.

O grafico de residuos mais comum envolve os residuos e; representados em uma sequéncia temporal contra
os valores de J; e contra a varidvel independente x. O grafico nulo, que representa a situagao ideal, ocorre
guando todas as suposi¢oes sao atendidas, mostrando que os residuos se comportam de forma aleatéria,
com dispersao em torno de zero e nenhuma tendéncia forte para ser maior ou menor que zero.

10 15

Residuos
=}
(65

Se os residuos aparecem como no grafico a seguir, a variancia das observacdes pode estar crescendo com o
tempo ou com a magnitude de ¥; ou x;. Transformag¢des de dados na resposta y podem ser usadas para
eliminar esse problema. As transformacdes mais usadas para estabilizar a variancia incluem o uso de /v,

In(y) ou 1/y como a resposta.
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Residuos
[ )
o
®
®

Graficos de residuos contra y; e x; que pare¢cam com o préximo também indicam desigualdade de variancia.

15
°
1 ® e
o o
2 05 oo Mo * 0%,
E “I ° o« © °% .¢
g 0 8% e °hee & 0% 2
< 05 e o © o0 g0
® o ®
-1 °®
1,5 °
2
X

Graficos de residuos que parecam com o seguinte também indicam que o modelo ndo é adequado; isto &,
termos de ordens maiores (quadraticos) devem ser adicionados ao modelo, uma transformacao sobre a
varidvel x ou a varidvel y (ou ambas) deve ser considerada, ou outros regressores devem ser considerados.

[ J
4 ° ®
o

mz [ ]
o
=} ° [ J
2o 0
) 0 5 10 15
R ° ° °s°

4 o

-6

X

Normalmente, ao analisarmos os residuos da regressao, devemos empregar alguma técnica de padronizacao
dos residuos, pois isso os torna diretamente compardveis. Os residuos padronizados sdo calculados na
forma:
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Se os erros forem normalmente distribuidos, entdao aproximadamente 95% dos residuos padronizados
devem cair no intervalo (—2, +2). Além disso, os residuos padronizados sdo escalonados de modo que seus
desvios-padrdao sejam aproximadamente iguais a 1. Consequentemente, os residuos que estiverem fora
desse intervalo podem indicar possiveis outliers ou observagées nao usuais.

Porém, ha outras maneiras de padronizar os residuos de regressao, outra muito popular é o residuo na forma
de Student (ou residuo estudentizado):
€
L~ e
V62(1 — hy)
em que h;; é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz

H=XXTX)"1xT

A matriz H é chamada de matriz chapéu, uma vez que:
=X =XX"X)"'XTy = Hy

Logo, H transforma os valores observados de y em um vetor de valores ajustados ¥.

Linearidade dos Termos de Erro

A condicdo de linearidade implica que os valores y estao todos em uma mesma linha reta. O grafico de
dispersao de x e y deve mostrar uma tendéncia linear. A reta de regressao reflete a tendéncia de linearidade
na forma de equacao linear. O erro é expresso como pontos dispersos ao redor da reta ajustada.

Se a relacdo de x e y for realmente linear, os pontos dispersos ndao apresentarao nenhuma tendéncia, seja
linear, curvilinea etc. Significa dizer que os residuos e a varidvel x ndo se correlacionam. Em outras palavras,
os residuos aparecem dispersos aleatoriamente em relagdo a x.

Os graficos a seguir exibem a relagdo linear de x e y e os residuos para valores de x. Os residuos localizam-se
em torno de zero e estdo espalhados aleatoriamente, sem nenhum padrdo. A caracteristica aleatéria em
torno de zero na distribuicao residual confirma que a suposicdo de linearidade esta correta.
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Em contraste, os graficos seguintes mostram um padrao tipico de residuos que indicam a existéncia de uma
relacdo nao linear ndo representada no modelo. Qualquer padrao curvilineo consistente nos residuos indica
gue uma acao corretiva aumentara a precisao do modelo, bem como a validade dos coeficientes estimados:

20 6
. .
® () g o 4 hd L
15 ®y oo °
o .7 ® g 2 °
____ =] ) ®
> 10 e ° y=0,7321x+ 7,0095 T 0 ®
o %]
) R?=0,5404 nﬂé 0 5 10 15 20
-2 Y [ J ° [ )
5 { ] P g
) -4 ®
0 -6
X X

Portanto, podemos presumir que hd um termo de X? omitido e que precisa ser adicionado ao modelo.
Depois de adicionar o termo quadratico, os residuos finalmente sdo dispersos aleatoriamente sem qualquer
tendéncia, como mostram os graficos a seguir:

20 4
°
3
I XNy
15 o oo ) °
) -
[ J a
9.2.0,1555x + 3,2208x - 0,0418 31 ° .
> 10 o R?=0,8998 20 e o 0% o
=0 5 fe o 20
5 o e ° e ©
¢ 2 o
0 3
X X

Ha trés a¢les corretivas possiveis no que diz respeito a auséncia de linearidade:

a) transformacdes de dados (logaritmo, raiz quadrada etc.) de uma ou mais varidveis independentes para
conseguir linearidade;
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b) inclusdo direta de relagdes ndo lineares no modelo de regressdo, mediante a criacdo de termos
polinomiais;

c) uso de métodos especializados, como a regressao nao linear especificamente elaborada para acomodar
os efeitos curvilineos de variaveis independentes.

Independéncia dos Termos de Erro

Segundo a suposicdo de independéncia, uma observacdao do termo de erro ndao deve prever a préxima
observacao, o que significa que o valor previsto ndo estd relacionado com qualquer outra previsdao. Podemos
identificar melhor tal ocorréncia fazendo o grafico de residuos contra o tempo ou em relagdo a ordem na
qual o experimento foi realizado.

Se os residuos forem independentes, o padrdao devera parecer aleatdrio e semelhante ao gréfico nulo de
residuos. Por sua vez, se houver violagdo dessa suposi¢cdo, seremos capazes de identificar um padrao
consistente nos residuos em relagdo ao tempo.

Quando a suposicdo de independéncia é violada, a observacdo de um erro positivo pode aumentar
sistematicamente a probabilidade de que o erro subsequente seja positivo (correlagdao positiva); ou pode
ser mais provavel que tenha o sinal oposto (correlagdo negativa). Esse problema acontece com mais
frequéncia em modelos de séries temporais e sdo conhecidos como correlagdo serial e autocorrelagao

Por exemplo, se as vendas forem inesperadamente altas em um dia, provavelmente serdo mais altas que a
média no dia seguinte. Esse tipo de correlagdo é comum para determinados tdpicos, como taxas de inflacao,
PIB, desemprego e assim por diante.

Os graficos a seguir exibem um grafico de residuos que mostra uma associacao entre os residuos e o tempo.
Reparem no padrdo oscilatdrio dos residuos ao longo do tempo:
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Normalidade da Distribuicao dos Termos de Erro

A maneira mais simples de determinar se os residuos seguem uma distribuicio normal é usando um
histograma de residuos, com a verificagdo visual para uma distribuicdo que se aproxima da normal. Embora
muito simples, esse método pode ndo funcionar tdo bem com amostras pequenas.

Outra ferramenta comumente usada é o grafico de probabilidade normal. Ele difere do grafico de residuos
no sentido de que os residuos padronizados sao comparados com a distribuicdo normal. A distribuicao

normal forma uma reta diagonal.

O grafico de probabilidade normal utilizado é o quantil-quantil normal (grafico Q-Q). Também pode ser
usado o grafico percentil-percentil normal (P-P). Nesses graficos, para que uma distribuicdo de residuos
possa ser classificada como normal, os residuos observados devem estar ao redor da linha diagonal

A seguir, temos exemplos de graficos quantil-quantil para varios tipos de distribuicdes de residuos:

a) distribuicdo simétrica:

o -
{
N
— o
3 -
£ o
= 3
. 5 o
(]
l @
T T T 1 ¥ | T . T
4 3 -2 1 0 1 2 3 3 -2 A 0 1 2 3
Z Quantis Teodricos

b) distribuicdo simétrica com caudas pesadas:

Quantis Amostrais
0

I | T T
-10 -5 0 5 10 3 -2 1 0 1 2 3

Z Quantis Teéricos
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c) distribuicdo simétrica com caudas leves:

7_ (o]
| /* E -
AT g
E o -
<
= 0
T v -
_— (1]
3
[ (e}
gl [ i
I T T 1 | T T T \ T
-2 -1 0 1 2 -3 -2 -1 0 1 2 3
Z Quantis Tedricos

d) distribuicdo assimétrica a direita:

Quantis Amostrais
2
1

Z Quantis Tedricos

d) distribuicdo assimétrica a esquerda:

Quantis Amostrais
6 -4 -2 0
! |

-8
1

3 2 1 0 1 2 3

z Quantis Tedricos
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Igualdade de Variancia dos Termos de Erro

A variancia dos erros deve ser consistente para todas as observagdes. Em outras palavras, a variancia nao
muda para cada observacdao ou para um intervalo de observag¢des. Esta condicdo preferida é conhecida
como homocedasticidade (mesma dispersdo). Se a varidancia mudar, nos referimos a isso como
heterocedasticidade (dispersao diferente).

O diagndstico é feito com graficos de residuos ou testes estatisticos simples. A representacao grafica de
residuos versus os valores dependentes previstos e a sua comparacdao com o grafico nulo mostra um
padrao consistente se a variancia nao for constante.

O grafico a seguir ndo mostra nenhuma violacdo da igualdade de varidncia, porque os comprimentos das
linhas tracejadas em laranja nao sao consideravelmente diferentes. O grafico de residuos dispersos contra X
exibe uma forma retangular em torno de zero.

1> g o | ® | °¥
1 .|.o ® o0 ¢ 0.‘*“
2 05 | @ © @0 e | _® e
S o oo [ ] q' é: o | o
2 0 ee o | ®e * ¢
o050 g 6 e 3; p 15 @ 20
s | e ° o N
-2
X

Nesse tipo de grafico, a heterocedasticidade aparece como uma forma de triangular em que a dispersao dos
residuos aumenta em uma direcao. No grafico abaixo, a dispersdo dos residuos aumenta a medida que o
valor ajustado aumenta.

Residuos
Residuos

Um padrdao em forma de diamante pode ser esperado no caso de percentagens nas quais se espera mais
variacdo no meio do intervalo, em vez das bordas.
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Residuos

Muitas vezes, varias violagbes podem ocorrer simultaneamente, como nao-linearidade e
heteroscedasticidade.

Residuos

Ha testes estatisticos para heteroscedasticidade. O teste Levene para homogeneidade de variancia mede a
igualdade de variancias para um par de varidveis, sendo recomendado porque é menos afetado por
desvios da normalidade, outro problema comum em regressao.

A heterocedasticidade pode ser corrigida de duas formas. Caso seja possivel atribuir a violacdo a uma unica
varidvel independente por meio da andlise de graficos de residuos, o procedimento de minimos quadrados
ponderados (com pesos) pode ser empregado.

N3o obstante, transformacdes de dados na resposta y podem ser usadas para eliminar o problema. As

transformag&es mais usadas para estabilizar a varidncia incluem o uso de ,/y, [n(y) ou 1/y como a resposta.
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HORA DE

PRATICAR!

(FUMARC/PC MG/2013) No estudo da adequagdo de um modelo de regressido linear simples, foram
i obtidos os seguintes graficos para analise dos residuos: :

DIAGRAMA DE DISPERSAD GRAFICO DE RESIDUOS x VALORES AJUSTADOS
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Ordem de coleta dos dados Residuos ordenados
(iii) (iv)

Analisando os graficos, ¢ CORRETO afirmar que o modelo ajustado é inadequado porque
a) o grafico (i) ndo satisfaz a suposicao de que o relacionamento entre Y e X é linear.
b) o grafico (ii) ndo satisfaz a suposicao de que os erros sdao nao correlacionados.

c) o grafico (iii) ndo satisfaz a suposicdo de que a variancia dos erros é constante.

d) o gréfico (iv) ndo satisfaz a suposicao de que os erros seguem uma distribuicdo normal.

: Comentarios:
: Vamos analisar cada uma das alternativas:
: Alternativa A: Correto. Basta notarmos que o diagrama formado tem formato curvo, e ndo em linha reta.

Alternativa B: Errado. O grafico dos residuos versus valores ajustados (valores preditos) € uma das principais
técnicas utilizadas para verificar as suposicdes dos residuos. Além do diagndstico de heterocedasticidade,
esse grafico pode indicar que existe uma relagdo nao linear entre as varidveis explicativas com a variavel
resposta, por meio de alguma tendéncia nos pontos. :

(]
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i Alternativa C: Errado. O grafico dos residuos contra o tempo ou ordem de coleta é utilizado para uma
i suposicdo de independéncia dos erros. Ao avaliarmos o grafico, percebemos uma tendéncia de os pontos se
i repetirem ao longo do tempo, o que indica a existéncia de dependéncia entre os residuos.

Alternativa D: Errado. Em um grafico de probabilidade normal, quando os residuos estdo alinhados, a
suposicdo de normalidade é valida; isto é, os residuos possuem distribuicao normal.
Gabarito: A.

(FUNCERN/TJ RN/2016) A analise de residuos é uma ferramenta util para se avaliar a qualidade do ajuste
de modelos de regressao aos dados em estudo.

i Assinale a opgao que representa corretamente o grafico de um modelo de regressdo linear bem ajustado. :

b) |

SERPTLl LALY -.
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: Comentarios:

: O grafico dos residuos versus valores ajustados (valores preditos) é uma das principais técnicas utilizadas
: para verificar as suposi¢coes dos residuos. Além do diagndstico de heterocedasticidade, esse grafico permite
: verificar a existéncia de uma relagdo ndo linear entre as variaveis explicativas com a varidvel resposta.

Para a verificacdo da heteroscedasticidade, devemos procurar algum padrdo ou tendéncia no grafico de
residuos. Por isso, se os pontos estdo aleatoriamente distribuidos em torno do 0, sem nenhum
comportamento ou tendéncia, temos indicios de que a suposicdo de igualdade de varidncia foi respeitada.
J4 a presenca de um padrdo triangular indica a presenca de heteroscedasticidade.

: Finalmente, quando um modelo linear esta bem ajustado, o grafico de residuos tende a se distribuir ao redor
: da origem.

Gabarito: E.
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QUESTOES COMENTADAS - CEBRASPE

Correlagao Linear

1. (CESPE/FINEP/2024) Duas variaveis, X e Y, possuem a mesma variancia; se a correla¢iao linear
de Pearson entre elas for 0,8, e se a covaridncia entre X e Y for 2, entdo a variancia de X sera

a) 2,50.
b) 1,25.
c) 0,20.
d) 2,00.
e) 0,40.

Comentarios:
Inicialmente vamos organizar os dados do enunciado:
p(X,Y)=10,8
Cov(X,Y) =2
A correlacgdo linear de Pearson é expressa por:
Cov(X,Y)
"T JVar(X) x Var(Y)

Em que Cov(X,Y),representa a covariancia entre X e Y.

0 enunciado nos disse que a variancia de X é igual a varidncia de Y. Substituindo os valores dados no
enunciado, temos:

2
B \/Var(X) X Var(Y)
0,8= 2
T Var(X)
Var(X) x 0,8 =2

0,8

2
Var(X) = ﬁ

Var(X) = 2,5
Portanto, como a variancia de X e Y sdo iguais:
Var(X) =Var(Y) = 2,5
Gabarito: A.
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2. (CESPE/FUB/2022) Julgue o item subsequente, considerando oito pares de valores das
variaveis X e Y, tais que ZX = 24; XY = 49; XY = 181; X% =100eXY? = 343.

O coeficiente de correlacdo de Pearson para os valores apresentados sera negativo, o que indica que a
regressao linear sera representada por uma reta decrescente.

Comentarios:

Calculando o coeficiente de correlagao linear de Pearson, verificamos que:

nXxiy) — Ex) Xy

p(X,Y) =
(PExD) = Ex [nEy?) - 0
LT = 8 x 181 — 24 x 49
V8 x 100 — 242 V8 x 343 — 492
1448 — 1176
pIxY) = V800 — 576 V2744 — 2401
PN Y) = e
V224+/343
272
PY) = 1456 < 1852
p(X,Y) = 272 _ 0,98
277,06

Portanto, o coeficiente de correlacdo de Pearson para os valores apresentados sera positivo.

Gabarito: Errado.

3. (CESPE/FUB/2022) Julgue o item subsequente, considerando oito pares de valores das
variaveis X e Y, tais que £X = 24; XY = 49; XY = 181; £X? = 100 e ZY? = 343.

Existe uma correlacgdo forte entre as variaveis X e Y.

Comentarios:

Calculando o coeficiente de correlagao linear de Pearson, verificamos que:
nXxy) — Gx) X yi)
(PExD) = E 2 [nEy7) - Ey0?
8 x 181 — 24 x 49
V8 x 100 — 24% V8 x 343 — 492

pX,Y) =

p(X,Y) =

etri 76 -Edital)
199

a ANA (Especialista em Regulacdo de Recursos Hidricos e Saneamento Basico - Especialidade 1) Eco
www.estrategiaconcursos.com.br




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

1448 — 1176
p(X,Y) =
V800 — 576 V2744 — 2401
X7) = 272
PR V224 /343
272
P Y) = TS x 1852
(X,Y) = 272 _ 0,98
P2 277.06

Portanto, existe uma correlacao forte (muito préxima de 1) entre as varidveis X e Y.

Gabarito: Certo.

4. (CESPE/FUB/2022) Julgue o item subsequente, considerando oito pares de valores das
variaveis X e Y, tais que £X = 24; Y = 49; £XY = 181; £X? = 100 e LY? = 343,

Com base no coeficiente de correlagdo linear, é correto afirmar, em face dos dados apresentados, que se
trata de uma correlacdo espuria.

Comentarios:

A correlacdo espuria normalmente ocorre quando duas variaveis ndo relacionadas sdo percebidas como
se fossem, seja pelo acaso ou por um terceiro fator. Basicamente, a correlacdo espuria pode ser definida
como uma associa¢ao entre variaveis que, na verdade, ndo apresentam uma relagao natural.

O presente caso ndo é de correlacao espuria, pois as variaveis apresentam uma correlacdo forte entre
si, conforme verificamos a seguir:

nXxiy) — Ex) X yi)

p(X,Y) =
(PExD) = Ex [nEy?) - Ey0?
8 x 181 — 24 X 49
p(X,Y) =
V8 x 100 — 242 /8 x 343 — 492
1448 — 1176
p(X,Y) =
V800 — 576 V2744 — 2401
x¥) - 272
P = P22 343
xy) - 272
PLT) = 1496 x 18,52
(X,Y) = 272 _ 98
PR 27706

Gabarito: Errado.
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5. (CESPE/FUB/2022) Uma regressao linear de Y sobre X consiste em obter a equa¢dao de uma
reta, ou uma funcdo linear, como o modelo que ira melhor representar a relacao entre as
variaveis; a determinacido dos parametros dessa reta é denominada ajustamento.

Considerando essas informacgoes, julgue o seguinte item.

Para quaisquer valores das variaveis X e Y, a existéncia de um coeficiente de correlagdo diferente de
zero é garantia para que haja uma relagdo entre X e Y.

Comentarios:

0 coeficiente de correlacio mede a relacdo estatistica entre duas variaveis, isto é mede a
interdependéncia entre duas variaveis. Contudo, mesmo eventos sem relacdo de causa podem ter alto
grau de correlagao. Quando isso ocorre, dizemos tratar-se de uma relagdo espuria. Ha alguns exemplos
famosos, como é o caso da correlagdo de 98% entre a redu¢do no consumo de margarina por pessoa e
da queda no ndmero de divorcios por mil pessoas no Estado do Maine (EUA).

Gabarito: Errado.

6. (CESPE/TJ]-PA/2020) Em um grafico de dispersao, por meio de transformacdes convenientes,
a origem foi colocada no centro da nuvem de dispersao e as variaveis foram reduzidas a uma
mesma escala. Se, nesse grafico, for observado que a grande maioria dos pontos esta situada no
segundo e no quarto quadrantes, e que aqueles que nao estao nessa posicao situam-se proximos
da origem, entdo a correlacgao linear entre as variaveis

a) Sera necessariamente fortemente positiva.
b) Podera ser fracamente positiva.

c) Sera necessariamente nula.

d) Podera ser fracamente negativa.

e) Serad necessariamente fortemente negativa.

Comentarios:

Sabemos que o coeficiente de correlagdo varia entre -1 e 1. Também sabemos que quanto mais préximo
de zero estiverem os pares ordenados mais fraca sera a correlagdo, e quanto mais préximo de 1 ou -1
estiverem os pares ordenados, mais forte sera a correlacao.

Temos do enunciado que a maioria dos pontos estdo no segundo e no quarto quadrantes, logo a reta que
representa os dados é decrescente (correlagdo linear negativa). Sabemos também que os pontos no
primeiro e terceiro quadrantes estdao mais préximos de zero (correlacao fraca).
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Assim, concluimos que o gabarito é a letra D.

Gabarito: D.

7. (CESPE/TJ-PA/2020) Texto 7A3-I. O coeficiente de correlagao linear de Pearson entre duas
variaveis aleatorias discretas X e Y definidas sobre um mesmo espaco amostral é dado por

(s xiyi) — iy %) (Eiz yi)
I ) = (B (S ) — (Sl 90)?

CORR(X,Y) =

Ja na reta de melhor ajuste Y = aX + b, determinada pelo método dos minimos quadrados, os
coeficientes sao dados por

a= n(2?=1 xiyi) - (Z?=1 xi)(2?=1 yl-)
(X, x7) — (T x)?

n n
_Zi=1)i— aXi—1X;
n

b

Uma forma de avaliar a precisiao do modelo consiste em comparar o estimador nao viesado da
variancia residual, obtido das diferencas entre os valores observados e os previstos pelo modelo,

—~

1 - . .. A <
S, =—— Y ,(y; — ¥ ? com o estimador nio viesado da varidncia dos valores observados, S, =
n-2

1 n = 2
— 2i=1 (Vi =¥ "
A tabela a seguir apresenta as penas de reclusao (P), em anos, cominadas a um grupo de dez réus,
e suas respectivas rendas familiares mensais per capitas (R), em numero de salarios-minimos,

em que a dltima coluna foi obtida usando a reta ajustada pelo método dos minimos quadrados.
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1 14 025 3,5 196 0,0625
2 12 05 6 144 0,25

3 109 1 10,9 118,81 1

4 6 1,5 9 36 2,25

5 5 1,75 875 25 3,0625
6 3 2 6 9 4

7 3 2,5 7,5 9 6,25

8 2,3 3 6,9 5,29 9

9 1,8 35 6,3 3,24 12,25
10 2 4 8 4 16

Totais 60 20 72,85 550,34 54,125

Dados:
1903,4 1/2 = 43,63
141,25%2 = 11,88

3,0625

2,25

0,25

0,0625

0,25

2,25

14,125

0,0547560

0,0001440

0,0463110

0,2500000

0,2480040

0,5535360

0,0595360

0,0067898

0,2101306

1,0160640

2,4452714

A partir das informacgdes do texto 7A3-1, o coeficiente de correlacao linear entre as variaveis R e

Pé

a) - 0,33.
b) - 0,51.
) - 0,67.
d) - 0,82.
e) - 0,91.

Comentarios:

Nessa questdo, a formula do coeficiente de correlacao linear veio no préprio enunciado, restando apenas
a aplicacao dos valores apresentados na tabela. Assim, considerando P como a variavel X e R como a

variavel Y, temos:

(]
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nXxy) — Ex) X yi)

r(X,Y) =

(PExD) = E 2 [nEy7) - 0
10 x 72,85 — 60 x 20
10 X 550,34 — 602 /10 x 54,125 — 202
728,5 — 1200
/5503,4 — 3600 /541,25 — 400
—-471,5
V19032 /141,25

Seria praticamente impossivel passarmos desse ponto sem a ajuda de uma calculadora. Contudo, o
enunciado também trouxe alguns dados importantes, que nos ajudam a superar esta etapa:

r(X,Y) =

r(X,Y) =

r(X,Y) =

1903,4 /2 = 43,63
141,252 = 11,88

Sabendo disso, podemos utilizar esses valores na formula de correlagao, ficando assim:

) = —4715
M) = 4363 % 11.88

—4715

r(X.Y) =533

r(X,Y) = —0,91

Gabarito: E.

8. (CESPE/T]-PA/2020) Texto 7A3-1. O coeficiente de correlacao linear de Pearson entre duas
variaveis aleatdrias discretas X e Y definidas sobre um mesmo espaco amostral é dado por

n(Xit xy) — Qi x) i1 i)

CORR(X,Y) =
(PEE D) = (B 202 (i YD) — (Sl

Ja na reta de melhor ajuste Y = aX + b, determinada pelo método dos minimos quadrados, os
coeficientes sao dados por

a= n(z?=1xiyi) - (Z?=1 xi)(Z?zl yi)
- n(Xi, x7) — (Ui, x;)?

n n
_Zi=1)i— aYi=1X

n

b

Uma forma de avaliar a precisiao do modelo consiste em comparar o estimador nao viesado da
variancia residual, obtido das diferencas entre os valores observados e os previstos pelo modelo,
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1 - . . . A <
e=—— ™ (i —¥:) % com o estimador nio viesado da variancia dos valores observados, S, =
n

l(yl 7) 2-

n-— 1

A tabela a seguir apresenta as penas de reclusio (P), em anos, cominadas a um grupo de dez réus,
e suas respectivas rendas familiares mensais per capitas (R), em numero de salarios-minimos,
em que a ultima coluna foi obtida usando a reta ajustada pelo método dos minimos quadrados.

81 I I

14 0,25 0,0625 3,0625 0,0547560
2 12 0,5 6 144 0,25 2,25 0,0001440
3 109 1 109 118,81 1 1 0,0463110
4 6 1,5 9 36 2,25 0,25 0,2500000
5 5 1,75 875 25 3,0625 0,0625 0,2480040
6 3 2 6 9 4 0 0,5535360
7 3 2,5 7,5 9 6,25 0,25 0,0595360
8 2,3 3 6,9 5,29 9 1 0,0067898

9 1,8 35 6,3 3,24 12,25 2,25 0,2101306
10 2 4 8 4 16 4 1,0160640
Totais 60 20 72,85 550,34 54,125 14,125 2,4452714

Dados:
1903,4 1/2 = 43,63
141,25%%2 = 11,88

Considerando-se o texto 7A3-1, a relacao entre o coeficiente de correlacdo linear entre as
variaveis X e Y e o coeficiente angular, da reta de melhor ajuste aos dados determinada pelo
método dos minimos quadrados pode ser expressa por

a)a = CORR(X,Y).
b) b = CORR(X,Y).

)@ x [n(Ely¥7) — (ELyx)” = CORRCLY) X [n(Ey v2) = (ELy 1)
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d) b x Jn@z;le — (5%, x)? = CORR(X, Y) X Jn(zzglyf) (S )2

1

e)a =———
) CORR(X)Y)

Comentarios:

0 enunciado da questdo nos deu algumas férmulas importantes. Temos que o coeficiente de correlacao
linear é dado por:

r(X,7) = nQxy) - Ex)Xy) (Eq.1)

(PExD) = Ex [nEy?) - Ey0?

Para facilitar a resolugdo podemos substituir as expressoes por letras. Assim, podemos dizer que:

(S (578

i=1 i=1 i=1
n n 2
o=(2)-(2)
i=1 i=1
Assim, temos:
a=— (Eq.2)

Agora, vamos considerar que:

Dessa forma, temos:

Reparem que esta ultima expressdo corresponde a uma simplificacao da Eq. 1.

Se pegarmos a Eq. 2 e isolarmos o P, teremos o seguinte:

P=axQ
Substituindo P na Eq. 3:
axq@
r(X,Y) =——=
JOVR

Simplificando por \/5 :
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axQx.Q
XY)=—F/———=
' JoJavR
LY =a><§_j%ﬁ
_ax,Q
r(X,Y) = R

Se colocarmos VR multiplicando teremos:
ax\/azr(X,Y)X\/E

Ja podemos determinar a alternativa correta, mas vamos substituir as letras pelas devias expressoes:

ax [n(Y )~ (Y x) =corrcryyx n(>52) - (> )

2

Gabarito: C.

9. (CESPE/T]J-PA/2020) Texto 7A3-1. O coeficiente de correlacao linear de Pearson entre duas
variaveis aleatdrias discretas X e Y definidas sobre um mesmo espaco amostral é dado por

n(Xit xy) — Qs x) i1 i)

CORR(X,Y) =
NSy ) — (Sl ) 1Sl YD) — (g 70?

Ja na reta de melhor ajuste Y = aX + b, determinada pelo método dos minimos quadrados, os
coeficientes sdo dados por
a= (Xt xy) — Cil x) X, vi)
N, 1) — iy x0)?
_ =1 Yi — A Y= X

n

b

Uma forma de avaliar a precisao do modelo consiste em comparar o estimador nao viesado da
variancia residual, obtido das diferencas entre os valores observados e os previstos pelo modelo,

—~

Se = n  (yi — 9:) % com o estimador nio viesado da variancia dos valores observados, S, =

n-2
1 = 2

n_1 i=1(Yi—¥) "

A tabela a seguir apresenta as penas de reclusao (P), em anos, cominadas a um grupo de dez réus,

e suas respectivas rendas familiares mensais per capitas (R), em nimero de salarios minimos,

em que a ultima coluna foi obtida usando a reta ajustada pelo método dos minimos quadrados.
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1 14 025 3,5 196 0,0625
2 12 05 6 144 0,25

3 109 1 10,9 118,81 1

4 6 1,5 9 36 2,25

5 5 1,75 875 25 3,0625
6 3 2 6 9 4

7 3 2,5 7,5 9 6,25

8 2,3 3 6,9 5,29 9

9 1,8 35 6,3 3,24 12,25
10 2 4 8 4 16

Totais 60 20 72,85 550,34 54,125

Dados:
1903,4 1/2 = 43,63
141,25%2 = 11,88

0,25

0,0625

0,25

2,25

14,125

0,0547560

0,0001440

0,0463110

0,2500000

0,2480040

0,5535360

0,0595360

0,0067898

0,2101306

1,0160640

2,4452714

Com base no texto 7A3-l, a renda familiar per capita esperada X, em nimero de salarios-
minimos, obtida aplicando-se a reta de melhor ajuste aos dados determinada pelo método dos
minimos quadrados para um réu ao qual tenha sido cominada uma pena de 4 anos de reclusao é

a)23 <X < 2,6.
b)2,1< X <23.
)19<X<2L1.
d)1,2 <X < 1,9.
e)1,0<X <12

Comentarios:

0 enunciado da questdo nos forneceu a formula para calcularmos o coeficiente de correlacao linear.

Assim, basta aplicamos os valores da tabela a férmula.

Tomemos P para x e R para y. Assim, temos:

(]
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_nExy) - Ex)Ey)

nEx?) — Cx)°

n n
_2i=1Yi— aXi—q1%;
n

b

Substituindo os valores da tabela, temos:

10 x 72,85 — 60 x 20
"~ 10 x 550,34 — 602

728,5 — 1200

~ 5503,4 — 3600
—471,8

~ 19034

a=-024

a

a

Calculando b:
_ =1V — AN X
n
b= 20 — (—0,24 x 60) _
10
20 — (—14,4)
=—T0
34,4
T
b = 3,44

b

b

Agora, podemos calcular a reta para um réu ao qual tenha sido cominada uma pena de 4 anos de
reclusdo, tomando X = 4

Y=aX+b
Y =-0,24 X 4+ 3,44
Y =248
Gabarito: A.

10. (CESPE/TJ]-PA/2020) Texto 7A3-1. O coeficiente de correlacao linear de Pearson entre duas
variaveis aleatdrias discretas X e Y definidas sobre um mesmo espaco amostral é dado por

n(Xit xy) — Qi x) i1 i)

CORR(X,Y) =
(PEE D) = By 202 (i YD) — (Sl

Ja na reta de melhor ajuste Y = aX + b, determinada pelo método dos minimos quadrados, os
coeficientes sao dados por
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:n(Z? 1xiYL) (Z 1x1)(21 1y1)
n(Ei, xf) — Bk xi)?

Liyi—aXYiix
n

b=

Uma forma de avaliar a precisio do modelo consiste em comparar o estimador nao viesado da
variancia residual, obtido das diferencas entre os valores observados e os previstos pelo modelo,

1 -~ . . . A =
S, =—— X" ,(yi — ¥ ? com o estimador nio viesado da varidncia dos valores observados, S, =
n-2

1 _
— X i =2

n-1

A tabela a seguir apresenta as penas de reclusao (P), em anos, cominadas a um grupo de dez réus,
e suas respectivas rendas familiares mensais per capitas (R), em nimero de salarios-minimos,
em que a ultima coluna foi obtida usando a reta ajustada pelo método dos minimos quadrados.

I8 ) s

0,25 0,0625 3,0625 0,0547560
2 12 0,5 6 144 0,25 2,25 0,0001440
3 109 1 109 118,81 1 1 0,0463110
4 6 1,5 9 36 2,25 0,25 0,2500000
5 5 1,75 875 25 3,0625 0,0625 0,2480040
6 3 2 6 9 4 0 0,5535360
7 3 2,5 7,5 9 6,25 0,25 0,0595360
8 2,3 3 6,9 5,29 9 1 0,0067898

9 1,8 35 6,3 3,24 12,25 2,25 0,2101306
10 2 4 8 4 16 4 1,0160640
Totais 60 20 72,85 550,34 54,125 14,125 2,4452714

Dados:
1903,4 1/2 = 43,63
141,25%%2 = 11,88
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Levando-se em consideracao o texto 7A3-1, a discrepancia na renda familiar per capita X, em
numero de salarios-minimos, obtida entre o valor observado e aquele em que se aplica a reta de
melhor ajuste aos dados determinada pelo método dos minimos quadrados para o nono réu é

a) 0,47 < X < 0,50.
b) 0,44 < X < 0,47.
) 0,42 < X < 0,44.
d) 0,39 < X < 0,42.
€) 0,38 < X < 0,39.

Comentarios:

A reta de regressdo é dada por Y = aX + b, como a questdo ndo apresenta uma correlagdo perfeita,
existem desvios ou “erros” de cada ponto em relacdo a reta de regressdo. Assim, os valores desses
“erros” sdo calculados pela diferenca entre os valores observados e os valores obtidos pela reta de
regressao.

A questio traz na tabela os quadrados das diferencas entre cada valor R; observado e o valor R; da reta
de regressao. Portanto, para acharmos a diferenca para o nono réu, basta calcularmos a raiz de (R; —
R))? dado na tabela.

Para oréu 9:
(R; — R)?=0,2101306
(R, —R) = /0,21
(R; — R,) = 0,45

Gabarito: B.
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QUESTOES COMENTADAS - CEBRASPE

Regressao Linear Simples

1. (CESPE/ANAC/2024) Mediante a aplica¢ao do critério de minimos quadrados ordinarios, um
analista deseja ajustar um modelo de regressao linear simples na forma y = a + bx + & com
variancia V, em que y representa a variavel dependente, x é a variavel regressora e € denota um
erro aleatorio que segue distribuicao normal com média zero. A partir de uma amostra aleatdria
simples de tamanho n = 46, o analista obteve as estatisticas descritivas mostradas na tabela a
seguir.

Variavel Média Amostral Desvio Padrio
Amostral
Y 10 5
X 20 4

A partir dessas informacgdes, e sabendo que a correlacao linear de Pearson entre as variaveis y e
x é igual a 0,5, julgue os proximos itens.

A estimativa do coeficiente b é igual ou superior a 0,6.

Comentarios:

Para encontrar a estimativa do coeficiente b na regressao linear simples, podemos usar a formula:

~ s
hb=rx=

Sy

Onde:
e 1 éacorrelagdo linear de Pearson entre y e x (dado como 0,5);
e s, €o0desvio padrdo amostral de y (dado como 5);
e S, éo0desvio padrdo amostral de x (dado como 4).

Substituindo os valores conhecidos na féormula:
- 5
b =O,5><Z= 5% 1,25 =0,625

Portanto, a estimativa do coeficiente b é de 0,625. Assim, a afirmacdo de que a estimativa do coeficiente
b é igual ou superior a 0,6 é verdadeira.

Gabarito: Certo.
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2. (CESPE/FINEP/2024)

0 1 3 13 14 25

Considerando que a tabela precedente exibe uma amostra aleatoria bivariada (x,y) de tamanho
6, na qual representa uma variavel dependente e denota uma variavel regressora, assinale a
opcio que apresenta uma curva de regressao (y) ajustada para esse conjunto de dados mediante
aplicacao do método de minimos quadrados ordinarios.

a)y = x?

b)§ = 11,2
c)y=373x

d)y =0,5x%+12,5
e)y=5x—-2
Comentarios:

O objetivo do método dos minimos quadrados é minimizar o somatorio dos quadrados dos erros
(X, e?). 0 enunciado pede para assinalarmos, dentre as alternativas, a op¢o que apresenta uma curva
de regressdo () ajustada para esse conjunto de dados. Sendo assim, montaremos uma tabela para

verificar qual alternativa minimiza o desvio quadratico:

0 0 0 11,2 0 12,5 2

’ ’

1 1 1 11,2 3,73 13 3
2 3 4 11,2 7,46 14,5 8
3 13 9 11,2 11,19 17 13
4 14 16 11,2 14,92 20,5 18
5 25 25 11,2 18,65 25 23

Agora, calculando os desvios quadraticos para cada alternativa, temos que:
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X Y v-11,22 | v-3,73x)2 | (v-0,5x%-12,5)2

0 0 0 125,44 0 156,25 4
1 1 0 104,04 7,45 144 4
2 3 1 67,24 19,89 132,25 25
3 13 16 3,24 3,27 16 0
4 14 4 7,84 0,84 42,25 16
5 25 0 190,44 40,32 0 4

TOTAL 21 498,24 71,78 490,75 53

Portanto, dentre as op¢des apresentadas, a que minimiza o somatorio do erro quadratico € a letra A.

Gabarito: A.

3. (CESPE/FUB/2022) Julgue o item subsequente, considerando oito pares de valores das
variaveis X e Y, tais que ZX = 24; XY = 49; XXY = 181; £X? = 100 e XY? = 343.

A reta dos minimos quadrados ordinarios que representa a regressao linear simples de Y em X com
intercepto ndo nulo tera coeficiente linear aproximado de 2,48.

Comentarios:

Em uma regressao linear na forma Y; = a + bX; + &;., os estimadores minimos quadrados sao dados
pelas relagdes:
- TR (KY) —nx X xT
LX) -—nxX?

a=Y-pX

X S ¥y,
1=1 le Y — 1=1 l.
n n

em que X =
Vamos utilizar as férmulas acima para calcular o coeficiente angular da reta:
B LXH-—nxX?
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n . ny.
() — n x 2zl 2ol

g = n n
n 2 ?=1Xi ?

YroX Y Y,
I, (XY, — SELSL A=

n, () — "=t

181_24249

B = 2
100—%
181 — 3 X 49
100 -3 x 24
~ 181 — 147
F=To0=72

, 34
ﬁ_28

3:

g =

Agora, vamos calcular o coeficiente linear:

A

~l

_'@X
isYi s y iz1 Xi

a=

49 34 24
~8 288
49 x 28 — 34 x 24

8 x 28
1372 -816 556

224 224

D

a=

C’f = = 2,48

Gabarito: Certo.

4. (CESPE/PC-PB/2022) Para as variaveis Y e X, em que Y denota a variavel resposta e X
representa a variavel regressora, a correlacao linear de Pearson entre Y e X é 0,8, o desvio
padriao amostral de Y é 2, e o desvio padrao amostral de X é 4. Nesse caso, a estimativa de
minimos quadrados ordinarios do coeficiente angular da reta de regressao linear simples é igual
a

a) 0,40.
b) 1,60.
c) 0,64.
d) 0,80.
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e) 0,50.

Comentarios:

O coeficiente angular da reta de regressao pode ser calculada por

Comor = 0,8, Sy = 2 es, = 4, temos:

Gabarito: A.

5. (CESPE/PETROBRAS/2022) Uma determinada reparticdo publica fez um levantamento do
tempo, em minutos, que os cinco funcionarios de uma sessao gastam para chegar ao trabalho em
funcao da distancia x, em quilometros, de suas residéncias. O resultado da pesquisa realizada
com cada um deles é apresentado na tabela a seguir, em que X e y sio, respectivamente, as
médias amostrais das variaveis x e y .

1 10 5 -4 -7 28 16

2 20 5 -4 3 -12 16

3 15 10 1 -2 -2 1

4 10 10 1 -7 -7 1

5 30 15 6 13 78 36
Média 17 9

Com base nos dados dessa tabela, julgue o préoximo item.

Pelo modelo de regressdo linear simples, a equacdo que expressa o relacionamento ajustado entre a

. ~ ~ _ 85 ,
variavel em funcdode x e y; = -5 Xi + @ emque a € uma constante.

Comentarios:
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O coeficiente angular da reta de regressao é estimado por

b= Sxy _ Yie1 (g — %) (i — ¥)
Sxx Z?=1(xi - f)z
Temos que somar as duas dltimas colunas da tabela:

Syy =28—12—2—7+78 =85

Sex=16+16+1+1+36=70
Assim, temos:
58
70
Portanto, nosso modelo sera:
Vi = %xi +a

Gabarito: Certo.

6. (CESPE/PETROBRAS/2022)

Equacao1l:y; =a+ bX; +e

Equacao 2:y; =a+ b1 X; + bX, + b3X3 + e

Com base nos modelos de regressao linear simples (equacido 1) e de regressao linear multipla
(equacgao 2), julgue o item a seguir.

O coeficiente b da equacdo 1 é o resultado da correlacao entre os valores amostrais de X e Y, dividida
pela variancia de X .

Comentarios:

A estimativa do coeficiente b, pelo método dos minimos quadrados ordinarios, é o resultado da
covariancia entre os valores amostrais de X e Y, dividida pela variancia de X:

5= Cov(X,Y)
© Var(X)

Gabarito: Errado.

7. (CESPE/SEFAZ-SE/2022) Para a obtencao de projecoes de resultados financeiros de empresas
de determinado ramo de negdcios, sera ajustado um modelo de regressao linear simples na
forma y = ax+ b + €, no qual x representa o grau de endividamento; y denota um indice
contabil; o termo € é o erro aleatério, que segue uma distribuicio com média nula e variancia o?;
e a e b sao os coeficientes do modelo, com b # 0. A correlacdo linear entre as variaveis x e y é
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positiva e algumas medidas descritivas referentes as variaveis x e y se encontram na tabela a
seguir.

Desvio Padrio Amostral RS 8

Média Amostral 2 4

Com base nessa situacdo hipotética e considerando que o coeficiente de determinacao
proporcionado pelo modelo em tela seja R? = 0,81, assinale a op¢do em que é apresentada a reta
ajustada pelo critério de minimos quadrados ordinarios.

a)y = 0,045x + 1,82
b) y = 0,5x
A)y=04x+04+¢€
d)y=18x—-70+¢€
e)y =18x—-70

Comentarios:

Os coeficientes a e b podem ser estimados pelas seguintes relacoes:

a=7y—bx

- s

h=r-Z
Sx

em que r € o coeficiente de correlagao; s,, e s, sdo os desvios amostrais de y e x.

Aplicando os valores R? = 0,81, sy, = 0,4 es, = 8, temos:

b= o ()
b =0,9-(0,05) = 0,045
Agora, utilizando o valor de b = 0,045, y =2eXx = 4, temos:
a=y-bx
a=2-0,045x%x4
a=2-0,18=1,82
Portanto, a reta ajustada pelo modelo é descrita por:

y=bx+a
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