y Estratégia

Concursos

Aula 00

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e
Financas) Estatistica e Econometria -
2024 (Pos-Edital)

Autor:
Equipe Exatas Estratéegia
Concursos

19 de Janeiro de 2024



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

H) AN o (=YY= g = To= Lo o (o TN U] £ o O PPRSSPRRR 3
) I N 1o PO PP PR PP PPPPPT 4
3) Apresentacao - DIStriDUICEES CONJUNTAS .......cccuviiiiiiiiii e e e ee e s s et r e e e e e e e e e e e e et eeaaaesasaa st e s baeaeeaaaeaesessaansnsrnnreaneeeaes 5
4) MOMENTOS € FUNGAO GEIALIZ ....eeiieiiiiiiiee ettt ettt e kbt e e oottt e o4 h b et e e e ek bt e e e e e a bt e e e s bbb e e e e e anbbneee e 6
5) Distribuic8es Conjuntas - VariQVeiS DISCIEIAS ......uuuuiiiiiiieeeeieiiiiiiiietiteete e e e e e s s ast et e e aeeaaeesasassraarraereaaeeeseesanssnsenreees 43
6) Densidade Conjunta - Variaveis CONIINUAS ......c..eiiiiiiiiiiie it et e e e st e e e e sttt e e e e et e e e e s ataeeeaeassbaeaeessbbeeeeesannneeeeaans 72
7) TranSTOrMACOES UE VAIIAVEIS .....uuuuriiiiiiiieeee e i iie ettt e et e e e e e e s e s st et e e e eeeeaeesaaaantee b e eeeeaeeaaeesanassssastanneeeaeeeeeesannnnnsennenes 92
8) DISHDUIGAO MUIINOIMIAL ...ttt e e e oo oo e b bbb e e et e e e e e e e e e e e e anbbebbe e e e e aeaeeeeeaannnnbeeeeees 108
9) Questdes Comentadas - MOMENTOS - CEDIASPE ...uuuiiiiiiieeeiiiiciiii ettt e e e e e e e e et r e et e e e e e s s e s reearaeeeeesesanannnrnneeees 112
10) QuestBes Comentadas - Distribuicdes Conjuntas - CEDIAaSPE ......coiiiiiiiiiiiiiiie e e e 116
11) Questdes Comentadas - Densidade Conjunta - CEDIASPE .....uuiiiiiiii i e e e 138
12) Questbes Comentadas - Transformacao de Variaveis - CEDIaSPE ........uviiiiiiiiiie ittt 151
13) Questdes Comentadas - Distribuicdo Multinomial - CeDraspe .......cccoiiiiiiiiiiiiie e 159
14) Lista de QuestBes - MOMENTOS = CEIIASPE ......eiiiiiiiiiii ittt e et e e e e e e e e e e e bbb e e eeaaaaeaas 161
15) Lista de Questdes - Distribuicdes Conjuntas - CEOIASPE ......coiiiiiiiiiiii e 163
16) Lista de Questdes - Densidade Conjunta - CEDIraSPE ........uuiiiiiiiiiiiii e 172
17) Lista de Questdes - Transformagao de VariQveis - CEeDraspe ........cooiiiiiiiiiiiiii e 177
18) Lista de Questdes - DistribuicAdo Multinomial - CEDIASPE .......eiiiiiiiiiiiie e 180

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (Pds-Edital) 2
www.estrategiaconcursos.com.br 182

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

APRESENTACAO DO CURSO

Ol3, pessoal! Tudo bem?

E com grande satisfacdo damos inicio ao nosso curso de Estatistica!

Os professores Luana Brandao e Djefferson Maranhao ficardao responsdveis pela elaborac¢do do Livro
Digital.

Antes de continuarmos, vamos apresentar os professores do material escrito:

Luana Brandao: Oi, pessoal! O meu nome é Luana Brand3o e sou professora de Estatistica do Estratégia
Concursos. Sou Graduada, Mestre e Doutora em Engenharia de Producdo, pela Universidade Federal
Fluminense. Passei nos concursos de Auditor Fiscal (2009/2010) e Analista Tributario (2009) da Receita Federal
e de Auditor Fiscal do Estado do Rio de Janeiro (2010). Sou Auditora Fiscal do Estado do RJ desde 2010. Vamos
juntos nesse caminho até a aprovacio? (@ @professoraluanabrandao

Djefferson Maranhao: Ol3, caros alunos! Meu nome é Djefferson Maranhdo, sou professor de
Estatistica do Estratégia Concursos. Graduado e Mestre em Ciéncia da Computacdo pela Universidade Federal
do Maranhdo (UFMA). Desde 2015, sou Auditor da Controladoria Geral do Estado do Maranhdo (2015 - 52
lugar). Também exerci os cargos de Analista de Sistemas na UFMA (2010 - 12 lugar) e no TJ-MA (2011 - 1@
lugar). Sinto-me honrado em fazer parte de sua jornada rumo a aprovacao.

O material escrito em PDF esta sendo construido para ser sua fonte autossuficiente de estudos. Isso
significa que o livro digital sera completo e voltado para o seu edital, justamente para que vocé ndo perca o
seu precioso tempo procurando o conteldo que serd cobrado na sua prova. Ademais, sempre que
necessario, vocé podera fazer perguntas sobre as aulas no férum de duvidas. Bons estudos!
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AVISO IMPORTANTE!

;™ -

SE LIGA!

0l3, Alunos (as)!

Passando para informa-los a respeito da disposicao das questées dentro do nosso material didatico.
Informamos que a escolha das bancas, dentro dos nossos Livros Digitais, é feita de maneira estratégica
e pedagodgica pelos nossos professores a fim de proporcionar a melhor didatica e o melhor

direcionamento daquilo que mais se aproxima do formato de cobranca da banca do seu concurso.

Assim, o formato de questdes divididas por tdpico facilitard o seu processo de estudo, deixando mais

alinhado as disposi¢cdes constantes no edital.

No mais, continuaremos a disposicao de todos no Férum de duvidas!

Atenciosamente,
Equipe Exatas

Estratégia Concursos
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Ol3, amigo(a)!
Essa aula relne assuntos mais especificos envolvendo varidveis aleatdrias: alguns simples e outros que

exigem mais atencdo. Ademais, quando tratarmos de varidveis continuas, utilizaremos ferramentas de
Célculo, como fizemos na aula de Variaveis Continuas.

Novamente, vocé vera as principais operacdes, para resolver a grande maioria das questdes. Mas, se vocé

tem pouco tempo de estudo, acompanhe esta aula sem se preocupar com os pontos que envolvem Calculo.
Esse tipo de questdo esta se tornando mais comum nas provas, mas ainda sao pouco frequentes.

Vamos 137!
Luana Branddo
Doutora em Engenharia de Produgdo (UFF)

Auditora Fiscal da SEFAZ-RJ

Se tiver alguma duvida, entre em contato comigo!
M professoraluanabrandao@gmail.com

l@l @professoraluanabrandao

“A alegria estd na luta, na tentativa, no sofrimento envolvido.
Ndo na vitdria propriamente dita.”

Mahatma Gandhi
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MOMENTOS E FUNCAO GERATRIZ

Momentos de uma Variavel Aleatéria

Os momentos de varidveis aleatdrias caracterizam as suas distribuicdes de probabilidade, tanto para
variaveis discretas quanto para variaveis continuas.

Em particular, o primeiro momento caracteriza a tendéncia central; o segundo caracteriza a dispersao; o
terceiro momento, a assimetria; e o quarto, a curtose (que representa o achatamento da distribuicao).

*

E possivel que distribuicdes distintas apresentem os mesmos momentos.

Por definicdo, o k-ésimo momento (ou momento de ordem k) de uma varidvel aleatéria X, que podemos
indicar como py, é a esperanca de X*:

U = E(Xk)

Essa definicdo vale tanto para variaveis discretas, quanto para variaveis continuas. Especificamente, para o
caso discreto, a esperanca de X* equivale ao somatério de (xl-)k, multiplicado pela respectiva probabilidade:

pe = B = ) ()" P(X = x)

&

EXEMPLIFICANDO

Para ilustrar essa formula, vamos supor uma distribui¢do binomial comn =2 e p = 0,5
(logo, g = 1 —p = 0,5). A fungdo de probabilidade para esse exemplo é:

o X=0:P(X=0)=Cp.p%q%>=1x1x0,5%=0,25
e X=1:P(X=1)=C,,.p~.q* =2%0,5%0,5=0,5
o X=2:P(X=2)=Cp,.p%q°=1%x0,52x1=0,25
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Assim, o k-ésimo momento dessa variavel é dado por:
e = E(X") = Xi(x)* . P(X = x;)
te = 0% % 0,25+ 1% x 0,5 + 2% x 0,25 = 0,5 + 2F x 0,25
e parak=1:u; =05+2'x025=1

e parak=2:u, =0,5+2%x%x0,25=1,5
e parak=3:u; =0,5+2%3x%x0,25=25

Para o caso continuo, a situacdo é analoga, substituindo o somatdrio pela integral e a probabilidade pela
fungdo densidade de probabilidade:

e = B0 = | T F (). dx

Em que x; é o menor valor possivel para a variavel e xg é o maior valor possivel. Se a f.d.p. apresentar valor
em toda a reta real, substituimos x; por —o e x5 por co.

&)

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor uma distribuicdao continua uniforme, no intervalo 0 < x < 1. A f.d.p. dessa
distribuicao é:

1 1
[ =32===1
Assim, o k-ésimo momento dessa variavel é dado por:
e = E(XM) = [5(0F. f (). dx

we = [ (0. 1.dx

A integral, sem aplicar os limites, é:

k+1
X
(). dx =
k+1
BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 7
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Aplicando os limites, temos:

1k+1 0k+1 1
F(1) - F(0) = k+1  k+1  k+1
1
Hie =
1 1
o parak:1:u1=m=5
1 1
o parak:2:u2=m=§
1 1
. parak:3:u3=m=1

Em qualquer caso, seja para varidveis discretas, seja para varidveis continuas, o primeiro momento (ou
momento de primeira ordem), ou seja, para k = 1, é:

w =EX) =EX)

Ou seja, o primeiro momento (ou momento de primeira ordem) é igual a esperanca.

De fato, podemos verificar isso a partir dos nossos exemplos. Em relacdo a varidvel binomial que vimos
anteriormente, comn = 2 e p = 0,5, sabemos que a esperanca é dada por:

EX)=nxp=2x05=1
Que é o mesmo resultado que obtivemos para o nosso primeiro exemplo.

J4 para uma variavel continua uniforme no intervalo (0,1), sabemos que a esperanca corresponde a média
aritmética nos extremos do intervalo:

0+1 1
E(X)=—— ==
W) =——=3

Que é o mesmo resultado que obtivemos para o nosso segundo exemplo.

E quanto ao segundo momento (ou momento de segunda ordem), ou seja, para k = 2, temos:
1y = E(X?)

Essa é a primeira express3o do célculo da variancia: V(X) = E(X?) — [E(X)]%

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 8
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Ou seja, podemos calcular a variancia pela diferenga entre o segundo momento e o quadrado do primeiro
momento:

V(X) = E(X?) — [EQO]? = pz — (11)?

Vamos verificar isso para os nossos exemplos. Para o nosso exemplo da distribui¢dao binomial, vimos que o
primeiro momento (k = 1) u; = 1 e que o segundo momento (k = 2) é u, = 1,5. Entdo, a variancia é a
diferenca:

V(X)=pp — (u)* =15-1>=0,5

Por outro lado, sabemos que a variancia da distribui¢cdo binomial é dada por V(X) = n X p X q. Sabendo
quen =2ep = q = 0,5, entdo a variancia é:

V(X)=nxXxpXxq=2x%x05x%x05=0,5

Que é o mesmo resultado que obtivemos pela diferenca entre o segundo momento e o quadrado do primeiro
momento, U, — (11)?!

e . . . 1 1 ~ A
Para o nosso exemplo da distribuigao continua uniforme, vimos que y; = SeHy == Entdo, a variancia é a
diferenca:

1 /M2 1 1 4-3 1
- _ 2___(Z) =2 =" -
V) =u = ()" =3 (2) 371" 12 12

N2
Por outro lado, sabemos que a variancia da distribuicdo continua uniforme é V(X) = %. Sabendo que
a=0 e b=1, temos:

1-0)2 1
VX)) =———=—
X 12 12
Que é o mesmo resultado!
09
ESQUEMATIZANDO
k-ésimo momento: y;, = E(X")
Esperanga = 12 momento: u; = E(X)
Variancia = 22 momento — [12 momento]?: V(X) = u, — [u,]*
a BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 9
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HORA DE

PRATICAR!

(2017 — TRF — 22 Regiao — Adaptada) Considerando os Momentos de uma varidvel aleatdria, julgue a
: afirmativa a seguir. :

: Duas varidveis aleatdrias com fun¢bes densidade de probabilidade distintas podem ter os mesmos :
{ momentos. :

Comentarios:
Vimos que distribui¢cdes de probabilidade distintas podem ter os mesmos momentos.

Resposta: Certo.

(CESPE/2015 — Especialista em Gestdo de Telecomunicagées Telebras) Um analista da TELEBRAS, a fim de
verificar o tempo durante o qual um grupo de consumidores ficou sem o servigo de Internet do qual eram
usudrios, selecionou uma amostra de 10 consumidores criticos. Os dados coletados, em minutos, referentes :
: a esses consumidores foram listados na tabela seguinte.

consumidor ol e |la les e ler |as | o | cn

tempo (em minutos) 8 1213 5 T 711019 | 4 5

Com base nessa situagdo hipotética, julgue o item subsequente.
O segundo momento dos dados é menor do que o primeiro momento ao quadrado.
Comentarios:

Para o caso discreto, o k-ésimo momento é definido como:
e = EXX9) = ) )t P(x)
i
O primeiro momento é a esperanca matematica u = E(X) e o segundo momento corresponde a E (X?).
A diferenga entre o segundo momento e o primeiro momento ao quadrado é a variancia:
2 = E(X?) — u?
Sabemos que a variancia é sempre maior ou igual a zero, portanto:
Z=FEX*)—u®2=>0
E(X?) = p?

: Assim, o segundo momento é sempre maior ou igual ao primeiro momento ao quadrado.

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 10
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: Mas vamos fazer os calculos. O primeiro momento é:

8+2+3+5+7+7+104+9+4+5 60
u = EXY) = 0 :1—026

O primeiro momento ao quadrado é 1, = 36. O segundo momento é:

64+4+9+25+49+49+100+81+16+25 422
10 10

1y = E(X?) =

= 42,2

: Confirmamos, portanto, que o segundo momento é maior que o primeiro momento ao quadrado.

Gabarito: Errado.

(CESPE/2013 — Analista Judiciario da STM) Supondo que o custo unitario X de um processo de execucdo
fiscal na justica federal seja descrito por uma distribuicdo exponencial com média igual a RS 5.000, julgue os
: proximos itens.

Paracadar=1,2,3,...,0 momento de ordem r da variavel X, E[X'] é tal que E[X'] = (R$ 5.000)".
Comentarios:
O momento de ordem r de uma variavel aleatdria é:

ur =EX")

Sabendo que a média da distribuicdo é E(X) = 5000, entdo a expressdo (RS 5.000)" que o item forneceu
: corresponde a [E(X)]", que é diferente de E(X").

Inclusive, a variancia é justamente a diferenca entre E(X?) e [E(X)]?. Logo, o item esta errado.

Gabarito: Errado.

Momentos Centrais

Também existe a definicdo de momento central. O k-ésimo momento central (ou momento central de
ordem k) de uma varidvel aleatdria X, que podemos denotar por ., € definido como:

te = E((X — 1))

Ou seja, o momento central trabalha com as diferengas em relacao a média da distribuicao.

Essa definicdo também vale tanto para varidveis discretas, quanto para varidveis continuas. Especificamente,
para o caso discreto, temos:

e = (X =09 = ) (6 = 105 PCX = %)

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 11
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&

EXEMPLIFICANDO

Para ilustrar essa férmula, vamos retornar ao nosso exemplo da distribuicdo binomial com
n=2ep =q = 0,5.Ja calculamos a fun¢do de probabilidade:

e X=0:P(X=0)=025
e X=1:PX=1)=0,5
e X=2:P(X=2)=025

Conhecendo a média u = E(X) = 1, podemos calcular o k-ésimo momento central dessa
varidvel:

e = E((X — 1)) = Xi(x; — ). P(X = x;)
e, = (0—1*x 0254+ (1 -1 %05+ (2—-1)*x0,25
tie = (—1)¥ x 0,25 + 1¥ x 0,25

o parak=1:p;, = (-1)'x025+1"%x025=0
e parak=2:p,. = (-1)*x0,25+1*x0,25=0,5
e parak=3:pz, = (=1)°>x0,25+1°%x0,25=0
e parak=4:p, = (-1)*x025+1*x0,25=0,5

Analogamente, para o caso continuo, temos:
Xs
e, = E((X —w)) = j (x — W f(x). dx
x|

Para k = 1 (primeiro momento central), temos:
Hie = E(XX —p)

Ou seja, é o valor esperado da diferenca entre os elementos e a média. Pela definicdo de média, esse valor
é igual a zero (como acabamos de ver, para o nosso exemplo da distribuicdo binomial). Portanto, o primeiro
momento central é sempre nulo.

P, =0

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 12
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Para k = 2 (segundo momento central), temos:
HZC = E((X - :u)z)

Essa é a definicdo de variancia. Por isso, o segundo momento central, ou momento central de segunda
ordem, é igual a variancia!

De fato, ja calculamos que a variancia para o nosso exemplo de distribuicao binomial é V(X) = 0,5, que foi
justamente o resultado que encontramos pelo segundo momento central no exemplo acima.

o

ESQUEMATIZANDO

k-ésimo momento central: ;. = E((X — wh
12 momento central é sempre nulo: p;,. = 0

22 momento central = Variancia: u,,. = V(X)

J4, o coeficiente de assimetria esta associado ao terceiro momento central (k = 3):
Uz, = E((X — ﬂ)3)

Mais precisamente, o coeficiente de assimetria é calculado pela férmula abaixo, em que o é o desvio padrao:

X — 3
= (1
o

Para varidveis discretas, temos:

3

s (552 - 3 () xrormw

A assimetria é dita positiva (ou a direita) quando b; > 0. Como o desvio padrao é necessariamente positivo,
a assimetria é positiva quando o terceiro momento central for positivo: uz,. > 0. Analogamente, a assimetria
€ negativa quando o terceiro momento central for negativo: u3. < 0.

Quando a distribuicdo é simétrica, todos os momentos centrais de ordem impar sdo iguais a zero, incluindo
0 32 momento central (como vimos para o exemplo da distribui¢cdo binomial com p = 0,5).

No entanto, € possivel ter u; . = 0 e a distribuicdo ndo ser simétrica.

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 13
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&

EXEMPLIFICANDO

Sabemos que a distribuigdo binomial tem assimetria positiva quando p < 0,5. Vamos, entao,
efetuar os célculos para p =0,2 (logo, q = 0,8), mantendo n = 2:

e X=0:P(X=0) =C2,0.p°.q2 =1x%x1x0,8%=0,64
e X=1:P(X=1)= Cz_l.pl.q1 =2%x02%x08=0,32
e X=2:P(X=2) =C2,2.p2.q° =1x%x0,22x1=0,04
Para calcular os momentos centrais, primeiro calculamos a média:

U=EX)=nxp=2x02=04

E para calcular o coeficiente de assimetria, precisamos do desvio padrdo. Antes, vamos
calcular a variancia:

VX)=nxpxq=2x02x08=0,32
Logo, o desvio padrdo é a raiz quadrada: ¢ = /0,32 = 0,566

O coeficiente de assimetria é dado por:

b, =E (’%“)3 - (%)3 x 0,64 + (%)3 x 0,32 + (%)3 x 0,04

by = —0,35+ 1,19 + 22,6 = 23,44

E o coeficiente de curtose esta associado ao quarto momento central (k = 4):

Uy = E((X —w*)

Mais precisamente, o coeficiente de curtose é calculado pela férmula abaixo, em que ¢ é o desvio padrao:

X — 4
()

Para variaveis discretas, temos:

v
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DistribuicGes platicurticas (“achatadas”) apresentam b, < 0; distribuicGes mesocurticas (“normais”
apresentam b, = 0; e distribui¢cdes leptocurticas (“alongadas”) apresentam b, > 0, como ilustrado abaixo?:

Leptocurtica (by> 0)\

Platicurtica (b,< 0)

&

EXEMPLIFICANDO

Para o mesmo exemplo, em que 4 = 0,4 e 0 = 0,566, o coeficiente de curtose é:

=B ()" = (G5e8) < 064+ (5522) x 032+ (5322) < 0,04 -3

) b, = 0,25 + 1,26 + 63,86 — 3 = 62,37

Pontue-se que é possivel definir o coeficiente de curtose sem a subtragdo, isto é:

X — 4
-
g

Porém, esse coeficiente apresenta sempre valores positivos, devendo ser comparado ao valor 3.

Distribui¢des platicurticas (“achatadas”) apresentam b,, < 3; distribuigdes mesocurticas (“normais”)
apresentam b,, = 3; e distribuicGes leptocurticas (“alongadas”) apresentam b,, > 3.

! Gréfico obtido no site http://www.portalaction.com.br/estatistica-basica/26-curtose
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Os momentos das varidveis aleatdrias nem sempre existem.

Por exemplo, a distribuicdo de Cauchy (definida como a razdao entre varidveis com
distribuicdao normal) ndo possui esperanca (isto é, primeiro momento) ou variancia (isto &,
segundo momento central). Na verdade, a distribuicdo de Cauchy nao possui momento
algum.

HORA DE

PRATICAR!

(CESPE/2011 - TER/ES)

"

quantidade de eleitores | quantidade de municipios
0=2.000 364
2.000 = 4.000 1.000
4.000 - 6.000 3.000
6.000 = 8.000 1.000
8000 - 10.000 200
total 5.564

: A tabela acima apresenta uma distribuicdo hipotética das quantidades de eleitores que ndo votaram no :
: segundo turno da eleicdo para presidente da Republica bem como os nimeros de municipios em que essas :
: quantidades ocorreram. Com base nessa tabela, julgue os itens seguintes, relativos a anadlise exploratoéria de :
: dados. :

: A curtose da distribuicdo em questdo pode ser avaliada com base na estimativa do quarto momento central, :
: a qual deve ser comparada com o valor de referéncia 3, visto que todas as distribuicdes simétricas possuem :
: gquarto momento central igual a 3.

: Comentarios:

: A curtose é, de fato, avaliada com base no quarto momento, sendo comparada ao valor de referéncia 3. :
: Porém, a simetria da distribuicdo ndo tem relagdo com o quarto momento. :

Gabarito: Errado.
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Momentos Amostrais

Os momentos também podem ser calculados a partir de amostras. O k-ésimo momento amostral (ou
momento amostral de ordem k), que podemos denotar por m;, é dado por:

1 n
i=

Em que n é o tamanho da amostra. Essa formula é similar ao k-ésimo momento populacional, porém, em
vez de multiplicarmos cada valor pela respectiva probabilidade, basta dividir o somatério pelo total de
elementos.

&

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor o seguinte conjunto de dados X = {0, 1, 2, 3, 4}, de n =5 elementos. A tabela
abaixo apresenta os valores de X{‘ parak=1,2e3.

2e3.

X X X7 X3

0 |ot=0] 02=0 | 0°=0

1 1"=1| 12=1 | 1°=1

2 | 21=2| 22=4 | 2°=38

3 |31=3 ]| 32=9 | 33=27

4 | 41=4| 42 =16 | =64
Zxk 10 30 100
12Xk __[30__[10__
n 5 5 5

. , . 1 .
Alinha ZXk contém a soma dos valores Xl-"" de cada coluna e a linha ;Z X* divide os valores
da linha anterior por n =5 e, assim, apresenta os valores dos momentos amostrais para k =1,

Note que o primeiro momento amostral (ou momento amostral de primeira ordem), isto é, parak =1, é

a propria média amostral:

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital)

, www.estrategiaconcursos.com.br

17
182



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Assim como definimos momentos centrais, também é possivel definir os momentos amostrais em torno da
média X. O k-ésimo momento amostral de ordem k em torno da média é definido como:

n

ka_n (l )

=1

&

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor o mesmo conjunto de dados X ={0, 1, 2, 3, 4}, de n = 5 elementos. A tabela
abaixo apresenta os valores de (X — )_()k parak=1,2e3.

X-X X —X)! X — X)? X —X)°
0-2=-2 [(-2'=-2] (-2°=4 [ (-2°=-8
1-2=-1 (-Di=-1| (-1)?=1 (-1)3*=-1
2-2=0 0t =0 02=0 0 =0
3-2=1 =1 12=1 13=1
4-2=2 21 =2 22 = 4 23 =8
Z(X—X')" 0 10 0
N & -5 =0 N, Sy

D 5 - 5°

Alinha ¥ (X — )_()k contém a soma dos valores (X — }_()k de cada coluna e alinha %Z(X - X"

divide os valores da linha anterior por n = 5 e, assim, apresenta os valores dos momentos
amostrais em tornode X parak=1,2e 3.

Pela definicdo de média, o primeiro momento amostral em torno de X serd sempre nulo (assim como vimos
em relacdo ao primeiro momento central):

FIQUE

ATENTO!

Diferentemente dos momentos populacionais, o segundo momento amostral em torno de
X nao éigual a variancia amostral.
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Como vimos acima, no calculo do segundo momento amostral em torno de X, m,,., dividimos o somatoério
de (X; — )?)2 pelo nimero de elementos n, enquanto, no calculo da varidncia amostral, s2, dividimos esse
somatério porn — 1:

(X —X)?

2
S
n—1

Para o nosso exemplo, a variancia amostral é dada por:

Os coeficientes de assimetria e de curtose também podem ser calculados a partir dos dados amostrais,
dividindo o terceiro e quarto momentos em torno de X, respectivamente, pelo desvio padrdao amostral, s:

X -x\°
ble S

x-x\*
b2=E S _3

Para 0 nosso exemplo, o terceiro momento em torno de X foi igual a zero, o que implica no coeficiente de
assimetria igual a zero. Isso ocorre porque o conjunto de dados é simétrico em torno da média X = 2.

HORA DE

PRATICAR!

(2017 — TRF — 22 Regido — Adaptada) Considerando os Momentos de uma variavel aleatoria, julgue a :
aflrmatlva a seguir. :

O k-ésimo momento amostral é dado por m; = —Z" 1Xk e o k-ésimo momento populacional é dado por
E(X")
: Comentarios:

:Vimos que, de fato, o k-ésimo momento amostral é definido como:

1 n
:_ink
n.
i=1

: Anteriormente, também vimos que o k-ésimo momento populacional é definido, tanto para variaveis :
: discretas, quanto para variaveis continuas, como: :

e = E(X*)

Resposta: Certo.
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(2019 - IBGE) A palavra momento é usada com frequéncia em contextos estatisticos e refere-se a soma dos :
: desvios de uma variavel X em relagdao a média relacionada ao tamanho da amostra. A férmula geral para o
: calculo dos momentos amostrais em torno da média é dada por:

— Z?:l(xi_f)k

Zl‘cz1fi(xi_f)k n.n £ .
== para dados agrupados, onde "c" é o nimero de classes
i=1/i

:Sendo M, representante do k-ésimo momento em torno da média amostral, considerando uma variavel X,
: é correto afirmar que:

F M), u My

Ea) 0 primeiro momento em torno da média é a variancia.

;b) o primeiro momento em torno da média é a média e o segundo a variancia.

Ec) o primeiro momento em torno da média é a moda.

;d) o primeiro momento em torno da média é sempre igual a zero.

Ee) o primeiro momento em torno da média é o desvio padrao e o segundo a variancia.
Comentarios:

:Vimos que o primeiro momento amostral em torno da média é sempre igual a zero. Logo, a alternativa
:correta é a letra D. Ele ndo é igual a variancia (como descrito na alternativa A), a média (como descrito na
:alternativa B), a moda (como descrito na C) e nem ao desvio padrao (como descrito na E).

:Em relacdo a alternativa B, vale acrescentar que a média amostral corresponde ao primeiro momento
:amostral, e ndo ao primeiro momento em torno da média.

: Além disso, o segundo momento em torno da média amostral ndo corresponde a varidncia amostral (como
: descrito nas alternativas B e E), pois na férmula do segundo momento, dividimos por n, enquanto na férmula
: da variancia amostral, dividimos por n — 1.

Gabarito: D.

Funcao Geradora de Momentos (f.g.m.)

Todos os momentos de uma varidvel aleatéria (quando existirem) podem ser calculados a partir da fungao
geradora de momentos (ou fungdo geratriz de momentos ou, simplesmente, f.g.m.).

Ela é definida, tanto para variaveis discretas, quanto para variaveis continuas, como a seguinte funcdo:

Mx(t) = E(e*”)

Especificamente para o caso discreto, a f.g.m. é dada por:

My(D) = E(e™) = ) et% x P(X = x)

i
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&

EXEMPLIFICANDO

Para o nosso exemplo da distribuigdo binomial com n =2 e p = 0,2, calculamos as
seguintes probabilidades para os valores de X:

e X=0:P(X=0)=0,64
e X=1:P(X=1)=0,32
e X=2:P(X=2)=0,04
Assim, a f.g.m. dessa distribui¢dao é dada por:
My(t) = X e X P(X = x;)

My (t) = eP© x 0,64 + ¢! x 0,32 + eX2 x 0,04

Sabendo que e*% = ¢% = 1, temos:

My (t) = 0,64 + 0,32. et + 0,04. 2t

Para o caso continuo, substituimos o somatério pela integral e a funcdo de probabilidade, pela funcao
densidade de probabilidade:

Xs
My (t) = E(et¥) = f etX. f(x).dx
X[
Em que x; e x5 sdo, respectivamente, o menor e o maior valor da varidvel. Caso a f.d.p. ndo tenha limite, isto
é, apresente valor para toda a reta real, substituimos x; por —oo e x5 por .

Para o exemplo da distribui¢do continua uniforme, no intervalo 0 < x < 1,em que af.d.p. é f(x) =1, a
f.g.m. dessa distribuicao é:

1

My () =f etX. dx
0
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v

Sabemos que a derivada e a integral de e* é ela mesma. Mas agora temos uma constante
t no expoente (e**). Como resolver?

Para isso, precisamos da regra da cadeia, que trata da derivada de uma fungdo composta,
isto é, uma fungdo g de uma fungdo f(x), que representamos por g[f(x)] ou g o f(x).

A regra afirma que a derivada da funcdo composta é a derivada da funcdo externa,
multiplicada pela derivada da funcdo interna:

a@lfp _ dlglf D 5 a[f(x)]
dx da[f ()] dx

A fungdo et* tem f(x) = t.x como fungdo interna e e/™*) como fungdo externa:

glf ()] = /™
A derivada de e* é ela mesma, entdo a derivada da funcdo externa é ela mesma:

d(glf (D ef(0) = ptx

a[f ()]
Agora, derivamos a funcao interna:

df(x) _ d(tx) _ ¢
dx - dx -

Entdo, a derivada de et* é o produto:

d(et*)
dx

— t et.x

Mas precisamos integrar a f.g.m., ndo derivar!

Aintegral fard a operacao contrdria: em vez de multiplicarmos por t dividimos por t:

tx

— t. _ €
F(x)=[e"™dx = -
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1 . «
Integrando a nossa f.g.m., My (t) = [ e**.dx, obtemos a seguinte fungao:

ptX 1 etl ot0 ot _q
0

t t t

E como calculamos os momentos a partir da f.g.m.?

O k-ésimo momento da varidvel X corresponde a k-ésima derivada da f.g.m., no ponto t = 0:

MP(0) = E(X9)

A expressdo da k-ésima derivada no ponto t = 0 também pode ser representada por:

d*My
dxk

= E(X")
t=0

Ou seja, para calcular o primeiro momento da variavel, derivamos a f.g.m. e aplicamos o ponto t = 0; para
calcular o segundo momento, derivamos novamente a f.g.m. e aplicamos o ponto t = 0,...

&)

EXEMPLIFICANDO

Anteriormente, calculamos a f.g.m. da distribui¢cao binomialcomn =2ep = 0,2:
My (t) = 0,64 + 0,32.e¢ + 0,04.e2t
A derivada dessa fungao é (para o ultimo termo, aplicamos a regra da cadeia):
M;(t) = 0,32.et + 2 X 0,04.e%t = 0,32.e* + 0,08. %1
Em seguida, aplicamos t = 0 para obter o primeiro momento:
M5 (0) = 0,32.€° + 0,08.¢2° = 0,32 + 0,08 = 0,40

De fato, a esperanga dessa distribuicdio é E(X) =nXxp =2 x 0,2 = 0,4!

. ~ . . . b
2 Quando integramos uma fungdo f(x) em um intervalo (a, b), isto é, quando resolvemos fa f(x).dx, calculamos o
integrando (isto é, o resultado da integral), F(x), sem nos preocuparmos com os limites do intervalo nesse momento. Essa

etapa pode ser representada como [F(x)]Z.

Em seguida, aplicamos os limites, calculando F(b) — F(a).
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E, para obter o segundo momento, derivamos a f.g.m. novamente, isto é, derivamos a
funcdo My (t) = 0,32.et + 0,08.e2¢:

My (t) = 0,32.et + 2 % 0,08.e%* = 0,32.e" + 0,16.e%*
Em seguida, aplicamos t = 0:
My (0) = 0,32.e° + 0,16.e%° = 0,32 + 0,16 = 0,48
Sabemos que a variancia é a diferencga entre o 22 momento e o quadrado do 12 momento:
V(X) = My (0) — [M4x(0)]*> = 0,48 — [0,4]*> = 0,48 — 0,16 = 0,32

De fato, a variancia da distribui¢do binomial é V(X) =nxp xq =2x%0,2 X 0,8 = 0,32!

Depois de aprender a regra da cadeia, podemos entender por que o k-ésimo momento da
varidvel corresponde a k-ésima derivada da f.g.m., no pontot = 0.

Sabemos que a f.g.m. é definida como:
My (t) = E(e*)
A sua primeira derivada em relacdo a t é (lembre-se da regra da cadeia):
My'(t) = %E(e”) = E(X.etX)
No ponto t =0, temos:
My (0) = E(X.e%%) = E(X)

Que é justamente o primeiro momento! Derivando a f.g.m. novamente (segunda derivada):

M (t) = %E(X. etX) = E(X.X.etX) = E(X2. etX)
Ou seja, derivando a f.g.m. k vezes, temos:

MP () = E(x*.etX)

No ponto t =0, temos:

M (0) = E(x*.e*%) = E(X¥)
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PRATICAR!

(CESPE/2012 TJ-RO — Adaptada) X é uma varidvel aleatdria cuja funcdo geradora de momentos é l/)(t)
: Considerando que {X1, X, ..., X10} € uma sequéncia de cdpias independentes de X, julgue o item a seguir.

: A covariancia entre duas varidveis distintas Xi e Xk, em que i # k, é dada por

S, (L)

cov(X;, Xy) =

: Comentarios:

Sendo 1 (t) af.g.m. de uma varidvel, a segunda derivada de Y (t) aplicada no ponto t = 0 fornece o segundo
: momento da varidvel:

d*y(t)
dt?

= E(X?)
: t=0
E a primeira derivada de Y (t) aplicada no ponto t = 0 fornece o primeiro momento (esperanca):
dy(t)
dt i

= E(X)

: Logo, a expressdo que o item forneceu corresponde a:
EX?) - [E(X)]?
Essa expressdo corresponde a varidncia da varidvel, que é igual a covariancia da mesma variavel:
Cov(X,X) = Var(X)
Como o enunciado deixou claro que as variaveis sdo distintas, i # k, entdo o item esta errado.

Resposta: Errado.

(FCC/2012 - TRT/PE) Se a fungdo geratriz de momentos da varidvel aleatdria X é dada por M(t) =
(ﬁ) t < , entdo a média da varidvel aleatéria Y = 0,5X — 6 é igual a
a) 2.

 b)1

c)0,5

L d)0

e)-1

Comentarios:

A f.g.m. pode ser reescrita como:

M) =({1-2t)"°
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: Para calcular a esperanca (primeiro momento) dessa variavel, derivamos a f.g.m. (considerando a regra da :
: cadeia): :

. M) =—-6x1-2t)7"x(-2)=12x (1—2t)77

No ponto t =0, temos:

EX)=M'(0)=12x(1-2.0)"7=12

Sendo Y = 0,5X — 6 e considerando as propriedades da esperanga, temos:

E(Y) = E(0,5.X —6) = 0,5.E(X) —6 = 05x12—6=6—6=0
Gabarito: D

Propriedades da F.G.M

As funcGes geradoras de momento seguem as seguintes propriedades, em que X e Y sdo varidveis aleatérias
e a e b sdo constantes reais quaisquer:

i. SendoY =aX+bh,afgm.deY éMy(t) =e"t x My(a.t)
Ou seja, na f.g.m. de X, substituimos t por a.t e multiplicamos o resultado por e”*.
Vamos supor que X siga uma distribuicdo uniforme no intervalo 0 < X < 1. J4 calculamos a f.g.m. de X:

et —1

My(t) = :

Supondo Y = 2. X + 3, entao a f.g.m. de Y sera:

e(Z.t) -1

My(t) =e3t x MX(Z t) = et x W

Podemos obter esse resultado a partir da definicao da f.g.m.:
My (t) = E(e"¥)
Sendo Y = aX + b, temos:

My (t) = E(et-y) = E(et-(aX+b)) — E(ea.t.X+b.t)
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Pela propriedade da func3o exponencial, temos a**Y = a* X a”, logo:
My (t) = E(e@tX+bt) = F(eatX x gbt)
Pela propriedade da esperanga, temos E (k. X) = k. E(X), logo:
My (t) = E(e%tX x ebt) = gt x F(e®tX)

Aplicando, novamente, a defini¢do da f.g.m., temos E (e**¥) = My(a.t), logo:

My (t) = ePt x My(a.t)

ii. Afgm.dasomaX+Y,sendoX eV independentes, é My, y(t) = Mx(t) X My(t)

A f.g.m. da soma de duas varidveis independentes é o produto das fun¢des geradoras.

et

-1 . . s . . .~
— Vamos supor que Y seja uma variavel com distribuicdo

continua uniforme no intervalo (0,2), cuja f.g.m. é3:

Além da f.g.m. que acabamos de ver, My (t) =

2.t

W=

Assim, a f.g.m.dasoma X 4+ Y, sendo X e Y independentes, é:

et 1 e?t 1
Moo O =T =7 )" \2t "2

Porém, podemos aplicar essa propriedade somente para varidveis independentes!

3 Calculamos essa f.g.m. da mesma forma que vimos anteriormente. A fun¢do densidade é f(y) = %, logo:
2 2 2.t 2.0 2.t
1 1 e“t—e est—1
My (t) = E(etY =f etY. .d =f etY.—.dy ==x =
y(t) = E(e™") . fQ).dy . >4y =5 : o
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Podemos obter esse resultado da propriedade a partir da definicdo da f.g.m.:
My (t) = E(e*)
Sendo S = X + Y, temos:
Mg(t) = E(etS) = E(et.(X+Y)) = E(etX+tY)
Pela propriedade da func¢do exponencial, temos a**Y = a* x a”, logo:
Ms(t) = E(et.X+t.Y) — E(et'X x et.Y)

Pela propriedade multiplicativa da esperanca, vdlida para variaveis independentes, temos
E(X xY) =E(X) X E(Y), logo:

Ms(t) — E(et.X X et.Y) — E(et.X) X E(et.Y)
Aplicando, novamente, a definicdo da f.g.m., temos:

Mg (t) = Mx(t) X My(t)

Essa propriedade pode ser aplicada para qualquer nuimero de varidveis, desde que todas sejam
independentes. Para S = X1 + X2 + X3 + ... + Xp, sendo todas as varidveis independentes, temos:

Mg(t) = My, (£) X My, (t) X ... X My, (t)

Esse produto pode ser indicado por []iX, My, (1).

A f.g.m. determina completamente a distribuicao de probabilidades.

Ou seja, se as f.g.m’s. de duas varidveis forem iguais, isto &, se Mx(t) = My(t),Vt (leia-se, para todo t),
entdo podemos concluir que X e Y tém a mesma distribuicdo de probabilidade.

v
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ESQUEMATIZANDO

Propriedades da F.G.M.

i) M, x.p () = €t x My(a.t)

ii) Para X e Y independentes: My, y(t) = Mx(t) X My(t)

iii) Se Mx(t) = My(t) Vtentdo X =Y

PRATICAR!

(FGV/2019 — DPE-RJ — Adaptada) Se X é uma varidvel aleatéria continua com funcdo densidade de

: probabilidade representada por f«(x), considere a funcdo dada por: My (t) = foo Xt fy(x)dx.

Entdo julgue os seguintes itens:
|-SeY=aX+b, entdo My (t) = e™. My (t);

: Il—Se Z = ), X; é uma soma das variaveis aleatorias, entdo:

My () = Myy (). Mo (). oo Myn(®) = | [ M 0
Il —Se My (t) = My (t),Vt, entdo X e Y sdo independentes.
Comentarios:
Em relacdo ao item |, vimos que, sendo Y =a.X+ b, af.gm.de Y é:
My (t) = e?t x My(a.t)

: Que é diferente do que consta no item |, logo, ele estd errado.

Em relagdo ao item Il, sendo Z a soma de variaveis independentes, entdo a f.g.m. de Z é o produto das

: fungdes geradoras.

: Porém, o enunciado ndo informou que as varidveis sdo independentes, entdo ndo podemos concluir que

- Mz () = My1 (). My (8). ... M () = [TMy; (D).

: Porisso, o item |l esta errado.

: Em relacdo ao item lll, se My(t) = My (t),Vt, entdo concluimos que X e Y tém a mesma distribuicdo de

: probabilidade, mas nada podemos concluir a respeito da sua independéncia.
: Logo, o item IIl estd errado.

Resposta: todos os itens errados.
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Funcdes geradoras de distribui¢coes tedricas

As distribuicGes tedricas ou especiais, tanto discretas, quanto continuas, possuem funcdes geradoras de
momentos conhecidas.

De fato, elas podem ser calculadas a partir das definicdes que acabamos de ver, mas vale conhecer algumas
delas para que seja possivel resolver questdes dessa matéria nas provas, sem calcular integrais e derivadas.

Distribuicdo Binomial
A f.g.m. de uma distribuigdo binomial com parametros n e p, sendo ¢ = 1 — p, é dada por:

My, (t) = (p.e' + )"

Vamos verificar essa formula. Anteriormente, haviamos calculado a f.g.m. da distribuicdo binomial com n =
2 ep=0,2 (logo, g =0,8) como My(t) = 0,64+ 0,32.e + 0,04.e?t. Agora, vamos aplicar a férmula
acima para comparar os resultados:
My(t) = (p.et + )" = (0,2.e* + 0,8)2
Sabendo que (a + b)? = a® + b? + 2.a. b, temos*:
My (t) = (0,2.e9)? + (0,8)% + 2 x (0,2.e%) x (0,8)
My(t) = 0,04.et* + 0,64 + 0,32. et
Pela propriedade da funcdo exponencial, temos et’ = et logo:

My(t) = 0,04.e%t 4+ 0,64 + 0,32.¢"

Que é exatamente o resultado que obtivemos anteriormente com a aplicagdo da férmula!l

4 Para obter esse resultado (que chamamos de produto notével), basta aplicar a distributiva da multiplicac3o:
(a+b)?=(@+b)x(@a+b)=axa+axb+bxa+bxbh
(a+b)?>=a?+2xaxb+b?
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Podemos obter esse resultado para uma varidvel binomial qualquer, utilizando a definicao
da f.g.m. para uma varidvel discreta:

My(t) = E(e"¥) = ¥ e" . P(X = x;)
Para uma variavel binomial, a funcdo de probabilidade é, parak = 0,1, ..., n:
n _
PX=k) = (k).pk.q" k

Entdo, af.g.m. é:

n _ n -
My(6) = Xpoe®. (1) pk.q" " = 2o () (e5.p)* . g
Agora, utilizamos o resultado do bin6mio de Newton:

(a+b)" =35 (;). ak. b

Ent3o, fazendoa = et.p e b = g, temos:

n -
o () (e8P .q" K = (etp + @)"

Que é a f.g.m. que vimos para uma distribuicdao binomial.

Observe que, na f.g.m. da varidvel binomial, podemos localizar os parametros n e p da distribui¢do. Ou seja,
podemos percorrer o caminho inverso, localizando os parametros da distribuicdo a partir da f.g.m. e, em
seguida, calcular qualquer informacdo a respeito da distribuicao.

Suponha, por exemplo, a seguinte f.g.m.:

My (t) = (0,4.et + 0,6)°

Com base nessa expressao, podemos concluir que se trata de uma variavel com distribuicdo binomial, com
parametrosn = 5ep = 0,4, logo q = 0, 6. Para isso, é importante notar que é o parametro p que aparece
multiplicado por ef, enquanto g aparece sem a multiplicac3o.

(]
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A partir dos parametros da distribuicdo, podemos calcular a média, a variancia e a probabilidade P(X = 2),
por exemplo:

EX)=nXxp=5%x04=2
VX) =nXpxq=5%x04%x06=1,2

P(X = k)—( )Xp x q"

51 5 x 4
P(X =2) = (g)><042><063 Gz X 016X 0216 =—

%X 0,03456 = 0,3456

Pontue-se que, paran = 1, temos a f.g.m. da Distribuicao de Bernoulli, com parametro p:

MXBer(t) = p' et + q

HORA DE

PRATICAR!

(CESPE/2013 ANTT) Considere que a fungao geradora de momentos de uma variavel aleatéria discreta X
seja dada pela relacdo Mx(q) = (0,8 + 0,2e9)?, em que q € R. Com base nessas informacdes, julgue o item a
: seguir. :

A variancia de X é igual a 0,32.

Comentarios:

Sabendo que a f.g.m. de uma variavel binomial é:

: Mx () = (p.e" + )"

: Ent&io, comparando com a f.g.m. fornecida, Mx(q) = (0,8 + 0,2e?, podemos observar que:

A variancia é, portanto:
VX)=nXxpxq=2x%x0,2x%x0,8=0,32

Gabarito: Certo.

(FCC/2015 — TER/RR) Sabe-se que a fungdo geratriz de momentos da variavel aleatdria X é dada por [0,1e! +
0,9]*2. Nestas condicdes, a varidncia da varidvel aleatéria Y = -2X + 3 é igual a :
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t a) 4,32

: b)7,24

c) 2,16

 d) 5,10

e) 4,56

Comentarios:

Sabendo que a f.g.m. de uma variavel binomial é:

Mx(t) = (p-e" + "

Entdo, comparando com a f.g.m. fornecida, [0,1e" + 0,9]*?, podemos observar que:

n=12
p=01
q=1—-p=09

A variancia de X é, portanto:

' VX) =nxpxq=12x0,1x009 =1,08
Pelas propriedades da variancia, podemos calcular a variancia de Y:

: V(Y) = V(=2X +3) = 4.V(X) = 4 x 1,08 = 4,32
Gabarito: A

Distribuicido Geométrica

A f.g.m. da distribuicao geométrica, com parametro p, sendoqg =1 —p, é:

t

p.e

MXGeo(t) = 1 — q et

Por exemplo, sendo X uma variavel geométrica, com probabilidade de sucesso p = 0,2, logo a probabilidade
de fracasso é q =0,8, a f.g.m. é dada por:

0,2.et
Mx() = T35

Assim, a partir da f.g.m. de uma distribuicdo geométrica, também podemos localizar o seu parametro.

Suponha, por exemplo, a seguinte f.g.m.:

0,3.et
My(t) = 1075t

A partir dela, sabemos que o parametro da distribuicdo é p = 0,3 e q = 0,7. Para essa distribuicao, é
importante notar que o parametro p consta no numerador e g no denominador.
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Assim, a média de lancamentos realizados até o 12 sucesso, a variancia da distribuicdo e a probabilidade de
obter o primeiro sucesso em 3 langamentos, por exemplo, sado:

E(X)—l— ! = 3,33
p 03 7
q 0,7
V(X)) =—= = 778
&) =27 = 0.y

PX=k)=q""xp
P(X=3)=¢*xp=(0,7)>%x0,3=0,49 x 0,3 = 0,147

HORA DE

PRATICAR!

(FGV/2022 - TIDFT) Suponha um processo de Bernoulli com probabilidade de sucesso de cada prova p, sendo
: p > 0. Seja X o numero de tentativas realizadas até o primeiro sucesso (inclusive). Se 0 < p <1, a fungdo :
: geradora de momentos de X é: .

a)l+efp

:b)ef(1-p)

L) (1-p)+e'p

: 2

Ld)e' /2

: pet
e) 1-(1-p).et

Comentarios:

Se X representa o nimero de tentativas até o primeiro sucesso, entdo X segue distribuicdo geométrica, cuja

: f.g.m. é dada por: :

p.et
MXGeo(t) = 1— q et
Sabendo que g = 1 — p, entdo:
: p.et
M t) =
Xeo (8) 1-—(1—-p).et

Gabarito: E

(FCC/2014 - TRT/PB) A funcdo geratriz de momentos da varidvel aleatéria X é dada por My(t) =pet/ (1 -
: ge), onde p é o pardmetro do modelo, p+q=1e 0 <qge'< 1. Seja a varidvel aleatdria Y = X - 1. A esperanca !
: deYéiguala :
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: a)p/q

i b)q

c)l-p

: d)a/p

i e)1-p/q
Comentarios:

Pela f.g.m. fornecida, sabemos que se trata de uma distribuicdo geométrica. A esperanca dessa distribuicao
P é:

1
E(X)=-
: p
Sendo Y =X-1, a esperanga de Y pode ser obtida pelas propriedades da esperanca:
1 1-p
E(Y)=E(X—1)=E(X)—1=E_1=T

Sabendo que 1 —-p =q, entao:
{ Gabarito: D

Distribuicdao de Poisson
A f.g.m. da distribuicao de Poisson, com parametro A > 0:
My, (t) = e*~D
A expressao do expoente na base e pode ser representada entre colchetes, apds o termo “exp”:
My(t) = exp{A(e’ — 1)
Por exemplo, sendo X uma distribuicdo de Poisson, com pardmetro A = 2, af.g.m. é:
My (t) = e("~D

Assim, a partir da f.g.m. de uma distribuicdo de Poisson podemos localizar o seu parametro 4 e, com base
nele, calcular qualguer informacdo da distribuicao.

Suponha, por exemplo, a seguinte f.g.m.:
My (t) = e*©
Com base nessa f.g.m., sabemos que o parametro da distribuicdo é 4 = 5. Com ele, podemos calcular a

média, a variancia da distribui¢do e a probabilidade P(X = 1), por exemplo:
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EX)=VX)=A1=5

A9k
e A
P(X=k) = 0
e~ >5!
—_ 1) — _ -5
P(X=1)= T =5.e
Distribuicdo Exponencial
A f.g.m. da distribuicao exponencial, com parametro A:
4
MXExp(t) - A_ t

., . A 1 p
Por exemplo, sendo X uma varidvel exponencial, com parametro 4 = Too @ f.g.m. é:

1 1 1
__T00 __ T00 _
My(t) =— _, 1-100.¢ 1-100.¢
100 100

Podemos obter esse resultado, pela defini¢ao da f.g.m. para uma variavel continua:
My (t) = E(et*) = [e"*. f(x).dt
A f.d.p. da variavel exponencial é f(x) = A.e %, com x > 0:

MX(t) = fooo et'x.l. e_/l'x_ dx = Afooo e—(l—t).x- dx

Pela regra da cadeia, vimos que:

e—(l—t).x

—-(1-t)

[e=@=0% gy =

Quando x = 0, e * - 0 e e® = 1, entdo, aplicando os limites da integral, temos:

My(t) =F(x > o) —F(x=0)=41 (_(A_t) -(x—t)) =4 ((A—t)) T At
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Também podemos percorrer o caminho inverso, calculando a distribuicdo de probabilidade, a partir da
f.g.m., como fizemos com as demais variaveis. Suponha a seguinte f.g.m.:

My() = T—557

Conhecendo a f.g.m. da distribuicdo exponencial, vamos igualar as expressoes:

M, (£) = A _ 1
T A—t T 1-50.t
AX(1-50.t) =1x(A—-1)

A=50.t.A=21-t

Subtraindo A de ambos os lados da equacdo, temos:

=50.t.A=—t
Dividindo ambos os lados por —t:
50.A1=1
A= i = 0,02
50 ’

A partir do parametro da distribuicdo, podemos calcular a média, a variancia e a probabilidade P(X < 30),
por exemplo:

E(X) =

=

1 1
X) A2 (0,02)2 0,0004

PX<x)=1—-e™
P(X <30)=1—¢7002X30 — 1 _ 006

PRATICAR!

(FGV/2019 — DPE-RJ — Adaptada) Se X é uma variavel aleatéria continua com funcdo densidade de
: probabllldade representada por fx(x), considere a funcdo dada por: :

My (t) :f et fy(x)dx
Entdo julgue o seguinte item:

| Se My(t) =73 2> 0, entdo E(X) = 24
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Comentarios:
Sabemos que essa f.g.m. corresponde a distribuicao exponencial. A média dessa distribuicdo é:
OO =+
A

: Resposta: Errado.

(2012 - DPE-PR) Uma varidvel aleatéria X tem fun¢do geradora de momentos dada por:
my(t) = ﬁ parat < A;

: 0 valor de E(X?) é:

Comentarios:
O segundo momento da varidvel pode ser calculado a partir da férmula da variancia:
' V(X) = E(X?) — [EX))?

E(X?) =V(X) + [E(X)]?

: y) T . - A P
: Af.g.m. s corresponde a distribuicdao exponencial. A média e variancia dessa distribuicdo sao:

E(X) =
: Logo, o segundo momento é:
: Gabarito: C.

Distribuicido Normal

A f.g.m. da distribui¢do normal, com média e varidncia o é:

o2t 2 42

My, (t)=e 2z xe't=¢e2 "
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Essa expressdao também pode ser representada como:

o?.t?
My (t) = exp{ > +u.t}

Por exemplo, para it = 2 e 6% = 9, af.g.m. é:

9.t2
MX(t) — eT‘I‘Z.t

Para encontrar os parametros dessa distribuicdo, a partir da f.g.m., note que a média pu multiplica t e a
variancia o multiplica t2.

Vale pontuar que a f.g.m. da Normal Padrdo,emqueu = 0ec? =1, é:

t2

Mx(t) =e2

PRATICAR!

(FGV/2019 — DPE-RJ — Adaptada) Se X é uma variavel aleatdria continua com funcdo densidade de
: probabllldade representada por fx(x), considere a fun¢do dada por: :

My (t) =f e, fy(x)dx
Entdo julgue o seguinte item:

: t (o't)z/ ~ 2

: Se My(t) =et.e 2, entdo Var(X) = 0%

Comentarios:

Sabemos que essa f.g.m. corresponde a distribuicdo normal, com média u e variancia a2.

Resposta: Certo.

(CESPE/2012 TJ-RO — Adaptada) Considerando que X é uma variavel aleatéria cuja fungdo geradora de
(at)®

: momentos é dada por Y(t) = exp [ut + ] em que [ e 0 s3o, respectivamente, a média e o desvio :
: padrao de X, julgue o seguinte item. :
A distribuicdo de X é assimétrica.

: Comentarios:
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: Podemos observar que a f.g.m. fornecida no enunciado se refere a uma distribuicdgo normal. Sabemos que :
: distribuicdes normais sao simétricas.

Resposta: Errado.

(FCC/2015 — Analista CNMP - Adaptada) Sejam Xi, Xz, ..., Xnvaridveis aleatdrias independentes e
: identicamente distribuidas com distribuicdo normal padrdo e Y = X; + X; + - + X;,. Com base nessas :
: informacdes, julgue a seguinte afirmativa: :

A funcdo geratriz de momentos de Y, quando n = 2, é m(t) = et
Comentarios:

O enunciado definiu Y como a soma de n varidveis independentes com distribuicdo normal padrao, logo, Y
também apresenta distribuicao normal padrao. Para n = 2, temos Y = X; + X, com a seguinte média e
: variancia:

U= +u,=0
o2 =0t+02=2
Vimos que a f.g.m. da distribui¢cdo normal é dada por:
My () = &7 "/t
Parau = 0 e o? = 2, temos:
My(D) = et
Logo, a afirmativa esta incorreta.

Resposta: Errado.

Distribuicao Qui-quadrado

A f.g.m. da distribuicdao qui-quadrado, com k graus de liberdade é:

N| &

Por exemplo, para k = 8, isto é, sendo X uma varidvel com distribuigéo qui-quadrado equivalente a soma
de 8 varidveis normais padrao, elevadas ao quadrado, X = Z , entdo a sua f.g.m. é:

4

My(0) = (%z.t)

Também podemos fazer o caminho inverso, ou seja, a partir da f.g.m., definir o nimero de graus de
liberdade, calculando o dobro do expoente.
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HORA DE

PRATICAR!

(CESPE/2012 —TJ-RO - Adaptada) X é uma varidvel aleatdria cuja fun¢do geradora de momentos é dada por

1/)(t) = exp [ Gk ] em que U e o0 sao, respectivamente, a média e o desvio padrao de X.

Considerando que {X1, X3, ..., X10} € uma sequéncia de cdpias independentes de X, julgue o seguinte item.

5
A funcdo geradora de momentos da soma de quadrados X2 é dada pela expressdo Y, (t) = (ﬁ)

Comentarios:

5 :
A f.g.m. fornecida no item, Y, (t) = (ﬁ) , realmente corresponde a distribui¢do qui-quadrado com o :

: seguinte numero de graus de liberdade:
k=2x5=10
: Ou seja, essa distribuicdo qui-quadrado corresponde a soma de k = 10 varidveis com distribuicdo normal

padrdo, elevadas ao quadrado.

: 2 :
: Pela f.g.m. fornecida no enunciado ¥(t) = exp [,ut + (70) ] sabemos que se trata de varidvel normal com :

: média p e variancia 62, ou seja, uma variavel normal dlferente da normal padrao.

: Assim, para formar uma distribuicdo qui-quadrado precisamos primeiro transforma-la em uma normal

: padrdo, para depois eleva-la ao quadrado:
K
> -y (Bt

i=

p_n

: Logo, a soma de quadrados 21-121 Xiz, sem a transformacdo para a normal padrdo, ndo segue uma distribuic3o :
5 -
1
qui-quadrado e, portanto, ndo apresenta a f.g.m. dessa distribuicdo ( t) .

Resposta: Errado.
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'4 RESUMINDD

F.G.Ms. para Distribui¢cbes Teodricas
Distribuicdo Binomial: My, (t) = (p.e’ + q)"

p.et
1—q.et

Distribuicdo Geométrica: My (t) =

Distribuicdo de Poisson: My, (t) = eie'-1)

e el e . A
Distribuicdo Exponencial: My, (t) = P
o242
Distribuicdo Normal: My (t) = e 2 — Tt
k
T . 1 \2
Distribui¢do Qui-Quadrado: My, , (t) = (1_—2t)
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DISTRIBUICOES CONJUNTAS — VARIAVEIS DISCRETAS

As distribuicdes de probabilidade conjuntas apresentam os valores de probabilidade para duas (ou mais)
varidveis simultaneamente.

Quando estudamos conjuntamente 2 variaveis, dizemos que se trata de uma distribuicao bidimensional ou
de uma variavel bidimensional. Quando houver mais variaveis, utilizamos o termo multidimensional.

No caso discreto, essas distribui¢des sdo denotadas por P(X = x,Y = y) ou p(x,y), que correspondem a
probabilidade de X = x e de Y = y (intersecao):

p(x,y) =PX=x,Y=y)=PX=xnY=y)

Essas probabilidades sdo normalmente representadas por uma tabela.

Vamos construir uma tabela de distribuicdo conjunta.
Considerando 10 bolas numeradas de 1 a 10, vamos supor que o sucesso da variavel X (isto é, X = 1)
corresponda a selecdo de bolas com nimeros miiltiplos de 3 (e que as demais bolas estejam associadas ao
fracasso de X, em que X = 0); e que o sucesso de Y (Y = 1) corresponda a selecdo de bolas com numeros
primos (e as demais, ao fracasso de Y, em que Y = 0).

Nesse caso, temos os seguintes valores para X e Y, para cada bola numerada:

Bola

[EY

O [0 (NOOD LB |W|N

O|r|O|O(Rr|O|O|FR,|O|O|X
OO0 |R |O|FR |O|kR |IL|O|<

[EEN
o

. - . . 1 ~
Considerando que a probabilidade de selecionar uma bola é a mesma para todas as bolas, p = T entdo a
distribuicdo conjunta de X e Y para esse exemplo é:

4
P(X =0,Y = 0) = P[Bola:1,4,8 ou 10] = - = 40%
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3
P(X =0,Y =1) =P[Bola:2,50u7] = 0= 30%
2
P(X =1,Y =0) = P[Bola:6 ou9] = 0= 20%

1
P(X =1,Y =1) = P[Bola: 3] = 0= 10%

Assim, a tabela de distribuicdao conjunta para esse exemplo é:

Y

40% 30%
1| 20% 10%

De maneira geral, a probabilidade conjunta é calculada pela mesma féormula da intersegao:
PX=xY=y)=PX=x|Y =y)xP(Y =y)

Vale ressaltar que P(X = x|Y = y) é a probabilidade condicional de X = x (evento a posteriori), dado que
ocorreu Y = y (evento a priori).

Por exemplo, supondo que a probabilidade de um evento Y = 2 seja P(Y = 2) = 0,5 e que a probabilidade
de um evento X = 1, dado que o evento Y = 2 ocorreu seja P(X = 1|Y = 2) = 0,6, entdo a probabilidade
de ambos os eventos ocorrerem, P(X = 1,Y = 2), é:

PX=1Y=2)=06%x05=0,3

Se o evento a priori for a varidvel X, a probabilidade conjunta P(X = x,Y = y) é calculada como:
PX=xY=y)=PY =yl X=x)XPX =x)

Para esse exemplo que acabamos de ver, se soubermos que a probabilidade (ndo condicionada) de X =1
for P(X = 1) = 0,9, podemos calcular a probabilidade de Y = 2 condicionadaa X =1, P(Y = 2|X = 1):

PX=xY=y)=PY =yl X=x)XPX =x)

03=P(Y =2|X=1)%0,9

P(Y=2|X=1) 03 _1

ST 7090 3
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Se os eventos X = x e Y = y forem independentes, entdo a probabilidade da interse¢ao é o produto:

PX=xY=y)=PX=x)XP({Y =Yy)

Para distribuicdes conjuntas, a probabilidade associada a todo o Espaco Amostral também é de 100%, ou
seja, a soma de todos os campos é necessariamente 100% = 1. Vale lembrar, ainda, que todos os valores de
probabilidades s3ao nao negativos: 0 < p < 1.

Por exemplo, se ndo soubéssemos ovalorde P(X = 1,Y = 1) natabela referente as bolas numeradas, como
indicado abaixo, poderiamos calcular essa probabilidade, pela soma de todos os campos:

Y
0 1
X 40% 30%
1| 20% k

P(U) = 40% + 30% + 20% + k = 100%
90% + k = 100%
k =10%

Mesmo quando a distribuicdo ndo estiver representada por uma tabela, a soma de todas as probabilidades
conjuntas p(x, y), para todos os valores possiveis de x e todos os valores possiveis de y, serd igual a 1.

Podemos definir, ainda, a Fun¢ao de Distribuicao Acumulada Conjunta para as varidveis X e Y:

Flx,y)=P(X <x,Y<Yy)

Assim, a fungdo de distribuicdo acumulada conjunta no ponto (x, y) apresenta a probabilidade de X < x e
de Y < y (intersec¢do).

Para o exemplo das bolas numeradas, temos os seguintes valores da funcao de distribuicdo conjunta:
F(0,00=PX<0,Y<0)=PX=0Y=0)=40%
F(1,0)0=PX<1,Y<0)=PX=0Y=0+PX=1Y=0)=40%+ 20% = 60%
F(0,1)=PX<0Y<1)=PX=0Y=0)+PX=0Y=1)=40%+30% =70%
F(1,1)=PX<0Y<1)=PX=0Y=0)+PX=1Y=0+PX=0Y=1)+PX=1Y=1)

F(1,1) = 40% + 20% + 30% + 10% = 100%
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A funcdo de distribuicdo acumulada pode ser calculada para todos os valores reais, mesmo que a variavel
aleatdria ndo apresente um valor de probabilidade para o ponto. Logo, na férmula acima, x e y podem ser

quaisquer numeros reais.
Para o nosso exemplo podemos calcular, por exemplo, o valor da fung¢do nos seguintes pontos:
F(-1;,-05)=0
F(1,5;0,5) = F(1;0) = 60%

F(1,5;3) =F(1;1) = 100%

Pontue-se que toda f.d.a. conjunta apresenta as mesmas caracteristicas da f.d.a. para uma variavel, isto é,

F(x,y) =0parax > —coey > —oeF(x,y) =1parax > +oey — +oo.

Probabilidades Marginais e Independéncia

A partir da distribuicdo conjunta, podemos calcular as probabilidades das varidveis individualmente,

chamadas de probabilidades marginais.

Ou seja, a partir da tabela do nosso exemplo, podemos calcular as probabilidades P(X = 0), P(X = 1), P(Y = 0)

e P(Y = 1), isoladamente. Para isso, devemos somar as probabilidades de cada linha e de cada coluna.
Abaixo, replicamos a tabela anterior, acrescentando os campos com os respectivos somatorios:

Y
0 1
0| 40% | 30% | 70%
1| 20% | 10% | 30%
P(Y=y) | 60% | 40% | 100%

P(X=x)

X

Ou seja, as probabilidades marginais sdo P(X =0) = 70%, P(X = 1) =30%, P(Y =0) = 60% e P(Y = 1) = 40%.
E quando ndo houver tabela?

De maneira geral, as probabilidades marginais sdo calculadas pelos seguintes somatodrios:

P(X =x)=X;p(xy)) e PY =y)=X;p(x,y)

Ou seja, para obtermos a probabilidade marginal P(X = 0), por exemplo, precisamos somar todas

probabilidades conjuntas da forma P(X =0, Y = y), para todos os possiveis valores de Y, no caso:
P(X=0)=P(X=0,Y=0)+P(X=0,Y=1)

P(X = 0) = 40% + 30% = 70%
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Similarmente, para obtermos a probabilidade marginal P(Y = 1), precisamos somar todas as probabilidades
conjuntas da forma P(X =x, Y = 1), para todos os possiveis valores de X, no caso:

P(Y=1)=P(X=0,Y=1)+P(X=1,Y=1)

P(Y = 1) = 30% + 10% = 40%

As probabilidades marginais sdo essenciais para sabermos se duas varidveis sdo independentes ou nao.

% -

MLIGA!

Para que duas varidveis X e Y sejam independentes, é necessario que as probabilidades
conjuntas sejam iguais ao produto das probabilidades marginais, para todos os possiveis
valoresde XeY:

PX=xY=y)=PX=x)XPY =y), V(x,y)

Na tabela da distribuicdo conjunta, isso pode ser verificado observando-se as proporcoes. Para varidveis
independentes, as proporg¢des de todos os campos seguem as propor¢des marginais (totais) das variaveis.
Em outras palavras, a probabilidade de campo corresponde ao produto das probabilidades marginais (totais)
da linha e da coluna correspondentes.

Para o nosso exemplo das bolas numeradas, caso as varidveis fossem independentes, as probabilidades dos
campos seriam:

Y
0 1 P(X=x)
X 0| 70%x60%=42% 70% x 40% = 28% 70%
1| 30%x60%=18% 30% x40% = 12% 30%
P(Y=y) 60% 40% 100%

Porém, como a tabela de distribuicao conjunta é diferente desta, concluimos que as varidveis nao sao
independentes.
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PRATICAR!

(2020 UEPA - Adaptada) Considere o quadro abaixo, representando a distribuicdo conjunta de X e Y.

Xl Y= 1 2 3 Total

1 0,08 0,12 02 0.4

2 0,06 0.09 015 03

3 0,06 0.09 015 03
Taotal 0.2 03 05 1

: Julgue a seguinte afirmacdo:

X e Y sdo independentes.

Comentarios:

Em atengdo ao item |, X e Y s3o independentes se:

: PX=x,Y=y)=PX=x)XP{Y =y)
ParaX=1eY=1,temos P(X =1,¥ = 1) = 0,08e P(X = 1) x P(Y = 1) = 0,4 0,2 = 0,08
 ParaX=2eY=1 temos P(X =2,¥ = 1) = 0,06 P(X = 2) X P(Y = 1) = 0,3 x 0,2 = 0,06
ParaX=3eY =1, temos os mesmos valores correspondentesaX=2eY=1.
ParaX=1leY=2,temosP(X=1,Y=2)=0,12ePX=1)xP(Y =2)=0,4x%x0,3=0,12
 ParaX=2eY=2,temos P(X =2,¥ = 2) = 0,09 e P(X = 2) X P(Y = 2) = 0,3 x 0,3 = 0,09
ParaX=3eY =2, temos os mesmos valores correspondentesaX=2eY =2,

Como as proporgdes se mantiveram paraY =1eY = 2, entdo elas serdo mantidas para Y = 3.
Portanto, as varidveis X e Y sdo independentes.

Resposta: Certo.

(FGV/2019 - DPE/RJ — Adaptada) Seja a distribuicdo de probabilidade conjunta de varidveis aleatdrias
: discretas conforme abaixo, onde k1 e k2 sdo probabilidades inicialmente desconhecidas. :

. X

(X.Y) -1 0 1 2

| 1|01 oo o1 k1
2003 012 k2 025

Sendo assim, julgue os itens a seguir:
| — Para que os eventos X =0 e Y = 2 sejam independentes, é necessario que k1 =0,02.
Il — Para que os eventos X =-1 e Y = 1 sejam independentes, é necessario que k2 =0,15.

: Comentarios:
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Em atengdo ao item |, para que os eventos X =0 e Y = 2 sejam independentes, entdo é necessario que:
PX=0Y=2)=PX=0)xP(Y =2)
Sabemos que a probabilidade marginal P(X = 0) é a soma das linhas da 22 coluna:
P(X=0)=0,08+0,12=0,20
E que a probabilidade marginal P(Y = 2) é a soma das colunas da 22 linha:
P(Y=2)=003+012+k, +0,25=04+k,

Considerando que a probabilidade conjunta é P(X = 0,Y = 2) = 0,12, conforme tabela, entdo para que
esses eventos sejam independentes precisamos que:

0,12 = 0,20 x (0,4 + k)
0,12 = 0,08 + 0,2k,
0,2k, = 0,04
k, = 0,2

Sabendo que a soma de todos os campos é igual a 100%, entdo:
' P(U) = 0,14 + 0,03 + 0,08 + 0,12 + 0,16 + k, + ky + 0,25 = 1
0,78+ k,+k; =1
Considerando que k, = 0,2, logo:
' P(U)=0,78+02+k, =1
k; =0,02

Resposta: Item | correto.

Em atencdo ao item Il, para que os eventos X = -1 e Y = 1 sejam independentes, entdo é necessario que:
PX=-1Y=1)=PX=-1)xP(Y =1)

Sabemos que a probabilidade marginal P(X = —1) é a soma das linhas da 12 coluna:

: P(X = —1)=014+0,03 = 0,17

E que a probabilidade marginal P(Y = 1) é a soma das colunas da 12 linha:

: P(Y = 1) = 0,14 + 0,08 + 0,16 + k; = 0,38 + k;

Considerando que a probabilidade conjunta é P(X = —1,Y = 1) = 0,14, conforme tabela, entdo para que
esses eventos sejam independentes precisamos que:

0,14 = 0,17 % (0,38 + k;)
0,14 = 0,0646 + 0,17k,
0,0754 = 0,17k,

k, = 0,444

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 49
www.estrategiaconcursos.com.br 182




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Sabendo que a soma de todos os campos ¢é igual a 100%, entdo:
P(U)=078+k,+k, =1
k2 + k1 = 0,22

Ou seja, se tivéssemos k; = 0,444, teriamos um valor negativo para k,. Como todas as probabilidades
devem ser ndo negativos, entdo ndo podemos ter k; = 0,444. Logo, os eventos P(X=-1) e P(Y=1) ndo podem :
ser independentes. :

Resposta: Item Il errado.

Calculo das Medidas de Distribuicao

A partir das probabilidades marginais, é possivel calcular as diversas medidas relacionadas a distribuicdes de
probabilidades (esperanca, variancia, covariancia, coeficiente de correlagao).

Sabemos que, para calcular a esperanga, multiplicamos os valores da varidvel pelas respectivas
probabilidades (marginais):

p=EC0 = ) x.p(x)

L

E vimos que as probabilidades marginais sdo calculadas pela soma das probabilidades conjuntas:
p(x;) = Z p(xi, ¥j)
J

Vamos considerar o nosso exemplo para calcular a esperanca das variaveis.

Y

P(X=x)

0| 40% | 30% | 70%
1| 20% | 10% | 30%
P(Y=y) | 60% | 40% | 100%

A esperanca de X é dada por:

QO = ) x.p(x)

l
EX)=0xPX=0)+1xPX=1)=0x70%+1x30% = 0,3

Analogamente, a esperanca de Y é dada por:
py = E(Y) = Zy,--p(yj)
j

E(Y)=0xP(Y=0)+1xP(Y=1)=0xX60%+1Xx 40% = 0,4
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Também é possivel calcular a esperanca matematica, sem calcular previamente as probabilidades marginais,
por meio das seguintes férmulas:

EX) = szi-p(xi'yj) e E)= ZZYj-p(xiv.Vj)
T 71

Ou seja, para encontrar E(X), podemos multiplicar os valores de x; pelas probabilidades conjuntas e, em
seguida, somar os produtos, como indicado abaixo, para o nosso exemplo:

E(X) = x1 X p(x1,y1) + %1 X p(x1,¥2) + %2 X p(xz,y1) + x2 X p(x2,¥2)
EX)=0%x40%+0x30%+1x%x20%+1x%x10% = 0,3

Em relagcdo a variancia, temos:
o’ =V(X) = EX?) - [EX)]?

Vamos calcular o segundo momento E(X?) para esse exemplo, a partir das probabilidades marginais:
EX) = ) (6% p(x)
i

E(X?) =02 x P(X = 0) + 12 x P(X = 1) = 0% X 70% + 12 X 30% = 0,3
Logo, a variancia é:
V(X) = E(X?) - [E(X)]? =03 - (0,3)2 = 0,3 —0,09 = 0,21

Analogamente, para Y, temos:
() = Y 0t p0y)
)

E(YH)=02xP(Y=0)+12xP(Y =1) = 0% x 60% + 12 x 40% = 0,4
Assim, a variancia de Y é dada por:

V(Y) = E(Y?) — [E()]? = 0,4 — (0,4)2 = 0,4 — 0,16 = 0,24

Também podemos calcular o segundo momento sem calcular previamente as probabilidades marginais, por
meio das seguintes férmulas:

EO) = Y @ ony) e B0 = Y 0)%peuy)
i 7o

Ou seja, para encontrar E(X?), podemos multiplicar os valores X = x; elevados ao quadrado, pelas

probabilidades conjuntas e, em seguida, somar os produtos:

E(X?) = (x1)® X p(x1,y1) + (x1)* X p(x1,¥2) + (22)* X p(x2, y1) + (x2)* X p(x2,¥2)
E(X?) = 0% x 40% + 02 X 30% + 1% X 20% + 12 X 10% = 0,3
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Ademais, sabemos que a covariancia entre as variaveis é dada por:

Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)

E(X.Y) = z Z X Yj-p(xi, ;)
i J

Essa formula ndo utiliza as probabilidades marginais, mas sim as conjuntas. Para esse exemplo, temos:

Em que:

E(X.Y) =x; Xy1 Xp(x1,y1) + %1 X ¥ X p(x1,¥2) + X3 X y1 X p(x2,¥1) + %2 X Yo X p(x2,¥2)

EX.Y)=0xXx0XxPX=0Y=0)4+0X1XxPX=0Y=1+1xXx0xPX=1Y=0)
+1x1xPX=1Y=1)

EX.Y)=0x0x40%+0x1Xx30%+1x0x20%+1x1x10% =0,1

Existe outra forma de calcular E(X.Y), construindo uma tabela com os valores de X.Y e as
respectivas probabilidades, obtidas por meio das probabilidades marginais.

Para esse exemplo, os possiveis valores de X.Y sdo 0 ou 1. A probabilidade de X.Y = 0
equivale a probabilidade X=0ou Y =0:

PX.Y=0)=PX=0UY=0=PX=0)+PY=0-PX=0Y=0)
P(XY =0) =70% + 60% — 40% = 90%
E a probabilidade de XY = 1 é dada por:
PXY=1)=PX=1Y=1)=10%

Esses valores estdo representados na tabela abaixo:

XY‘O‘l

P(XY) ‘ 90% ‘ 10%

O valor esperado de XY é, portanto, o produto de XY pela respectiva probabilidade:

E(XY) =Xx.y.p(x.y)

E(XY)=0x90% + 1 x 10% = 0,1
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Assim, a covariancia é dada por:

Cov(X,Y) = E(X.Y) —E(X).E(Y) =0,1—0,3% 0,4 =0,1— 0,12 = —0,02

&

Podemos indicar as varidncias e as covariancias entre as varidveis, em uma distribuicao
multidimensional, utilizando uma matriz, chamada matriz de covariancias (}).

Para uma n variaveis (ou uma variavel n-dimensional), a matriz de covaridncia tera
dimensdo n X n. Cada campo a;; da diagonal principal representa a variancia da variavel i;
e os demais campos a;; representam as covariancias entre a variavel i e a variavel j.
Portanto, a matriz de covariancia é simétrica, isto é, os valores acima da diagonal principal
sao simétricos aos valores abaixo da diagonal principal.

Para o nosso exemplo, temos V(X) = 0,21, V(Y) = 0,24 e Cov(X,Y) = —0,02. Assim, a
nossa matriz de covariancias seria:

021 —0,02
Z‘[—0,02 0,4

Além da esperanga do produto das variadveis, E(XY'), podemos calcular a variancia do produto, dada por:
Var(XY) = E[(XY)?] — [E(XY)]?
Para varidveis independentes, temos E[(XY)?] = E(X?).E(Y?) e E(XY) = E(X).E(Y).

Por fim, podemos calcular o coeficiente de correlagao, dado por:

Cov(X,Y)

X,Y) =
p(X,Y) "

Sendo agy o desvio padrdo de X: gy = /V(X); e gy o desvio padrdo de Y: gy = /V(Y).

Para esse exemplo, temos Cov(X,Y) = —0,02, oy = /V(X) =+v0,21 e gy = /V(Y) = /0,24, logo:

)

2
X,Y) =—— == -0,089
pX.Y) v0,21.4/0,24
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Vale ressaltar as seguintes propriedades para essas medidas.
Propriedades da Esperancga

i) E(k.X) = k.E(X)

i) EX+k)=EX)+k

i)  EX+Y)=EX)+EQY)

iv) E(k) =k

V) Se X e Y sdo independentes, entdo E(X.Y) = E(X).E(Y)

Propriedades da Variancia

i) VIX+ k) =V(X)
ii) V(k.X) = k2. V(X)
iii) Se X e Y sdo independentes, entio V(X +Y) = V(X) + V(Y)

Propriedades da Covariancia e da Correlagao

i) Cov(X,Y) = Cov(Y,X), p(X,Y) = p(Y,X)

ii) Cov(X,X) =Var(X), p(X,X) =1

iii) Cov(k,X)=0, p(k,X)=0

iv) Cov(X+Y,Z)=Cov(X,Z) + Cov(Y,Z)

v) Cov(k.X,LY) =Cov(LX,k.Y)=k.l.Cov(X,Y)

PRATICAR!

(2020 UEPA - Adaptada) Considere o quadro abaixo, representando a distribuicdo conjunta de X e Y.

X4 Y= 1 2 3 Total

1 0,08 0,12 02 0.4

2 0,06 0,09 0,15 03

3 0,06 0.09 0,15 03

Total 02 03 05 1

: Julgue a seguinte afirmacdo: :

{ E(X)=1,9 e E(Y)=2,3.
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: Comentarios:

: Sabemos que a esperancga é calculada como:

EO0 = ) xip(x)

L

Sabendo que os possiveis valores de Xsao X =1, X=2 e X =3, a esperancga de X é dada por:
EX)=1xXxPX=1)+2%xXxPX=2)+3%xPX =3)

As probabilidades P(X = 1), P(X = 2) e P(X = 3) s3o as probabilidades marginais (coluna Total), logo

. E(X)=1x04+2%x03+3%x03=04+06+09=1,9

Sabendo que os possiveis valoresde YsaoY=1,Y=2eY =3, aesperanca de Y é dada por:
EY)=1xP(Y=1)+2%xP(Y=2)+3xP(Y =3)

As probabilidades P(Y = 1), P(Y = 2) e P(Y = 3) sdo as probabilidades marginais (linha Total), logo:

. E(Y)=1x02+42x%x03+3%x05=02+06+15=2,3

Resposta: Certo.

(FGV/2019 — DPE-RJ — Adaptada) Seja a distribuicdo de probabilidade conjunta de varidveis aleatdrias
: discretas conforme abaixo, onde k1 e k2 sdo probabilidades inicialmente desconhecidas. :

X
-1 0 1 2
1 0.14 0.08 0.16 k1
0.03 0.12 k2 0.25

(x,Y)

Sendo assim, julgue os itens a seguir:

| — Para que a média de X seja igual a 0,75, é necessario que k1 =0,12 e k2 = 0,10.
Il — Para que a média de Y seja igual a 1,40, é necessario que k1 = 0,15 e k2 = 0,07.
Comentarios:

: Em relagdo ao item |, podemos calcular a média de X, sem antes obter as probabilidades marginais, fazendo: :

EOO =Y > xi.p(xy;)
i j

Sabendo que os possiveis valores de X sdo X =-1, X =0, X =1 e X = 2, devemos multiplicar esses valores pelas
: respectivas probabilidades conjuntas para Y =1 e para Y = 2: ;

EX)=—-1xPX=-1Y=1)—1xP(X=—-1Y=2)40xP(X=0Y=1)+0XP(X =0,V
=D +1XPX=1Y=1D+1xP(X=1Y=2)+2xP(X=2Y=1)+2xPX
=2,Y =2)

E(X)=-1%x0,14—-1x%x0,03+0x0,08+0x012+1x%x0,16+1Xxk,+2Xk;+2x0,25

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 55

, www.estrategiaconcursos.com.br 182



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

E(X)=-017+0,66+k, + 2.k, = 0,49 + k, + 2k,
Para que a média de X seja igual a 0,75, entdo:
E(X) =0,49 + k, + 2k, = 0,75

k, +2k;=0,26

Sabendo que a soma de todos os campos é igual a 100%, entdo:
P(U)=0,14+0,03+0,08+0,12+0,16 + k, + k; + 0,25 =1
PU)=078+k, +k; =1

k, +k,y=0,22

Agora resolvemos o sistema de equacgdes. Subtraindo a segunda equacdo da primeira, temos:
ky + 2ky —ky, —k; = 0,26 — 0,22
k, = 0,04
Substituindo esse resultado na segunda equacao, k, + k; = 0,22:
k, =0,22-0,04 =0,18

Resposta: Item | errado.

: Em relacdo ao item I, podemos calcular a média de Y por:

E(Y) = z z v (%0 y))
j i

Sabendo que os possiveis valores de Ysdao Y =1 e Y = 2, devemos multiplicar esses valores pelas respectivas
: probabilidades conjuntas para X =-1,X=0,X=1e X =2: :

EXY)=1xXxPX=—-1Y=1)+1xPX=0Y=1D+1XxPX=1Y=1)+1xXPX=2Y
=1D)+2XPX==-1Y=2)42XPX =0,V =2)+2XxPX=1Y=2)+2%XPX
=2,Y=2)

E(Y)=1x014+1x008+1x016+1Xk;+2%x0,034+2x%x0,12+2x%xk,+2x0,25
E(Y)=038+0,8+ k; + 2k, = 1,18 + k; + 2k,
Para que a média de Y seja igual a 1,4, entdo:
E(YY) =118+ k, + 2k, =14
k1+2k2=0,22

: Pela soma do Espaco Amostral, calculamos no item | a seguinte equacao:

k2+k1 :0,22
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Agora resolvemos o sistema de equacgdes. Subtraindo a segunda equacdo da primeira, temos:
ki + 2k, —k; —k, =0,22-0,22
ki =0
Substituindo esse resultado na segunda equacao, k, + k; = 0,22:
k, = 0,22

Resposta: Item Il errado.

(2014 — DETRAN/RO) Considere as informacgdes para responder a questdo. A tabela apresenta a distribuicdo
: conjunta de duas variaveis aleatorias X e V. :

Y
X 1 2
-1 0,4 0,2
2 0,1 0,3

E correto afirmar que a covaridncia entre Xe Y é
a)o0,2.

 b)0,3.

c)0,4.

L d)0,5.

e) 0,6.

Comentarios:

A covariancia é dada por Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y). Podemos calcular as expectancias, por meio
: das probabilidades marginais:

PX=-1)=04+02=0,6
P(X=2)=01+03=04
P(Y=1)=044+0,1=0,5
P(Y=2)=02+03=0,5
Assim, temos:
. EX)=—-1xXxPX=-1)+2xPX=2)=—-06+08=0,2
EY)=1xP(Y=1)+2%xP(Y=2)=05+1=15

E a esperanca E(XY) pode ser calculada a partir das probabilidades conjuntas:

E(XY) = ZZx.y.p(x,y)

EXY)=(-1%x1)x04+(—-1%x2)x02+(1x%x2)x01+(2x%x2)x0,3

E(XY)=-04-04+02+12=06
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A covariancia é, entdo:

Cov(X,Y)=06-02%x15=06-03=0,3

Gabarito: B

Distribui¢cdes Condicionais

A probabilidade condicional corresponde as chances de ocorrer um evento Y = y (a posteriori), dado que
ocorreu outro evento X = x (a priori), conforme férmula indicada a seguir.

P(X=x,Y =y)

PO =ylX=x) ==

Sabemos que a tabela de probabilidade conjunta apresenta as probabilidades das intersegdes,
P(X =x,Y =y), e que, a partir dela, podemos calcular a probabilidade marginal P(X = x). Ou seja,
podemos calcular as probabilidades condicionais, a partir da tabela de distribuicao conjunta.

Para ilustrar, vamos retomar o exemplo das bolas numeradas de 1 a 10, em que o sucesso de X representa a
selecdo de um multiplo de 3, enquanto o sucesso de Y representa a selecdo um nimero primo:

Y
0 1
0| 40% | 30% | 70%
1| 20% | 10% | 30%
P(Y=y) | 60% | 40% | 100%

P(X=x)

X

Vamos calcular, por exemplo, a probabilidade P(Y = 1|X = 0). Observamos que a probabilidade conjunta
deY=1eX=0éP(Y =1,X =0) = 30%; e que a probabilidade marginal de X=0¢é P(X = 0) = 70%:

P(y_1|X_0)_P(Y=1,X=0)_30%_3
- T PX=0) 70% 7

Podemos calcular também a fungao de distribuicao condicional de uma varidvel, dado que a outra assume
determinado valor.

Com base nessa mesma tabela, podemos calcular, por exemplo, P(Y|X = 0), que corresponde as
probabilidades que cada valor de Y assume, dado X = 0.

Considerando que Y pode assumir os valores 0 ou 1 e que ja calculamos P(Y = 1|1X =0) = %, resta calcular
P(Y = 0|X = 0):

P(y_olx_o)_P(Y=0,X=0)_40%_4
- T PX=0) C70% 7
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Assim, a funcdo de distribuicdo condicional de Y, dado X = 0 pode ser representada como:

4/, sey=0
P(Y|X=O)={3 7 } }
/7, sey=1

Pontue-se que, se as varidveis X e Y forem independentes, entdo a probabilidade condicionada é igual a
probabilidade ndo condicionada:

PY =y|[X=x)=P( =y)

PRATICAR!

(2014 DETRAN/RO) A tabela apresenta a distribuicdo conjunta de duas variaveis aleatdrias X e V.

Y
X 1 2
-1 0,4 0,2
2 0,1 0,3

E correto afirmar que a probabilidade de X=2, dadoY=1, é
a)o,1

: b)0,2

c)0,3

L d)0,4

: e)0,5

Comentarios:

A probabilidade condicional de X =2 dado Y = 1 é calculada por:
PX=2nY=1)
P(Y=1)
: A probabilidade marginal de Y =1 é a soma dos valores da primeira coluna:
P(Y=1)=044+0,1=0,5
Sabendo que P(X = 2,Y = 1) = 0,1, conforme tabela, entdo a probabilidade condicional é:
0,1

P(X—2|Y—1)—O—=O,2

PX=2lY=1)=

Gabarito: B.
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(FGV/2022 - TIDFT) A probabilidade de um determinado time ser classificado entre os 4 primeiros colocados
na primeira fase de um campeonato é de 40%. E sabido que, se for classificado entre os 4 primeiros na
primeira fase, o time tem 50% de chance de vencer o campeonato. O time ndo venceu o campeonato, seja
esse evento representado por Y = 0. :

: Seja também X uma varidvel aleatdria que assume valor 0, se o time nado se classificou entre os 4 primeiros :
: na primeira fase, e que assume valor 1, caso tenha se classificado entre os 4 primeiros. :

A func¢do de probabilidade da variavel aleatdria X|Y =0 é:

) PUXIY = 0) = {50 e % 27}
oy =0 ={375 e x 0
éc)P(X|Y=O = 828 iiizg}
d) P(X|Y = 0) ={8§§ iiiz(l)}
ée)P(X|Y:0 ={82238: sox = 1)

: Comentarios:

: Segundo o enunciado X representa a classificagdo na primeira fase, sendo X = 0 se o time nao se classifica e :
: X =1 se o time se classifica. O enunciado informa que a probabilidade de um time se classificar entre os 4 :
: primeiros é de 40%. Assim, temos: :

fe P(X=1)=40%;e
‘e P(X=0)=100%- P(X = 1) = 60%

: Ja a variavel Y representa o resultado do campeonato, sendo Y = 0 se o time ndo vence e Y = 1 se o time :
: vence o campeonato. :

Vamos, entdo, construir a tabela da distribuicdo conjunta dessas variaveis, sabendo que as probabilidades
: marginais de X sdo P(X =0) = 60% e P(X = 1) = 40%: :

X\NY Y=0| ¥Y=1 | Total
X=0 60%
X=1 40%
Total 100%

O enunciado informa que o time tem 50% de vencer, se for classificado:

P(Y=1|X=1)=50% :
Consequentemente, a probabilidade de o time ndo vencer, se for classificado, é complementar (também
: igual a 50%): :
' P(Y=0|X=1) = 50%
Com base nesses dados e na férmula da probabilidade condicional, podemos calcular as probabllldades
: conjuntas. Primeiro em relagdo a P(Y = 1|X = 1), temos:

PY=1X=1)

P(Y=1x=1) = FO= D) = 50%
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Sabendo que P(X = 1) = 40%:
' P(Y=1,X=1) =50% X 40% = 20%
Similarmente, para P(Y = 0|X = 1), temos:
P(Y=0X=1)
P(Y=0|X=1)=
(r=0lx=1) P(X = 1)
P(Y =0,X =1) = 50% x 40% = 20%

: Vamos preencher esses dados na tabela:

=50%

X\NY Y=0| Y=1 | Total
X=0 60%
X=1| 20% 20% 40%
Total 100%

: Em relagdo aos campos de X = 0, se o time ndo se classificar, ele ndo ird vencer o campeonato. Em outras :
: palavras, dado que o time ndo se classificou, a probabilidade de ele vencer o campeonato é nula: :

P(Y=1X=0)=0
E a probabilidade de o time ndo vencer o campeonato, dado que ndo se classificou é igual a 100%:
PY=0X=0)=1
Assim como fizemos anteriormente, utilizamos essas férmulas para calcular as probabilidades conjuntas:
PY=1X=0)

P(Yy=1X=0) = P=0)

Para qualquer valor de P(X = 0), temos:

' PY=1,X=0)=0

P(Y=0,X=0)
PX=0)

P(Y =0|X =0) =

: Sabendo que P(X = 0) = 60%, temos:
; P(Y =0,X =0) = 60%

X\Y | Y=0| Y=1 | Total
X=0| 60% 0% 60%
X=1| 20% | 20% | 40%
Total | 80% | 20% | 100%

J4 a distribuicdo de probabilidade de X dado Y = 0, que a questdo pede, é composta das probabilidades
: P(X =0]Y =0)eP(X = 1]Y = 0), que podem ser calculadas com base na tabela. Em relagdo a X=0, temos: :

P(Y=0,X=0) 60%

P(X=0lY =0) = = =0,75
( | ) P(Y =0) 80%
Em relacdo a X =1, temos:
P(Y=1,X=0) 20%
P(X=1lY =0) = = = 0,25
: ( | ) P(Y =0) 80%
Gabarito: B
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Esperancga e Variancia Condicionais
E possivel calcular a esperanca e as medidas de dispersdo que conhecemos para a distribuicdo condicional.

Para calcular a esperanga condicional E(Y|X = x), multiplicamos os valores de y pelas probabilidades
condicionais P(Y|X = x):

EY|X=x) = Zyj.P(Y = y;|X =x)
j

Também podemos encontrar a variancia condicional, como indicado a seguir:
VY|IX=x)=EX?X=x)—[E(Y|X =x)]?

Para isso, precisamos do célculo do segundo momento condicional, E(Y?|X = x), em que multiplicamos os
quadrados dos valores de y pelas probabilidades condicionais correspondentes P(Y|X = x):

E(Y?|X = x) = Z(yj)z.P(Y = y,|X = x)
7

o)

EXEMPLIFICANDO

Com base no mesmo exemplo das bolas numeradas, vamos primeiro calcular a esperanga
condicional E(Y|X = 0):

E(Y|X=0)=0xP(Y=0X=0)+1xP(Y=1|X=0)

E(Y|IX=0)=P(Y =1|X = 0)

Como vimos antes, P(Y = 1|X =0) = 3 logo, E(Y|X =0) = 3

7’ 7

Para o calculo da variancia condicional V(Y|X =0) = E(Y?|X =0) — [E(Y|X = 0)]?,
precisamos do valor de E(Y?2|X = 0):

E(Y3X=0)=02xP(Y =0/X=0)+12x P(Y = 1|X = 0)

E(Y2|IX=0)=P(Y =1]|X = 0) =§

Logo, a variancia condicional é:

2
3 3 21-9 12
V(Y|X = 0) =__(_) _21-9_12
7 7 49 49
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& -

”UGA!

Pontue-se que, se as varidveis forem independentes, entdo as probabilidades
condicionadas serdo iguais as probabilidades marginais:

P(Y*=y|X*=x)=P(Y" =)

Consequentemente, a esperanga condicional serd igual a esperan¢a marginal; e a
variancia condicional sera igual a variancia marginal:

E(Y*|X* =x) = E(Y")

V(Y*|IX* =x) = V()

Podemos, ainda, calcular a esperanga marginal de Y, a partir da esperanc¢a condicional:

E(Y) = B[EQTI0] = ) E(YIX = %) X P(X = %)

Ou seja, somamos os produtos da esperanga condicional E(Y|X = x;) pelas respectivas probabilidades, para
todos os possiveis valores de x;, como se fosse a "esperanga da esperanga”. Invertendo os eventos a priori e
a posteriori, teriamos o somatério para todos os valores de Y:

EQO = BIEXIN] = Y E(XIY = y) X P(Y = )
J

l@

%_ S L ESPENCA NA
( N OVA!

‘e

Esse cdlculo é baseado na Lei das Expectativas Iteradas, que afirma que o valor esperado
das esperancgas condicionais é igual a esperan¢a ndao condicional. Ela também pode ser

aplicada para E(XY):
E(XY) = Ex[E(XY|X)], E(XY) = E,[E(XY|V)]

Como o evento a priori € uma constante, podemos indicar essas esperangas como:

E(XY) = Ex[E(XY|X)] = Ex[X.E(Y|X)], E(XY) = Ey[E(XY|Y)] = Ey[Y.E(X|Y)]
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182

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital)

www.estrategiaconcursos.com.br

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Para calcular variancia marginal V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]?, precisamos do segundo momento marginal
E(Y?), que também pode ser calculado pelo segundo momento condicional, calculando a "esperancga da
esperanga":

E(V?) = B[E? 0] = ) E(r2|X = x) X P(Y = %))

o)

EXEMPLIFICANDO

Vamos exemplificar esses cdlculos com base na mesma tabela, replicada a seguir:

Y
0 1
0] 40% 30% 70%
1| 20% 10% 30%
P(Y=y) | 60% 40% 100%

P(X=x)

X

O valor da esperang¢a marginal de Y é dado por:
EY)=EY|X=0XPX=0+E{Y|X=1)xPX=1)
Ou seja, precisamos de E(Y|X = 0), que ja calculamos, ede E(Y|X = 1):

EX|IX=1D=0xPY=0X=1)+1xPY =1X=1)

P(Y=1X=1) _ 10% _ 1

EYIX=1)=pP¥=1X=1)=—"—=0=7

Sabendo que E(Y|X =0) = %, ovalorde E(Y) é:

E(Y)=§><0,7+§x0,3=0,3+0,1=0,4

Para calcular o valor da variancia marginal de Y, V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]?, precisamos do
valor de E(Y?), dado por:

EY) =E(Y?X=0)xPX=0)+EY3X=1)xPX =1)
Ou seja, precisamos de E(Y2|X = 0), que ja calculamos, ede E(Y?|X = 1):
EQX=1)=0xPY=0X=1D+12xP{Y =1X=1)
E(Y3|X=1) =P =1]X =0)

Ja calculamos P(Y = 1|1X = 0) = %, logo E(Y?|X =1) = §
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Sabendo que E(Y?|X = 0) = %, o valorde E(Y?) é:
E(Y?) = % x 0,7 + § x03=0,3+01=0,4

Assim, o valor da varidncia marginal de Y é:

V(Y) = 0,4 — (0,4)2 = 0,4 — 0,16 = 0,24

Também é possivel calcular a esperanga, sem calcular previamente as probabilidades marginais, por meio
das seguintes férmulas:

EX) =22 xi.p(x;,¥)) e EX)=X;%y.p(x,y)

Ou seja, para encontrar E(Y), podemos multiplicar os valores y pelas probabilidades conjuntas e, em
seguida, somar os produtos para todos os possiveis valores y, como indicado abaixo:

E(Y) =0x40% + 0 X 20% + 1 X 30% + 1 x 10% = 0,4

E, para calcular a variancia, também podemos calcular o segundo momento E (Y ?) sem calcular previamente
as probabilidades marginais, por meio das seguintes formulas:

EX?) =332 p(xuy)) e EXY?)=X;20n%p(y))

Ou seja, para encontrar E(Y?2), podemos multiplicar os valores y elevados ao quadrado, pelas probabilidades
conjuntas e, em seguida, somar os produtos:

E(Y?) = 0% X 40% + 02 x 20% + 12 x 30% + 12 X 10% = 0,4

& 553
3 -

A variancia marginal também pode ser calculada pela soma da esperanca da variancia
condicionada X|Y com a variancia da esperanca condicionada X| Y.

V(X) = E[VXIY)] + V[E(X|Y)]
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PRATICAR!

(FGV/2019 — DPE/RJ — Adaptada) Seja a distribuicdo de probabilidade conjunta de variaveis aleatorlas
: discretas conforme abaixo, onde k1 e k2 sdo probabilidades inicialmente desconhecidas. :

X
-1 0 1 2
1 0.14 0.08 0.16 k1
0.03 0.12 k2 0.25

(x.Y)

Y

Sendo assim, julgue o item a seguir:
Se k1 = 0,08, entdo a esperanca condicional de Y dado X = 1, E(Y|X=1) é superiora 1,5
Comentarios:
Primeiro, vamos calcular o valor de k2, considerando que a soma de todos os campos é P(U) =
: P(U) = 0,14 + 0,03 + 0,08+ 0,12 + 0,16 + ky + k; + 0,25 = 1
0,78+ k, +k; =1
k, +ky =0,22
Se k; = 0,08, como descrito no item, entao:
' k, = 0,22 — 0,08 = 0,14
Para calcular a esperanga condicional, fazemos:
EY|X=x)= Zy.P(Y =ylX =x)
y

Entdo, precisamos das probabilidades condicionais P(Y = y|X = 1) para todos os valores de y. A
: probabilidade condicional é dada por:

PY=y,X=1)
P(X=1)
: Ou seja, precisamos da probabilidade marginal de X = 1, que é a soma das probabilidades da terceira coluna:
: P(X=1)=016+k2=0,16+0,14 = 0,3
Entdo, a probabilidade condicional P(Y = 1|X = 1) é:
PY=1X=1 0,16 16
: P =1X=1)= (P(le) )20,3 3
: Entdo, a probabilidade condicional P(Y = 2|X = 1) é:
: P(Y=2X=1) 014 14

P(Y=2|x=1)= ==
( | ) P(X =1) 03 3

PY=y|X=1) =
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A esperanga E(Y|X = 1) é a soma dessas probabilidades condicionais, multiplicadas pelos respectivos
: valores deY: :
EXY|X=1)=1xP(Y=1X=1)+2xP(Y =2|X=1)
16 14 16+28 44
EY|X=1) =1x?+2x?=T=?E 1,467

Como 1,467 < 1,5, o item esta errado.

Resposta: Errado.

(FGV/2008 — SEN) Seja X uma variavel aleatéria com distribui¢do uniforme no intervalo (0,1) e suponha que
: a distribui¢cdo condicional de Y dado X = x seja binomial (n, x). :

: Nesse caso, a esperanca e a variancia da variavel aleatdria Y sdo respectivamente:
ta)nxenx(l—x)

n  n?+2n

Eb)—e

2 12
x(1-x)

: Comentarios:

Aqui, temos a variavel X, com distribuicdo uniforme no intervalo (0, 1); e a variavel Y, dependente de X, cuja
: distribuicdo condicional Y|X segue distribui¢do binomial com parametros (n, x), em que x é a probabilidade :
i de sucesso. :

Para calcular a esperanga marginal de Y, vamos utilizar a seguinte férmula:
E(Y)=E[E(Y|X)]
Sabendo que Y| X segue distribuicdo binomial com parametros n e x, a esperanca condicional de Y|X é:
: E(Y|X) = n.x
Pela férmula, temos que E(Y) corresponde a esperanca desse resultado:
E(Y) =E(n.x)

: Pelas propriedades da esperancga, quando multiplicamos a varidvel por uma constante, a sua esperanca é :
: multiplicada por essa constante: :

E(Y)=n.E(x)
Sabendo que X segue distribuicdo uniforme no intervalo (0, 1), a esperanca de X é:
a+tb 0+1 1

E(x) == 2 2

Entdo a esperanga marginal de Y é:

1 n
EY)=n-==
(Y) n;=3
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Para calcular a variancia marginal de Y, vamos utilizar a seguinte férmula:

: V(Y) = E[V(Y[X)] + VIE(Y]X)]

Sabendo que Y| X segue distribuicdo binomial com parametros n e x, a variancia condicional de Y| X é:
VIYX) =nx.(1—x) =n.x —n.x?

Ja sabemos que a esperancga condicional de Y|X é E(Y|X) = n.x, logo:

' V(Y) = E[n.x — n.x?] + V[n.x] = E[n.x] — E[n.x?] + V[n.x]

: Utilizando a propriedade da esperanga e sabendo que quando multiplicamos uma varidvel por uma :
: constante, a sua variancia é multiplicada pelo quadrado dessa constante, temos:

_ V(Y) = n.E[x] — n.E[x?] + n%.V][x]

A variancia de uma variavel com distribui¢cao uniforme, no intervalo (0,1) é:

' (b-a)? _(1-07 1

: 12 12 12

: Para encontrar E[x?], vamos considerar a férmula geral da variancia:

' V@) = E[X?] - [EQO))?
E[X?]=V(X) + [E(X)]?

V(X) =

Sabendo que V' (X) = % eque E(X) = l, entdo o segundo momento é:

[] 1+3_4
2 12 4 12 12

: Agora, conhecemos todos as medidas para calcularmos a variancia marginal de Y:

V) 1 4+ , 1 671—4n+nz_2n+n2
Ty TR T T 12 T T 12

E[X

Gabarlto B

Distribuicao Multinomial

A distribuicao multinomial é uma generalizagao da distribuicao binomial, para quando houver mais de dois
resultados possiveis em cada ensaio, ou seja, quando os ensaios nao forem necessariamente de Bernoulli.

Por exemplo, se eu quisesse estudar a cor dos olhos de uma populagao, para utilizar a distribuicao binomial,
eu teria que dividir a populagdo em apenas duas categorias, olhos claros e olhos escuros. J3, utilizando a
distribuicdo multinomial, posso dividir a populagdo em quantas categorias interessar: olhos verdes, azuis,
marrons, pretos, bicolores, ...

Generalizando, na distribuicdo multinomial, a populagdo é dividida em k categorias, com probabilidades
D1, D2, -, Pk, respectivamente, cuja soma é igual a 1:

pi=1

||'M:r
=
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Assim como a distribui¢dao binomial, serdo realizados N ensaios independentes, mas os resultados desses
ensaios poderdo ser qualquer um dos k valores possiveis da populagao. O nimero de vezes em que obtemos,
como resultado, cada uma das categorias 1,2, ...,k é representado pela respectiva varidvel aleatdria
X1, X3, ..., X}, chamada variavel multinomial.

Dessa forma, o conjunto das variaveis X, X,,...,X; segue uma distribuicio multinomial, em que a
1,42 k
probabilidade conjunta de obtermos n, vezes a categoria 1 (isto é, X; = n,), n, vezes a categoria 2 (isto é,
X, = n,), ..., e ng vezes a categoria k (isto é, X;, = n;,), é dada por:
2 2 k k k

N!

p(ny,ny, .., ny) = g X ()™ X (P2)™ X X (i)™

nilny!..

Em que o numero total de ensaios N equivale ao somatdério dos nimeros de ensaios de cada variavel:

k
Zni=N

i=1

Vamos primeiro entender essa férmula. Ela envolve a probabilidade de obter X; = ny, X, = n,, ..., Xj = ny,
nessa ordem, dada por:

(P1)™ X (P2)™ X .. X (pr)™*

Mas como a ordem ndo precisa ser essa, multiplicamos esse resultado pela permutagdo de N elementos,
com repeti¢ao de n4, n,, ..., N, elementos:
N!

nyin,!..ng!

nq,ny,...Ng
P 1,742 —_
N

&)

EXEMPLIFICANDO

Suponha uma caixa com 10 bolas, das quais 4 sao pretas, 3 sdo brancas, 2 sdo azuise 1 é
verde, e que vamos selecionar uma bola ao acaso, observar a sua cor e devolvé-la a caixa.
Vamos repetir esse procedimento 5 vezes e calcular a probabilidade de obter 2 vezes uma
bola preta e 1 vez as demais cores.

Assim, X, representara o numero de vezes que obtemos uma bola preta, X, representara
o0 numero de vezes que obtemos uma bola branca, X; representara o numero de vezes que
obtemos uma bola azul e X,, o numero de vezes que obtemos a bola verde. As respectivas
probabilidades sdo:

42 3 2 1 1

Pr=3Ts P2T7p P3=3 375 Pa=7
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Logo, paran; = 2en, =ny = n, = 1, temos a seguinte probabilidade:

N!
p(n1, Mz, M3, My) = ———— X (p1)™ X (p2)" X (P3)™ X (Pa)™

1!7’.2!7’.3!7’.4!

110 = s () x (2) < () < (2)

4 3 1 1 144
- — — 0,
p(2,1,1,1) =5 x4 x 3 X 7= X0 X5 %0 5500 = 5,76%

Nesse exemplo, poderiamos utilizar a distribuicdo binomial caso quiséssemos calcular a probabilidade de
obter apenas um dos resultados, por exemplo, apenas 2 vezes a bola preta. Nesse caso, teriamos os

pardmetrosn = 2ep = 4/,

Pontue-se que a distribuicdo multinomial é reduzida a binomial para k = 2. Nesse caso, a férmula da
distribuicao multinomial é dada por:

N!
- n n
p(ny,n;) = e X (p1)™ X (p2)™
Sabendo que Zﬁ;lpi =1le Zé;lni = N, entdo nesse caso, temos:p, =1 —p;en, =N —ny:

N!

T TR el Gt 2V

p(ny, N —ny) =

Essa é a distribuicao binomial, com os parametros N e p = p;, em que normalmente denotamos n, (o
numero de resultados com o atributo sucesso) por k.

O valor esperado e a variancia sdo calculados para cada variavel X;,i = 1,2, ..., k, como na distribui¢do
binomial, considerando os parametros N e p;:

E(X;) = N.p;

V(X)) = N.p;(1 —p;)

A covariancia entre duas variaveis X, e X,, é dada por:

Cov(X,, Xy) = —n.py. vy
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PRATICAR!

(FGV/2019 DPE/RJ - Adaptada) O nivel de escolaridade dos cidaddos que necessitam recorrer a Defensoria :
! pUblica do R segue uma distribuicdo multinomial com parametros p1=0,4,p2=0,3,p3=0,2ep4=0,1, que :
! 530 as probabilidades de que pertencam a classe menos instruida (Cpl) até a classe mais instruida (Cp4).
Com base nessa distribuigdo, julgue o item a seguir. :

Selecionando 10 pessoas ao acaso, com reposi¢do, a probabilidade de obter as quantidades Cpl =4, Cp2=3,
: Cp3 =2eCp4=1¢&menor que 3%. :
Comentarios:
A probabilidade de obter n; = 4 pessoas da classe pl; n, = 3 pessoas da Cp2; nz = 2 pessoas da Cp3; e
: ny = 1 pessoas da Cp4 é dada por :
N!
— n n n n

p(ny, ny,ng,ny) = Ay g gl X (p)™ X (p2)" X (p3)™ X (pa)™
Considerando que o numero total de pessoas na amostra é N = 10; e que as probabilidades das classes
saop; =0,4,p, =0,3,p;3 = 0,2 e p, = 0,1, podemos calcular a probabilidade desejada: :
: I
4131211!
p(4,3,2,1) =10 X9 x4 x7x5x%0,0256 X 0,027 x 0,04 x 0,1 = 0,0348 (ou 3,48%)

Resposta: Errado.

p(4,3,2,1) = x (0,4)* X (0,3)3 x (0,2)2 x (0,1)?

(2014 — HC-UFPE - Adaptada) Um geneticista acredita que a cor dos olhos, classificada em trés categorias
: (preto, marrom, verde/azul), ocorre, respectivamente, com as seguintes porcentagens: 30%, 50% e 20%. :
Com base nessa crenga, julgue o item a seguir.

: A probabilidade de selecionar ao acaso, com reposicdo, 3 pessoas com olhos pretos, 4 pessoas com olhos :
: marrons e 1 pessoa com olhos verdes/azuis é inferior a 10%.

: Comentarios:
: A probabilidade de obter n; = 3 pessoas com olhos pretos, n, = 4 pessoas com olhos marronsens =1 :

: pessoa com olhos verdes/azuis é dada por:

!

p(ny,nyng) = X (p1)™ X (p2)™ X (p3)™

ny!n,!ns!
Considerando que o numero total de pessoas na amostra é N = 10; e que as probabilidades das categorias
: de olhos sdop; = 0,3, p, = 0,5 e p; = 0,2, podemos calcular a probabilidade desejada: :
: I

413!1!
p(3,4,1) =8 x7x5x%0,027 x 0,0625 x 0,2 = 0,0945

p(3,4,1) =

x (0,3)% x (0,5)* x (0,2)*

Resposta Certo.
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DENSIDADE CONJUNTA — VARIAVEIS CONTINUAS

As varidveis continuas também podem ser analisadas simultaneamente, por meio da fung¢ao densidade de
probabilidade conjunta. Essa fungdo pode ser representada por fx y(x,y) ou simplesmente f(x,y), para as
variaveis aleatérias X e Y.

Analogamente ao caso discreto, a funcdo densidade conjunta é nao negativa para todos os possiveis valores
dexey:

i) f(x,y) = 0, para todo (x,y)

E a probabilidade de todo o Espagco Amostral é igual a 1.

Como ndo podemos somar os possiveis valores, pois varidveis continuas sdo ndo enumerdveis, devemos
utilizar a integral.

Para calcular a probabilidade de todo o Espaco amostral, devemos "somar" as probabilidades para todos os
possiveis valores de X (isto &, integrar a funcdo em relacdo a X) e para todos os possiveis valores de Y (isto é,
integrar a funcdo em relacdo a Y também). Para isso, utilizamos a integral dupla:

i) [ f(xy).dxdy=1

Se a fungdo densidade apresentar valores em um intervalo x € (a,b) ey € (c,d), podemos escrever essa
segunda caracteristica como:

fm foof(x,Y).dx.dy=fdff(x,y).dx.dy=1

A integral dupla leva em consideragdo 2 varidveis sendo uma interna e a outra externa, no
caso, a variavel Y é externa e a variavel X é a interna.

fcd f:f(x, y).dx.dy

Isso significa que os limites da primeira integral (no caso, “c” e “d”) se referem a variavel
externa (no caso, y); e os limites da segunda integral (no caso, “a” e “b”) se referem a variavel
interna (no caso, x).
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Quando os limites da integral interna sdo constantes, e ndo uma funcdo da outra varidvel,
vocé pode inverter a ordem das variaveis. A integral dupla indicada a seguir é equivalente:

f: fcdf(x»)’)-dY-dx

O calculo é feito em duas etapas. Primeiro integramos em relacdo a variavel interna, como
se a variavel externa fosse uma constante e aplicamos os respectivos limites. Em seguida,
integramos em relagdo a variavel externa e aplicamos os respectivos limites.

Por exemplo, vamos supor a fun¢do densidade conjunta f(x,y) = x + y, definida no
intervalox € (0,1) ey € (0,1).

fol fol(x +y).dx.dy

Integrando em relagcdo a x (como se y fosse uma constante):

1 2 1 12_02 )
fo(x+)’)-dx=[7+y.x]0= . +y_(1-0):5+y

Agora, integramos em relagdo a y:
G Y SO o [P S TR W Y
f0(2+y).dy—[2y+2]o—2(1 N+=C=14221

Assim, confirmamos que essa funcao atende as duas caracteristicas (ser ndo negativa no
intervalo e ter probabilidade P(U) = 1).

Quando os limites das integrais sao constantes, as varidveis estao definidas em um retangulo (ou quadrado).
No exemplo anterior, as varidveis estavam definidas no espaco x € (0,1) ey € (0,1), representado a seguir:

A
Y

14

»
t »

1 X

No entanto, a regido das varidveis pode assumir outros formatos, em que o espaco de uma variavel depende
daoutra. Para0 < x <y < 1, por exemplo, temos a seguinte regido:
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Nessa situacdo, os limites da integral interna (primeira a ser resolvida) sera uma fungdo da outra varidvel,
enqguanto os limites da integral externa serao fixos.

Neste exemplo, podemos observar que x varia entre o eixo X = 0 e a reta X = y. Assim, se integrarmos
primeiro em relacdo a x, os limites dessa variavel serdo (0, y), enquanto os limites da variadvel y serdo (0, 1).

1y
P(U)=6[6[f(x,y).dx.dy

&)

EXEMPLIFICANDO

Vamos integrar a fungdo f(x,y) = 2(x + y) nesseespaco 0 < x < y < 1:

P) = [, [ 2.(x +y).dx.dy

Integrando primeiro em relacdo a x (integral interna):

y _ 2 y
Ji2.(x+y).dx = 2.[7+y.x]0

Agora, substituimos x pelos limites:

2_n2
=2.[y 20 +y.(y—0)]=y2+2y2=3y2

Integrando em relagdo a y:
1 391
PW) = [, ByD).dy = [35] =13-0°=1

Considerando que 2(x + y) > 0 para todos os valores no intervalo0 < x <y < leque a
probabilidade associada a todo o intervalo é P(U) = 1, confirmamos que essa é uma
funcdo densidade de probabilidade conjunta, por atender aos dois requisitos.

Para calcular a probabilidade conjunta de um intervalo P(x; < X < x,,y; <Y < y,), utilizamos a integral
dupla no referido intervalo:

Y2 X2

P(x, <X<x2,y1<Y<y2)=f ff(x,y).dx.dy

Y1 X1

E a fungdo de distribuigdo acumulada conjunta, F(x,,y,) = P(X < x,,Y <y,), é dada por:

v

Yo Xo

F(xory9) = PX < %0, Y < 3,) = f j f(x,y).dx.dy

—00 —00
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Se a fungdo densidade assumir valores apenas em um intervalo x € (a,b) e y € (¢, d), entdo a fungdo de
distribuicdo acumulada conjunta sera:

Yo Xo

F(xo»yo) =P(XSXO,YS_'YO) :f f f(x,y).dx.dy

c

)

EXEMPLIFICANDO

Vamos calcular a probabilidade de X estar no intervalo (O, %) eY, nointervalo (0, i) paraa
fungdo densidade conjunta f(x,y) = x +y

P (O <X< %,i <Y< %) = f01/4f01/2(x +y).dx.dy

Integrando em relacdo a x (como se y fosse constante), temos:

1/2 1/2 1/2)?-0% 1 11
Jo (x+y)dx—[—+yx] %+y.(5—0)=5+5y

Integrando em relagao a y, temos:

=Gt =it

0
1 (1 1/4)%-02 1 1 241 3
pol(log)plit 1, 1 23
8" \4 4 32 16x4 64 64

PRATICAR!

(CESPE/2010 — DETRAN/ES - Adaptada) Com relagdo a distribuicdes conjuntas, julgue os itens que se
: seguem.

A funcdo de distribuicdo acumulada conjunta é definida por F(x,y) = P(X < x,Y < y).

{ Comentarios:

: De fato, a fungdo de distribuigdo acumulada conjunta F(x,y) corresponde a probabilidade de ambas as
i varidveis serem menores ou iguais aos respectivos valores, isto é, X < xeY < y.

Gaba rito: Certo
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Densidade Marginal e Independéncia

A partir da densidade conjunta, podemos calcular a densidade marginal.

No caso discreto, obtivemos a probabilidade marginal de X somando a probabilidade conjunta P(X=x, Y =Yy)
para todos os valores de Y. Similarmente, no caso variavel, integramos a f.d.p. conjunta em relacdo a Y para
obter a f.d.p. marginal de X:

fG) =" flxy).dy

Se Y estiver definida no intervalo y € (¢, d), entdo a densidade marginal de X serad dada por:

d

Fo) = f fGy).dy

C

Para o nosso exemplo, temos f(x,y) = x + y, com y € (0,1), logo a fun¢do densidade marginal de X é:

f(x)=J(x+y).dy=[x.y+y7l =x(1—0)+1 ;0 =x+l
0 0

2

Analogamente, a f.d.p. marginal de Y é calculada pela integral da f.d.p. conjunta em relacdo a X:

fO) = [0 fCxy).dx

Se X estiver definida no intervalo x € (a, b), entdo a densidade marginal de X serd dada por:

b
fO) = j £ y).dx

Para o nosso exemplo, temos f(x,y) = x + y, com x € (0,1), logo a fun¢do densidade marginal de Y é:

2 2

: 2
f(Y)Zf(x+}’)-dX=lx7+y.xl: - +y(1—()):%+y
0 0

Analogamente ao caso discreto, podemos concluir que duas varidaveis sdo independentes se a funcao
densidade conjunta for igual ao produto das densidades marginais:

fxy) =fx) X f(y)
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Para o nosso exemplo, o produto das fungdes marginais é:

1 1 11 1 1 1

1
f(x)xf(y):<x+§>x(§+y)=§x+xy+§.§+§y=xy+§(x+y)+Z

Como essa fungdo ¢é diferente da densidade conjunta, f(x,y) = x + y, podemos concluir que as varidveis
nao s3ao independentes.

Podemos calcular, ainda, a funcdo de distribuicdo acumulada marginal. A funcdo de distribuicdo acumulada
no ponto x, da variavel X equivale a integral da fungdao marginal de X até o ponto x,:

Fx,) = P(X < x,) = f () dx

Acabamos de ver que a funcdo densidade marginal de X é a integral da funcdo densidade conjunta em
relacdoa:

FGo = f FGoy).dy

Logo, para calcular a funcdo de distribuicdo acumulada de X, a partir da funcdo densidade conjunta,
precisamos integrar em relacdo a Y e, depois, em relacdo a X (integral dupla):

F(xo) = P(X < x,) = [2 [ f(x,y).dy dx

f(x)

Analogamente, a funcdo de distribuicdo acumulada marginal de Y pode ser calculada a partir da funcao
densidade conjunta:

Fo) =P <y,) = [ [ flx,y).dx.dy

J

f)

Para o nosso exemplo, ja calculamos as fun¢des marginais, entdo precisamos integra-las em funcdo da
mesma varidvel para obter as fun¢des de distribuicao acumulada.
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PRATICAR!

(2019 —IBGE — Adaptada) Sendo X e Y duas varidveis aleatdrias continuas com fungdo de densidade conjunta:

fer(xy) = Z(2x+y), 0<x<1,0<y<2

0, caso contrario

: e considerando as varidveis aleatérias X e Y e a funcdo de densidade conjunta, julgue as afirmativas a seguir:

E"fx(x)=%(x+1),0§xg1

1

F-fr(y) = Z(Z +y),0<y<2

[l — As varidveis aleatdrias X e Y sdo independentes.
: Comentarios:

: Em relacdo a primeira alternativa, a densidade marginal de X é a integral da funcdo densidade conjunta em
: relagdo a Y. Sabendo que 0 <y < 2, temos:

F&) = j Fy).dy

()—f21(2+)d—12 +y22—12 S Wi 1(4 +4)— o
fx—04xy.y—4x.y20—4x.( ) > =g\ to)=x+3

: Resposta: Afirmativa | errada.

Em relacdo a segunda alternativa, a densidade marginal de Y é a integral da funcdo densidade conjunta em :
: relagdo a X. Sabendo que 0 < x < 1, temos:

f) = f f(y).dx

11 1] x? S| 1
f()’)=j0 Z(2x+y).dx=ZI2.x7+y.xL=Z[12—02+y.(1—0)]=Z(1+y)

Resposta: Afirmativa Il errada.

: Em relacdo a afirmativa lll, para verificar a independéncia, devemos multiplicar as funcées marginais:

_ 1 1y x xy 1 y_1< y+1>
f(x)xf(y)—(x+2>><<4+4)—4+4 +8+8—4x+xy+ 5

Esse resultado é diferente da funcdo densidade conjunta, isto é:
fl,y) #= f(x) x f(y)
Logo, podemos concluir que as varidveis ndo sdo independentes.

: Resposta: Afirmativa Ill errada.
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Calculo das Medidas de Distribuicao

Com base nos calculos das densidades marginais, calculamos as diversas medidas relacionadas a
distribuicGes de probabilidades que temos visto.

Sabemos que a esperanga de uma varidvel continua é:

E(X) = foox.f(x).dx

Também sabemos que a fungdo marginal de X, f(x), pode ser obtida integrando a fung¢do densidade
conjunta f(x,y) emrelagdoay:

FG) = f G y).dy

Logo, a esperanga marginal de X pode ser calculada a partir da fun¢ao densidade conjunta:

EQO) = [, [ % f(xy).dy.dx

x. f(x)

Para o nosso exemplo, em que a fungdo densidade conjunta é f(x,y) = x + y, nointervalox € (0,1) ey €
(0,1), a esperancga é:

11

11
E(X)=!!x.(x+y).dy.dx=jof(x2+x.y).dy.dx

0

Integrando primeiro em relagdo a Y (considerando x como constante), temos:

! 211 2 2 1
f(xz +x.y).dy = Ixz.y+x.y7l =x%.(1-0)+x. = x? +§x
0 O

2

Esse é o produto de x pela sua fungdo marginal f(x), que é uma fungdo de x, somente. Para calcular a
esperanca marginal de X, integramos essa expressdao em relacdo a X:

1

E(X)—f<2+1 )d - x3+1x21—13_03+12_02—1+
)\ X )T 22| " 3 4 3

0

Analogamente, a esperan¢a marginal de Y pode ser calculada a partir da funcdo densidade conjunta:

E(Y) = ffooolffow y.f(x, y)-dx}-dy

y.f(y)
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Ja a variancia é calculada como:

V(X) = E(X?) — [E(D)?

A esperanca E(X) é calculada como vimos acima, mas precisamos do segundo momento marginal E(X?2),
calculado, a partir da fungdo densidade marginal f(x), como:

E(X?) = f U (). dx

Sabemos que a fungdo densidade marginal f(x) pode ser calculada a partir da densidade conjunta:

FG) = f G y).dy

Entdo, o segundo momento marginal é dado por:

E(X?) = f_oooolf_oooo x2. f(x,y). dyJ .dx

x%. f(x)

Para o nosso exemplo, temos:
11 11
E(X?) =jfx2.(x+y).dy.dx =ff(x3 + x2.y).dy.dx
00 00
Integrando primeiro em relacdo a Y (considerando x como constante), temos:
1

271

J(x3 +x2.y).dy = lx3.y + xz.y?l =x3.(1-0)+x2
5 0

12 — 02 1

=x3+=-x2
2 2

Esse é o produto de x? pela sua fungdo marginal f(x), que é uma func¢do de x, somente. Para calcular o
segundo momento marginal de X, integramos essa expressao em relagao a X:

1
2 3, 1, xt 1 x3] 1%-0t 13-0% 1
E(X)=J-<x +—x>.dx=—+—,— = + =Z+
0

1
2 4 23 4 6 6 12 12

0

E a variancia é:

5 7\> 5 49 60—-49 11
VX) = —< ) = =

12 \12) T12 144 144 144
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Em relacdo a Y, o segundo momento marginal é dado por:

E(Y?) = [" [T y2f(x,y).dx.dy

y2.f)

Lembre-se de que o desvio padrdo é, em qualquer situacdo, a raiz quadrada da variancia.

Podemos calcular, ainda, a covaridancia como:
Cov(X,Y) =EX.Y) —EX).E(Y)

Em que:

E(X.Y) = ffooo I= x.y.fCey).dy.dx

Para o nosso exemplo, temos:

1 1 11
E(X.Y)=ffx.y.(x+y).dy.dx=lf(xz.y+x.y2).dy.dx
00 00

Comecando pela integral em relacdo a Y (como x fosse uma constante), temos:

212—02 13-0% 1 , 1
= x2. + x. =-x*+-x

1
0

1

2 3
f(xz.y +x.y2).dy = lxz.y?+ xy?l
0

Agora, integrando em relagao a X, temos:

1
FLY) f(12+1)d l1x3+1le1 -0 1P-0* 1 1_1
Y)=||zsx*+5x).dx=|5.5+5.5| = =—+-==
J\27 73 2’3 73°2] 6 6 6 6 3

A covariancia serd calculada subtraindo-se o produto das esperancas desse resultado.

Por fim, o coeficiente de correlagao é calculado dividindo-se a covariancia pelo produto dos desvios padrao:

Cov(X,Y)

X,Y) =
p(X,Y) —
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PRATICAR!

: (2019 - IBGE — Adaptada) Sendo X e Y duas varidveis aleatdrias continuas com fungdo de densidade conjunta :
: dada por:
I 1
fry(y) = Z(2x+y), 0<x<1,0<y<?
| 0, caso contrario

: e considerando as variaveis aleatdrias X e Y e a fun¢do de densidade conjunta, julgue a afirmativa a seguir.
: O coeficiente de correlagdo entre X e Y é igual a 0 (zero).
: Comentarios:

: O coeficiente de correlagdo é calculado como:

E a covariancia é dada por:

: Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)

Para calcular as esperancas, vamos considerar as probabilidades marginais calculadas anteriormente em
relagdo a esse mesmo enunciado f(x) = x + % ef(y) = i(l + ). :

A esperanca de X é dada por:

EX) = joox.f(x).dx

1 1 5 1
x.<x+—).dx=.[ (x +—x).dx
0 2 0 2

EX) = f

1x21_13—03+12—02 11 ~
3 3 4 12 12

E(X) = l—+— a .

E a esperangca de Y é:

E(Y) =f_ y.f(y).dy

2

E(Y)=f02y.§(1+y).dy=f0 (39 +75?)-dy
8

E(y)_1y2+1y32_22—02+23—03_4+ _1,2_3+44_7

472 473 8 12 8 12 2 3 6 6
a BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 82
, www.estrategiaconcursos.com.br 182




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

: Para calcular a covariancia, precisamos ainda de E(X.Y):

i i
: o

E(X.Y) = J jx.y.fx,y(x,y).dy.dx

—00 —00

1 2 1 2
1
E(X.Y) =ij.y.z(2x+y)dy.dx=jj<xz y+ Y >.dy.dx
00 00

i Integrando primeiro em relagdo a Y (como se x fosse constante), temos:

2
X2 x x2 y2  x y3 2202  23_03 8 2
J<_'y+_'y2>'dy=l7'y7+1'y?l = x2, + x. =x21+x.—=x%+=x

2 4 4 12 12 3
0

: Integrando em relag¢do a X, temos:

(o3
X 3x X =

1

x+2
3 )

ﬁxﬂ:f

0
A covariancia é, entao:

: 7. 7_48-49_ 1

i 3 1276 72 T 72

Como Cov(X,Y) # 0, o coeficiente de correlagdo n3o é zero. Portanto, a afirmativa estd errada.

Cov(X,Y) =

: Resposta: Errado.

: Nota: Embora soubéssemos que as variaveis ndo eram independentes, ndo poderiamos concluir que o :
: coeficiente de correlagdo ndo seria nulo, pois é possivel ter variaveis dependentes com covariancia nula.

:Por outro lado, se as varidveis fossem independentes, entdo necessariamente a covariancia e,
: consequentemente, 0 coeficiente de correlagao seriam nulos.

Densidade Condicional

Assim como fizemos para o caso discreto, podemos definir a densidade de probabilidade condicional, a partir
da densidade conjunta:

_ oy Sy
_ N &y
fOlX =x) X =2

Aqui,Y = y e X = x representam possiveis valores que as varidveis podem assumir.

Para o nosso exemplo, em que f(x,y) = x + y, calculamos f(x) = x + %, entdo f(y|X = x) é:

folx =2 ="

x+§

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 83

, www.estrategiaconcursos.com.br 182



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Para X = 0, por exemplo, temos:

0+y
flX=0=—-=2.y
0+

N =

Lembre-se de que se as varidveis forem independentes, a fun¢do densidade de probabilidade condicional é
igual a marginal para todos os possiveis valores da varidvel a priori:

fly =y)=fx), vy
flX=x)=f@), Vvx

A partir da densidade condicional, podemos calcular a probabilidade condicional associada a determinado
intervalo, na referida condicdo. Para isso, integramos a densidade condicional nesse intervalo.

b
P(a<x<b|Y=y)=f fx|Y =y).dx

d
Plc<y<d|X=x) =f fylX =x).dx

Utilizando a densidade condicional f(y|X = 0) = 2.y, para 0 < y < 1, podemos calcular a probabilidade

de Y pertencer ao intervalo y < i, condicionadaa X = 0:
1

1
P( <1X—0>— Z2 d _2x21_<1>
y4|— —fox.x— .20—4

Além disso, podemos calcular as medidas de distribuicdo para a densidade condicional. A esperanca
condicional pode ser calculada como:

EX|Y =y) = [ x.f(x|]Y =y).dx

EY|X=x)= ffoooy.f(y|X =x).dy

Para o nosso exemplo, a esperancga condicional E(Y|X = 0) é dada por:

1 13_03_2

1 y31
2.y2.dy = |2.2| =2 ==
Yoy [ 3]0 3 3

E(Y|X = 0) = f

y.2y.dy=f
0

0
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Também podemos calcular a variancia condicional de X:

VX|Y =y) = EX?|Y = y) — [EX|Y = y)]?

Em que o segundo momento condicional de X é:

EX2|Y = y) = fme.f(xw = y).dx

Similarmente, a variancia condicional de Y é:

VIY|X =x) = EY?X = x) — [E(Y|X = x)]?

Em que o segundo momento condicional de Y é:

E(Y2|X = x) = j Y2 FIX = x).dy

Para o nosso exemplo, o segundo momento condicional E(Y?|X = 0) é:

1 1 41 4 4
1* -0 1
E(Y2|X=0)=fy2.2y.dy=f 2.y3.dy=[2_y—l = S
0 0 4], 2 2
Logo, a variancia condicional de Y, dado X =0, é:
V(YX—O)—l [2]2_1 4 9-8 1
X=0=5-13 =275 18 138

PRATICAR!

(2019 - IBGE - Adaptada) Sendo X e Y duas variaveis aleatorias continuas com fung¢do de densidade conjunta :
: dada por:

1
-(2x + 0<x<1,0<y<?2
fey(x,y) = 4( y), ’ Y
0, caso contrario
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: e considerando as varidveis aleatérias X e Y e a fungdo de densidade conjunta, julgue:

4 + 3y

B =N =5

Comentarios:
A esperanca condicionada é dada por:
HmY=w=j‘”ﬂMY=ﬁdx

Ou seja, precisamos da densidade condicional, f(x|Y = y), dada por:

f,y)
f¥ =y

Sabendo que f(y) = i(l + y), como ja calculamos, temos:

fxly =y) =

fxy) _%<2x+y>_(zx+y>
Y=y %(Hy) (1+y)

fxly =y) =

: Agora, podemos calcular a esperanca condicionada:

E(X|Y=y)—f1 ((Zf:;) f [(1+y) (1+y) ] ax

x3 y  x? 2 y
<1+y> 3 Aty 2] =30+ " ay

EX|Y =y) = (12 -0%)

~ _ 2 y _ 4+ 3y

Resposta Certo.

Densidade Condicional de uma variavel

Podemos calcular a densidade condicional de uma varidvel, dado que ela prépria pertence a determinado
intervalo de valores. Em outras palavras, agora vamos falar sobre uma tnica variavel (e nao 2).

Nessa situacdo, trabalhamos com a densidade marginal (ndo conjunta) da varidvel e dividimos pela
probabilidade de a varidvel pertencer ao referido intervalo (evento a priori):

@
f(xllinf <X < lsup) - P(linf<X<lsup)

E importante se atentar para o intervalo em que a variavel é definida:

Para ilustrar, vamos considerar o mesmo exemplo anterior, em que calculamos a densidade marginal da
. 1 .
variavel X: f(x) = x + ~ para intervalo 0 < X < 1.
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Vamos calcular a densidade condicional dessa variavel, dado que ela assume valores X < 0,5:

1
x+§

f(X|X <0,5) = m

Para isso, precisamos calcular a probabilidade do evento a priori P(X < 0,5), que corresponde a integral da

fungdo densidade marginal f(x) = x + %, no intervalo X < 0,5.

Sabendo que a varidvel assume valores no intervalo (0, 1), entdo o intervalo da integral serd 0 < X < 0,5:

0,5
’ 0,5
1

1 x? 1 05
P(X<O,5)=f (x-i——)dx: —+zx| =z[x*4+x]y
2 2 2 0 2
0

| w

1 1 1 13
—_ 2 _ N2 — = — = — = = — =
P(X <0,5) > (0,5 0%+0,5-0) > (0,25 +0,5) > 0,75 22

Agora, podemos calcular a funcdo densidade condicional:

+

2_( +1)8_8 +4
“\*T3)373%T3

X

f(x]X <0,5) =

®olw

Com base na densidade condicional, podemos calcular a probabilidade de a varidvel pertencer a
determinado intervalo, nessa condicdo. Para isso, integramos a fung¢ao densidade condicional.

P(a<x <b|lins <X <lgp) = ff(xumf <X <lgp).-dx

Sabendo que a densidade condicional é a razao entre a densidade da varidvel e a probabilidade de ela
pertencer a determinado intervalo, temos:

f(x)

.dx
P(ling < X < lsyp)

P(a <X < b|lipr <X <lgp) = J

Ademais, considerando que a probabilidade do evento a priori P(l;r < X < ls;,) € uma constante, ou seja,
ndo é uma funcdo de x, podemos retira-la da integral:

1

P(a <X< bllinf <X< lsup) = m

[ f(x).dx

Ainda nado falamos sobre o intervalo da integragao: ele corresponde a interseg¢ao entre o intervalo desejado
a < X < b e o intervalo da condigdo [y < X < lg,, atentando-se para o intervalo em que a variavel é
definida.

Para esclarecer isso, vamos esquecer, por ora, que estamos trabalhando com integrais e calcular a
probabilidade condicional P(X > 0,3|X < 0,5).
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Pela férmula da probabilidade condicional, temos a razao entre a probabilidade da interse¢dao dos eventos,
dividida pela probabilidade do evento a priori:
P(X>03EX<05) P(03<X<0,5)

P(X <0,5)  P(X<0,5)

P(X>03]X<0,5) =

A integral da funcdo densidade corresponde justamente ao numerador, no caso, P(0,3 < X < 0,5) e, por
isso, o seu intervalo deve ser a interse¢do entre o intervalo desejado e o intervalo do evento a priori.

Para ilustrar, vamos calcular a probabilidade condicional P(X < 0,2|X < 0,5), utilizando o mesmo exemplo,
f(x) =x+%, para0 < X < 1.
Como ja calculamos a densidade condicional f(x|X < 0,5) = gx +§, basta integrarmos essa fungao no

intervalo correspondente a interseg¢do entre o intervalo desejado X < 0,2 e o intervalo do evento a priori
X < 0,5, atentando-se para o intervalo em que a varidvel é definida 0 < X < 1.

Logo, devemos integrar a funcdo no intervalo 0 < X < 0,2:

0,2
Pu<0mx<0$—f<8+ﬁ)d—-8ﬁ+4 0'2—4[2+]°'2
, ,5) = 3x3.x-3.2 3xo —3x x],
0
4 2 2 0,2 4
HX<QHX<Q$=§KM —0+Q2—md=§m2®=032

Que é o mesmo que calcular a integral da fungdo densidade f(x) = x + %, no mesmo intervalo0 < x < 0,2,

3

e dividir pela probabilidade do evento a priori P(X < 0,5) = e

Com base na densidade condicional, também podemos calcular as medidas de distribuicdo. A esperanca
condicional é calculada pela integral da funcdo densidade condicional, multiplicada pela varidvel, no
intervalo da condigao:

fx)

lsup lsup
E(X|l;,r <X <l = . l,r<X<I .dx = . .d
( | inf sup) j;inf X f(xl inf sup) X j;inf Ve P(linf <X < lsup) X

Sabendo que a probabilidade é uma constante (ndo é funcdo da variavel), podemos retird-la da integral:

1 lsu
E(X|ling <X < lgyp) = o) o . f (). dx

sup
nf
condigdo lins < X < lgyp.

Note que a integral fz x. f(x).dx corresponde a esperanga classica da variavel, calculada no intervalo da
A

Em outras palavras, a esperanca condicionada a um intervalo corresponde a esperanca cldssica calculada
nesse intervalo, dividida pela probabilidade associada ao intervalo.

.-"'"-FFFF'_'-'_
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Para o nosso exemplo, a esperanga E(X|X < 0,5) pode ser calculada pela integral da densidade condicional

flx]X <0,5) = gx + % gue ja calculamos, multiplicada por x, no intervalo 0 < x < 0,5:

(8 2+4 )d
3X 3x.x

0,5 0,5

X.f(x|X<O,5).dx=j x.(§x+g>.dx=f
0 0

0,5

E(X|X <0,5) = J
0

Agora, vamos integrar:

E(X|X < 0,5) = 8xg+4x 0'5—[8 3,2 2]0'5
X <0, 3737372 Tlo* T3,

E aplicar os limites:

8 2 8 2
E(X|X <0,5) = 5 (0,53 — 03] + 3 [0,52 — 0%] = 5 0,125 + 3 0,25 = 0,2778

Que é o mesmo que calcularmos a esperanca no intervalo 0 < x < 0,5 e dividir pela probabilidade do evento
aprioriP(X < 0,5) = g.

Também podemos calcular a variancia condicional:

V(X|ling < X < lgup) = E(X?|lins < X < lgup) — [E(X|lins < X < Igp)]”

Em que o segundo momento condicional de X é a integral da densidade condicional, multiplicada por x?2, no
intervalo da condigao:

.dx

.

lsu
E(X?|l.,- <X <l L. <X<l dx = .
( | lTLf Sup) f x f(xl lnf Sup) X = P(llnf < X < lsup)

linf ling

Aqui também podemos retirar a probabilidade do evento a priori P(ljns < X < lg,p,) da integral:

E(X?|linp < X < lgyp) = ————— [*“P x2, f(x).dx

P(lmf<X<lsup) ling

Similarmente ao que vimos para a esperanga condicional, o segundo momento condicionado a um intervalo
corresponde ao segundo momento calculado no intervalo, dividido pela probabilidade do intervalo.

. ~ . - 8 4 ~
Para o nosso exemplo, ja calculamos a func¢do densidade condicional f(x|X < 0,5) =§x+§, entao
podemos multiplica-la por x? para integrar no intervalo da condi¢cdo 0 < x < 0,5:

0,5 0,5

’ 8 4
xz.(—x+—).dx=f
0 3 3 0

0,5

E(X?|X <0,5) =f x2. f(x]X <0,5).dx = f

0
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Agora, vamos integrar:

4

8 «x 4 x 2 4
E(X?|X <0,5) = [—.—+— —l = [—.x4+—.x3]
| 34 373 3 0

E aplicar os limites:
: 2 ot 05t - 0] = 2 4
E(X*|X <0,5) = 3 [0,5% — 0%] +§.[O,5 - 0% = §.0,0625 +§.0,125 = 0,0972

Que é o mesmo que calcularmos o segundo momento no intervalo 0 < x < 0,5 e dividir pela probabilidade
do evento a priori P(X < 0,5) = E.

Com isso, podemos calcular a variancia condicional:

V(X|X <0,5) = E(X2|X < 0,5) — [E(X]X < 0,5)]2 = 0,0972 — [0,2778]? = 0,02

PRATICAR!

: (FGV/2022 - TIDFT) Seja Y uma variavel aleatdria continua com fungio de densidade de probabilidade:

5

fr(y) =1ys’
0; caso contrario

sey>1

Ovalorde E(Y|Y > 2)é
a) 2,1

 b)2,3

c) 2,5

L d)2,7

e) 2,9

Comentarios:

Podemos calcular a esperanca condicional de Y, dado que ela pertence ao intervalo Y > 2, dividindo a
: esperanca da variavel E(Y), pela probabilidade do evento a priori, no caso, P(Y > 2):

o0 1 oo
E(Y|Y>z>=f2 y-f(y|Y>2)-dy=mf2 y.fO)-dy

: O intervalo da integral deve respeitar a condicdo e o intervalo da variavel.

Como a variavel é definida no intervalo y > 1, ou seja, (1, ), a condigdo y > 2 corresponde ao intervalo
E (21 OO), .
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Vamos comecar calculando P(Y > 2):

0 o) 5 [ e y_5 ©o 1 fee)
P(Y>2)=f f(y).dy=f —G.dyzf 5.y7°.dy=|5~— :[——5]
2 2 ¥ 2 -5 yol,
Quando y = o, a fragao %tende a zero:

p(y>2):0_<_i):i

E a esperanca de Y, calculada nointervalo Y > 2, é:

oo 0 —41%° oo
E(Y>2)=f2 y.%.dyzfz 5.y‘5.dy=[5.y_—42 =[—Z.%L
E(Y>2)= 0—(—E.i> =i
: 4 24 64
Por fim, a esperanga condicional é a razao entre a esperanga e a probabilidade a priori:
‘ 5
EQY|Y > 2) =%=—=2,5
: 32
B0 C e :
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TRANSFORMAGCAO DE VARIAVEIS

Utilizamos a técnica da transformacgao de varidveis aleatérias (também chamada de fungdo de uma variavel
aleatdria), quando conhecemos a fun¢do densidade de probabilidade de uma varidvel X e queremos
encontrar a fungdo de outra variavel Y, que possui uma relagao conhecida com X, daforma Y = h(X).

Essa transformacao funciona tanto para varidveis discretas, quanto para varidveis continuas.

Transformacao de Variaveis Discretas

Para varidveis discretas, conhecemos as probabilidades de X, P[X = x], e queremos calcular as
probabilidades de Y, P[Y = y].

Fazemos esse cdlculo com base na relagdo entre Y e X que conhecemos, Y = h(X):

PlY = y] = P[h(X) = y] = P[X = h™1(y)]

Para entender essa expressdo, vamos supor a seguinte relacdo entre Xe Y:
Y=2X+2
Entdo, a probabilidade P(Y = y) corresponde a probabilidade:
PY=y)=P2X+2=y)
Isolando X da expressao 2X + 2 = y, temos:

y—2 'y
X:—:——
2 2

Ou seja, a probabilidade P(Y = y) corresponde a probabilidade:

P(Y = y) = P(Xz%—l)

Assim, para encontrar a fun¢do de probabilidade P[Y = y] paraY = h(X), percorremos os seguintes passos:

i) Primeiro, invertemos a funcdo h, para encontrar a relagdo de X em fungdo de Y: X = h™1(y).
ii) Em seguida, na expressao da probabilidade de X, substituimos o termo x pela expressdao que
calculamos no passo anterior, h=1(y).

Por fim, os possiveis valores que Y pode assumir podem ser calculados a partir da relagao de Y em funcao
de X,y = h(x).
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)

EXEMPLIFICANDO

Vamos considerar uma varidvel geométrica X, com probabilidade p = 0,1, ou seja:
P[X=x]=01x%09"1,comx=1,2,3,..
Vamos supor que a varidvel Y tenha a mesma relagdo com X: ¥ = h(X) = 2X + 2.
Primeiro calculamos X = h™1(y), isolando a variavel X:
X= 41
2

Agora, na expressao de P[X = x] = 0,1 X 0,91, substituimos x por h_l(y) = % +1:

PIY = y] = 0,1 x 0,0G")"1 = 0.1 x 0,9%
Essa é a funcdo de probabilidade de Y.
Os possiveis valores de Y podem ser obtidos pela relacdo de Y em funcdo de X:
y=2x+2
Como os possiveis valores de x = 1, 2, 3, ..., entdo os possiveis valores de Y sdo:
y=2x1+2=4
y=2X2+2=6

y=2x3+2=8

Se as probabilidades de X, P[X = x], ndo forem uma fun¢3o de x, ou seja, se elas forem fixas, ent3o n3o
serd necessario calcular a inversa X = h™1(y). Nesse caso, basta calcular os possiveis valores de Y pela
relagdo y; = h(x;) e substituir x; por y;, mantendo as probabilidades correspondentes.

Por exemplo, considere os valores de X e as respectivas probabilidades indicadas na tabela a seguir:

Xi P(x;)
1 15%
3 25%
5 40%
7 20%
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Considere também uma varidvel Y com a seguinte relagio com a varidvel X: Y = X? — 1. Para encontrar a
funcdo de probabilidade de Y, basta calcular os valores de Y como y; = x? — 1 e manter as probabilidades:

Xi yi=x}—1 | P(x) =P()
1 12-1=0 15%
3 32-1=8 25%
5 52-1=24 40%
7 72-1=48 20%

Transformacao de Variadveis Continuas

Para a transformacdo (ou fung¢do) de variaveis continuas, temos uma situacao parecida. Porém, como nao
existe funcdo de probabilidade, P[X = x], podemos fazer a transformacdo utilizando a Fun¢do de
Distribuicdo Acumulada (chamado Método da Fung¢do de Distribuicdo) ou a Fung¢do Densidade de
Probabilidade (chamado Método Jacobiano).

Método da Funcgao de Distribuicao

Pelo Método da Fungio de Distribuicdo, obtemos a f.d.a. de Y, Fy[y], da seguinte forma:

Fylyl = P[Y <y] = P[h(X) <y] = P[X < h ' (y)] = Fx[h* ()]

Vamos entender essa expressao. Por exemplo, sendoY = 2X, af.d.a. de Y corresponde a seguinte expressao:
Fylyl = P[Y < y] = P[2X <]

Dividindo ambos os lados da inequagdo 2X < y por 2, isolamos X:
_ Y
Fylyl =P (x < 2)

Sabendo que a probabilidade P (X < %) corresponde a f.d.a. de X, no ponto %, entdo:

Fyly] = Fx [%]

Essa expressdo significa que, para encontrar a f.d.a. de Y, a partir da f.d.a. de X, sabendo que Y = h(X),
devemos percorrer os seguintes passos:

i) Primeiro, invertemos a funcdo h, para encontrar a relagdo de X em fungdo de Y: X = h™1(y).
i) Em seguida, na funcdo de distribuicdo acumulada de X, substituimos o termo x pela expressao
que calculamos no passo anterior, h™1(y).

Por fim, o intervalo dos possiveis valores de Y pode ser calculado a partir da relagdo de Y em fungao de X,
y = h(x).
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EXEMPLIFICANDO

Vamos supor a seguinte f.d.a. de X, parax > 1:
_ 1
Fx(x)=1- 2

Considerando a relagio Y = h(X) = 2X, primeiro, calculamos a fungdo inversa, h™1(y),
isolando X dessa expressao:

x=2
2

Assim, af.d.a. de Y corresponde a f.d.a. de X no ponto % Ou seja, devemos substituir o termo

X por%, na fungdo acumulada de X, Fy(x) =1 — x_12':

Frlyl=Fe 2] =1-—m=1-5%=1-3
4

Sabendo que x = 1 eque Y = 2X, entdo Y assume valores no intervalo y > 2.

Porém, a rela¢do Fy[y] = Fx[h™1(y)] esta correta somente se Y = h(X) for uma fungdo crescente, ou seja,
se X e Y crescerem no mesmo sentido. Caso contrdrio, a relacdo sera a seguinte:

Fylyl =PlY <yl =P[h(X) <yl =P[X = h7 ' (y)] = 1 — Fx[n" ()]

Vamos entender essa expressao. Por exemplo, sendo Y = —2X, temos:
Fylyl = PlY <yl =P[-2X <]
Dividindo ambos os lados da inequac3o por -2, precisamos inverter o sinal da inequac3o®:

Y

Frlyl=P(x = _E)

1 Se vocé n3o entende o porqué dessa invers3o, suponha a seguinte inequagdo, por exemplo:
X< -5
Se -X é um nUmero menor que -5 (por exemplo, -6, -7,...), entdo podemos concluir que X é maior que 5:
X>5

Ou seja, quando multiplicamos os lados da inequagdo por um nimero negativo, precisamos inverter o sinal da inequagao.
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-
2

N—

A probabilidade P (X = ) é complementar a probabilidade P (X < % :

Fy[y]=1—P(XS%)

Sabendo que P (X < %) corresponde a f.d.a. de X no ponto %, temos:

Fylyl=1-Fy (%)

%

TOME

NOTA!

Se Y = h(X) for uma crescente: Fy[y] = Fy[h™1(y)]

Se Y = h(X) for uma decrescente: F, [y] = 1 — Fxy[h"1(y)]

Método Jacobiano

Se conhecermos a fung¢do densidade de probabilidade de X, fy, e desejarmos calcular a fungdo densidade
de probabilidade de Y, fy, podemos fazer a transformacgdo diretamente, sem precisar calcular as fungdes
acumuladas, pelo Método Jacobiano.

filyl = flh™ o)) |22

Os passos para resolver a transformacdo por esse método sdo:

i) Inverter a fungdo h, para encontrar a relagio de X em fungdo de Y, isto é, X = h™1(y);

ii) Na fungdo densidade de probabilidade de X, substituir o termo x pela expressdo calculada no
passo anterior, h~1(y);

iii) Derivar a fung¢do calculada no passo i, h=1(y); e

iv) Multiplicar o médulo da derivada calculada no passo iii pela expressdo do passo ii.

Por exemplo, considere a f.d.p. de X, fx(x) = 3x2, parax € [0,1]eY = h(X) = 2X.

Primeiro, vamos calcular a fun¢do h™!:
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Assim, fx[h™1(y)] corresponde a:

fx(x) = 3x?

Ao =3(2) =2y

O valor da derivada de h™1(y) é:

any) 4(3) 1

dy — dy 2

Como

dht ) dh‘l(y)| _ dnt()
dy ’

€ positivo, entdo ela equivale ao seu modulo | &

-1
Assim, o produto fy[h~1(y)] X |dhd—y(y)| é

3 1 3

fY[}’]=Z3’2X_— 2

Comox € [0,1] ey = 2x, temos y € [0,2].

Para resolver questdes dessa matéria, pode ser necessario conhecer o resultado da derivada
do logaritmo na base e, que indicamos por In:

d(lnx) 1
dx  x

PRATICAR!

(CESPE/2010 ABIN) A func¢do de densidade da distribuicdo normal padrdo Z é dada pela func¢do f(z) =

: 1 z?
\/T_nexp( 2), em que z é um numero real.
: Considerando a transformacgdo Y = exp(Z), julgue o item a seguir.

H 2
: A fungdo de densidade da varidvel aleatéria Y é f(y) = \/%_ﬂexp {—@}, emquey = 0.

{ Comentarios:

: Para uma transformacdo da forma Y = h(Z), vimos que a f.d.p. de Y é dada por:
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frlyl = 2[R O]

dh™'(y)
dy

: Sendo Y = eZ, ainversa h™1(y) pode ser calculada aplicando a fung3o logaritmica, na base e, em ambos os :
: lados da equacdo:

InY =Ine?

Pela propriedade da fungdo logaritmica, o logaritmo de eZ na base e é justamente Z (IneZ = Z):

: InY =27
: Logo, para obter fz[h~1(y)], substituimos z por h=1(y) = Iny, naf.d.p. de Z:
1 (In y)2>
h=*(] = fz[lny] = —exp| — :
Em seguida, multiplicamos essa expressdo pelo médulo da derivada de h™(y) = Iny:
dh™'(y)| |d(lny) 3 |1| 1
. dy dy vyl |yl
Ou seja, a f.d.p. de Y é dada por:
: 1 (In y)2>
=——exp|—

: Que é diferente da expressao fornecida no item. Note que a f.d.p. de Y fornecida no item substituiu z por
eY, em vez de substituir a inversa h™(y) = Iny, que é o correto.

Gabarito: Errado.

Uma transformacdo muito comum é a transformacao de lei quadratica: Y = X?2.

Nesse caso, a fungdo ndao é nem somente crescente e nem somente decrescente. Além disso, a inversa nao

possui valor unico, pois X = +VY. Nesse caso, temos:

fY[Y] = ﬁ)‘/ [fx(\/;) + fx(_\/;)]

Nessa expressao, fx(ﬁ) significa que, na f.d.p. de x, substituimos x por \/;, e fX(—\/;) significa que
substituimos x por —\/;.

SeX >0,entao X = +VY. Logo, fX(—ﬁ) = (. Nesse caso, temos:

frlyl [fx(V¥)]

__ L
2y

Analogamente,se X < 0, entdo X = —Y. Logo, fx(ﬁ) = 0. Nesse caso, temos:

1
frlyl = 5 [fx (=)
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Por exemplo, vamos considerar a mesma f.d.p. para X que vimos anteriormente:
fx(x) = 3x?%,para x € [0,1]

Nesse caso, temos:

() =3(/7)" = 3y?

Como a fungdo fy(x) esta definida apenas para x > 0, entdo fX(—ﬁ) = 0. Logo:

De maneira geral, quando a fungdo Y = h(X) nao for biunivoca e houver dois valores de X
associados ao mesmo valor de Y, que é o caso da lei quadraticaY = X?, é necessario separar
a funcdo inversa h™1(X) em duas funcdes hy1(X) e h;1(X) de modo que cada valor de Y
esteja associado a um Unico valor de X em cada funcgao.

Nessa situacdo, a funcdo densidade de Y é definida como a soma da transformacado de ambas
as fungdes hy(X) e hy(X):

ahz' ()

frly] = el 0] |20 + £yl )] x |22

Vamos aplicar essa férmula para a lei quadratica Y = X2. As fungdes inversas s3o:
hl)ix = +y
hy*():x = =y

As derivadas dessas fung¢des sao:

dy dy 2 2.y

dh;l(y) = d(yl/z) = l:)/_1/2 = L

7
= zy 2 =

27

1
anz'e) _ A(-r"2)
dy dy
Como ,/y é necessariamente positivo, entdao o médulo das derivadas de ambas as fungdes é

. 1 . ~ . . , . .
igual a PNk Assim, a fungdo densidade de Y é aquela que haviamos visto anteriormente:

frlyl = fx[ﬁ] X ﬁy + fx[\/)_’] X ﬁy = ﬁy [fx(\/ﬂ + fX(_\/J_’)]
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Transformacgao de Variaveis Multidimensionais
Também podemos utilizar a transformagdo para varidveis multidimensionais (ou para multiplas varidveis).
Para varidveis bidimensionais, partimos da funcdo densidade conjunta de duas varidveis X e Y e da relacao

entre essas varidveis e duas outras variaveis U e V, da forma (U,V) = h(X,Y), para obtermos a fungio
densidade conjunta das varidveis U e V, dada por:

fov@,v) = fxy[h™ (u, v)].|J|

Em que |J|, chamado Jacobiano da transformagao, é o médulo do determinante da matriz formada pelas
derivadas parciais de x e y emrelacdioau e v:

Ox Ox
J= Ju OJv
dy 0dy
Ju Jdv

O determinante de uma matriz 2x2 é calculado multiplicando-se os elementos da diagonal principal e
subtraindo-se o produto dos elementos da diagonal secundaria:

_Ox dy 0Ox 0dy

T ou'dv  Av du

()

ESCLARECENDO!

Utilizamos o moédulo do determinante da matriz, isto é, o seu valor absoluto,
desconsiderando-se eventual sinal negativo, pois a mera inversdao de ordem das varidveis
(o que ndo deve afetar o resultado da transformacdo) inverte o sinal do determinante:

9y 9y

]/=6u v =a_3’ﬂ_a_YQ
ox Ox ou'ov ov ou
ou OJv

Que corresponde ao mesmo resultado do determinante anterior J, porém com sinal
contrario. Por isso, utilizamos o médulo do determinante.

Para obter fyy[h™1(u, v)], substituimos x e y pelas respectivas expressdes em funcio de u e v, na fungdo
densidade conjunta fyy.
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Por exemplo, vamos supor que X e Y sejam varidveis aleatdrias independentes com distribuicdo exponencial.
Por serem independentes, a funcdo densidade conjunta corresponde ao produto das fun¢bes densidade de
cada variavel:

for®,y) = fx(x) X fy(¥) = 2e ™ x e ™ = Qe Ax+Y)
Vamos considerar a seguinte relagdo entre (U,V) e (X,Y):
u = 3x + 5y v=x+2y

O primeiro passo é calcular a inversa (X,Y) = h™1(U, V), encontrando as expressdes de x e y em fungdo de
u e v. Para isso, comegamos isolando x na primeira equagao:

u=3x+5y
u—5y=3x
U5y
3
E fazemos o mesmo para a segunda equagao:
v=x+2y
xX=v-—2y

Em seguida, igualamos ambas as expressdes de x; e isolamos y para encontrar a expressao de y em fungao
deuev:

u—>5y

—p—2
3 v ey

Ul

<
o

<

y=3v—u

Agora, substituimos essa expressdao em uma das equacdes de x para encontrar a expressao de x em fungao
deuev:

x=v—-2y=v—203v—u)
X=v—6v+2u

x =2u—>5v
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Assim, obtemos fyxy[h™1(u, v)], substituindo x por 2u — 5v e y por 3v — u na fungdo conjunta fyy:
fry (x,y) = 2e7AE*)
fXY[h_l(u: v)] — Ae—l(Zu—5U+3v—u) — Ae—)l(u—Zv)
Agora, passemos ao Jacobiano da transformacao.

Para isso, precisamos das derivadas parciais de x e y em fung¢ao de u e v. Para calcularmos a derivada parcial
de uma varidvel, consideramos a outra varidvel como uma constante:

ox 0(2u—>5v)

Ju ou 2
Ox 0(2u—>5v) .
v v B
dy 0@Bv—u) 1
ou du B
6y_6(3v—u)_3
ov v

E o determinante da matriz das derivadas parciais é:

Jdx OJOx
lou vl 12 -51_ e N e
1= 6_y_|—1 D] =2x3- (9 x(-D=6-5=1
ou Jv

As variaveis que constam nos numeradores das derivadas estdo associadas as linhas da
matriz Jacobiana, ou seja, em toda a primeira linha, temos dx como numerador e em toda
a segunda linha, temos dy como numerador.

Ja as variaveis que constam denominadores das derivadas estdo associadas as colunas da
matriz Jacobiana, ou seja, em toda a primeira coluna, temos du como denominador e em
toda a segunda coluna, temos dv como denominador.

Assim, a fungdo densidade conjunta de U e V é dada por:

fUV(u; 17) = /16_’1(”_2”)_ 1] = Ae—l(u—zm
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A férmula da transformacdo pode ser estendida para qualquer nimero de varidveis. Para
uma variavel tridimensional, temos:

fovw(@,v,w) = fyyz[h (w, v,w)]. |J|

Em que |J| é a transformagao Jacobiana, que corresponde ao médulo do determinante da
matriz formada pelas derivadas parciais de x,y e zemrelagdoau,ve w:

ou OJdv OJw
)
ou OJdv OJw
9z 0z 0z
ou OJdv Jw

Para calcular o determinante de uma matriz 3x3, replicamos as duas primeiras colunas,
somamos os produtos das diagonais para a direita, indicadas em verde, e subtraimos os
produtos das diagonais para a esquerda, indicadas em azul:

J=*3 0w T v awan

HORA D

PRATICAR!

(FGV/2019 DPE-RJ - Adaptada) Seja a variavel aleatoria bidimensional (X,Y) que tem distribui¢do uniforme :
noquadrado0<x<1le0O<y<1eZeroforadele.Poruma transformacao linear é definidaav.a. bidimensional :
: (Z,W) da seguinte maneira:

1 Z=X+YeW=X-Y
Entdo, sobre essa outra varidvel bidimensional, analise a afirmativa a seguir:
: O Jacobiano da transformagdo de (X,Y) para (Z,W) vale 0,25.

{ Comentarios:
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O Jacobiano da transformacao é o médulo do determinante da matriz formada pelas derivadas parciais de
XeYemfungaodeZeW

Oox OJx
J= 0z Jw
dy Oy
dz Ow

: Para obté-la, precisamos representar X e Y em funcdo de Z e W. Primeiro, isolamos x nas equagdes:
z=x+y->x=2z—-Yy
W=x—y-=>x=w+Yy

: Agora, igualamos as equagoes para representarmos Y como uma funcdo de Ze W:

: Agora, substituimos essa expressdo em uma das equacgbes de X:

zZ—y=w+y i
Z—w =2y é

_Z—Ww E
y= 2 E

Z—W_Zw+z—w_z+w
2 2 2

X=w+y=w-+

: Em seguida, calculamos as derivadas parciais:

0z 0z 2
Z+w
ox _(*7%) 1
ow  ow
Z—W
0y _ 2(*27) _1
0z 0z 2
zZ—W
o (7)1
: ow ow
E o determinante da matriz é:
1 1
2 2 1 ( 1) 1 1 1 1 1
= ==X|—-=)]—=X=-=——"——=—=
/ l _1 2 2 2 2 4 4 2
: 2
: Eoméduloé]/] =2 =0,5
L Resposta: Errado :
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RESUMO DA AULA

Momentos:

o k-ésimo momento tedrico: p;, = E(X*)

o Varidveis Discretas: i, = Y;(x))*.P(X = x;)

o Varidveis Continuas: yi;, = f;ls(x)k.f(x). dx

o 12 Momento = Esperanga; Variancia = 22 momento — [12 momento]?
o k-ésimo momento central teérico: ;. = E((X — wh

O 12 Momento Central = 0; 22 Momento Central = Variancia
. . 1
o k-ésimo momento amostral: m;, = ;Z?ﬂ Xk

o 12 Momento Amostral = Média Amostral

Funcao Geradora de Momentos (f.g.m.):

o Fungdo a partir da qual todos os momentos podem ser calculados: Mx(t) = E(e¥)

o Varidveis Discretas: My (t) = Y; et X P(X = x;)

o Variaveis Continuas: My (t) = f;ls et f(x).dx

o k-ésimo momento = k-ésima derivada no ponto t = 0: Mg(k)(O) = E(X")
o Propriedades da f.g.m.:

o0 Muxp(t) = "t x My(a.t)

o ParaXeYindependentes: My,y(t) = Mx(t) X My(t)

o SeMy(t) = My(t) Vtentdio X =Y
o F.g.m. de distribuigGes tedricas:

o Distribui¢do Binomial: Mx, (t) = (p.e' + q)"

p.et

o Distribuigio Geométrica: My (t) = gt

o Distribuigdo de Poisson: My, (t) = ere'-1)
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e . 2
o Distribui¢do Exponencial: MXExp(t) =

az.tz
o Distribuigdo Normal: My (t) = e 2 !

k
2

o Distribui¢do Qui-Quadrado: MXQm.(t) = (ﬁ)

Distribuicées Conjuntas:
o Varidveis Discretas: P(X = x,Y = y);
o Probabilidade Marginal: P(X = x) = ¥ ;p(x,y;); P(Y =y) = X;ip(x;,y)

o Varidveis independentes: P(X = x,Y = y) =PX =x) X P(Y = y), V(x,y)

P(X=x,Y=Yy)

o Probabilidade condicional: P(Y = y|X = x) = tar)

o Esperanga condicional: E(Y|X = x) = }; yj.P(Y =yjlX = x)

o 22 momento condicional: E(Y2|X = x) = X,(y;)".P(Y = y;|X = x)

o Variancia condicional: V(Y|X = x) = E(Y?|X = x) — [E(Y|X = x)]?

o Esperanga marginal: E(X) = Ey[E(X|Y)] = X, E(X|Y = y;)) X P(Y = ;)
o Varidncia marginal: V(X) = E[V(X|Y)] + V[E(X|Y)]

o Distribuicao multinomial: generalizacdo da distribuicdo binomial para k categorias

o pny,ny, ..,ng) = X ()™ X (p2)™2 X .. X (p)™*

nqilnyl.ng!

o Z§=1ni:N: ?:1101':1

Densidade Conjunta:
o Variaveis Continuas: f(x,y); P(x; <X < xp,y, <Y <y,) = f;;z f;lz f(x,y).dx.dy

o Densidade Marginal: f(x) = f_oooof(x, y).dy; f(y) = f_oooof(x,y).dx

o Variaveis independentes: f(x,y) = f(x) X f(y)

fxy)

o Densidade condicional: f(y|X = x) = =

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 106

, www.estrategiaconcursos.com.br 182



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

o Esperanga condicional: E(Y|X = x) = fjooo y.f|X =x).dy
o 22 momento condicional: E(Y?|X = x) = ffoooyz.f(y|X =x).dy
o Esperan¢a marginal: E(X) = ffooo fjooo x. f(x,y).dy.dx

o 22 momento marginal: E(X?) = f_oooo [= X2 f(x,y).dy . dx

Transformacao:

o Calculo da distribuigdo de Y a partir da distribuicdo de X e darelagdo Y = h(X)
o Variaveis Discretas: P[Y = y] = P[X = h™1(y)]
o Varidveis Continuas:

o Transformacdo pela f.d.a., se h(X) crescente: Fy[y] = Fx[h™1(y)]

o Transformagdo pela f.d.a., se h(X) decrescente: Fy[y] = 1 — Fx[h™1(y)]

dh™'(y)
dy

o Transformacdo da lei quadratica (Y = X?): fy[y] = ﬁi [fx(ﬁ) + fX(—\/y)]

o Transformagdo pela f.d.p., se fy[v] = fx[h 1 ()] |
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DISTRIBUICAO MULTINOMIAL

A distribuicdo multinomial é uma generalizagao da distribuicdo binomial, para quando houver mais de dois
resultados possiveis em cada ensaio, ou seja, quando os ensaios ndo forem necessariamente de Bernoulli.

Por exemplo, se eu quisesse estudar a cor dos olhos de uma populagao, para utilizar a distribui¢cao binomial,
eu teria que dividir a populagdo em apenas duas categorias, olhos claros e olhos escuros (isto é, olhos ndo
claros). J3, utilizando a distribuicdo multinomial, posso dividir a populacdo em quantas categorias interessar:
olhos verdes, azuis, marrons, pretos, bicolores,...

Generalizando, na distribuicdo multinomial, a populacdo é dividida em k categorias, com probabilidades
P1,P2, -, Pk, respectivamente, cuja soma é Zle pi =1

Assim como a distribuicdo binomial, serdo realizados N ensaios independentes, mas os resultados desses
ensaios poderdo ser qualquer um dos k valores possiveis da populagdo. O nimero de vezes em que obtemos,
como resultado, cada uma das categorias 1,2, ...,k é representado pela respectiva varidvel aleatdria
X1,Xs, ..., X, chamada variavel multinomial.

Dessa forma, o conjunto das varidveis X;,Xs,...,X; segue uma distribuicdo multinomial, em que a
probabilidade conjunta de obtermos n; vezes a categoria 1 (isto é, X; = n,), n, vezes a categoria 2 (isto é,
X, = ny), ..., e ng vezes a categoria k (isto é, X, = ny), é dada por:

N
Py, g, .., M) = X (P1)™ X (P2)™ X . X (Pi)™

Em que o numero total de ensaios N equivale ao somatdério dos nimeros de ensaios de cada variavel:

Tll'=N

k
=1

Antes de fazermos um exemplo, vamos entender um pouquinho essa féormula. Ela envolve a probabilidade
de obter X; = nq, X, = n,, ..., X = n, nessa ordem, dada por:

(P1)™ X (P2)™2 X ... X (pr)™*
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Mas como a ordem ndo precisa ser essa, multiplicamos esse resultado pela permuta¢do de N elementos,
com repeticdo de ny, n,, ..., N, elementos?:

nq,ny,..,Nn N|
PNl‘ 2l
ny!ny!..ng!
EXEMPLIFICANDO

Suponha uma caixa com 10 bolas, das quais 4 sdo pretas, 3 sdo brancas, 2 sdo azuise 1 é
verde, e que vamos selecionar uma bola ao acaso, observar a sua cor e devolvé-la a caixa.
Vamos repetir esse procedimento 5 vezes e calcular a probabilidade de obter 2 vezes uma
bola preta e 1 vez as demais cores.

Assim, X, representara o numero de vezes que obtemos uma bola preta, X, representara
o numero de vezes que obtemos uma bola branca, X5 representara o numero de vezes que
obtemos uma bola azul e X,, o nimero de vezes que obtemos a bola verde.

As respectivas probabilidades sao:

4 2 3 2

1
1=y P27y P3=33T5 Pa=73

Logo, paran; = 2en, = nz = n, = 1, temos a seguinte probabilidade:

N!

1!n2!n3!n

110 = s () x (2) < () < (2)

4 3 1 1 144
= CX X mX— = —— = 0
p(2,1,1,1) =5 x4 x 3 X = X7 X5 X 75 = 2200 5,76%

p(ni,ny,n3,ny) =~ 7 X ()™ X (p2)™ X (P3)™ X (pa)™

Nesse exemplo, poderiamos utilizar a distribuicdo binomial caso quiséssemos calcular a probabilidade de
obter apenas um dos resultados, por exemplo, apenas 2 vezes a bola preta. Nesse caso, teriamos os

parametrosn =2ep =4/, .

Por outro lado, se ndo houvesse reposi¢ao, poderiamos calcular a probabilidade de obter 2 bolas pretas e 1
bola das demais cores, utilizando a distribuicdo hipergeométrica. Porém, como ha reposicdo, precisamos
efetuar os célculos utilizando a multinomial.

1 Se preferir, vocé pode pensar na particdo de N elementos em grupos de 14, Ny, ..., Ny elementos (a férmula serd a mesma).
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Pontue-se que a distribuicdo multinomial é reduzida a binomial para k = 2. Nesse caso, a formula da
distribuicdo multinomial é dada por:

N
— n n
p(ny,n,) = e X (p1)™ X (p2)™

Sabendo que Zl 1pi=1e Zf;lni = N, entdo nesse caso, temos:p, =1 —p;en, = N —ny:
N!

TN = X (P X (A=)t

p(ny, N —ny) =

Essa é a distribuicdo binomial, com os parametros N e p = p;, em que normalmente denotamos n, (o
numero de resultados com o atributo sucesso) por k.

O valor esperado e a variancia sdo calculados para cada variavel X;,i = 1,2, ..., k, como na distribui¢do
binomial, considerando os parametros N e p;:

E(X;) = N.p;
V(X:) = N.p;(1—p)
A covariancia entre duas varidveis X;, e X,, é dada por:

Cov(Xy, X,) = —N.py. by

PRATICAR!

(FGV/2019 DPE/RJ - Adaptada) O nivel de escolaridade dos cidaddos que necessitam recorrer a Defensoria

Publlca do RJ segue uma distribuicdo multinomial com parametros p1=0,4,p2=0,3,p3=0,2e p4=0,1, que :
: sdo as probabilidades de que pertencam a classe menos instruida (Cp1) até a classe mais instruida (Cp4) :
: Com base nessa distribuicdo, julgue o item a seguir.

SeIeC|onando 10 pessoas ao acaso, com reposicdo, a probabilidade de obter as quantidades Cpl =4, Cp2 =
: 3,Cp3 =2eCpd=1¢émenor que 3%.

5 ComentériOS'

A probabilidade de n; = 4,n, = 3,n; = 2,n, = 1 é dada por

N!
p(ny,ny,ns,ny) = Py T X (p1)™ X (p2)™ X (p3)™ X (pa)™
O| 4 3 2 1
p(4,3,2,1) = m X (0 4-) X (0 3) X (O 2) X (0 1)

p(4,3,2,1) =10 X9 x4 x 7 x5x%0,0256 X 0,027 X 0,04 x 0,1 = 0,0348 (ou 3,48%)

Resposta: Errado.
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(2014 — HC-UFPE — Adaptada) Um geneticista acredita que a cor dos olhos, classificada em trés categorias
(preto, marrom, verde/azul), ocorre, respectivamente, com as seguintes porcentagens: 30%, 50% e 20%.
Com base nessa crenga, julgue o item a seguir.

: A probabilidade de selecionar ao acaso, com reposi¢do, 3 pessoas com olhos pretos, 4 pessoas com olhos
: marrons e 1 pessoa com olhos verdes/azuis é inferior a 10%.

: Comentarios:

A probabilidade de n; = 3,n, = 4,n; = 1, é dada por
!

p(ng,ny,ng) = X (p1)™ X (p2)™2 X (p3)™

ny!ny!ng!
!

P41 = 73
p(3,4,1) =8 x 7 x5 x 0,027 X 0,0625 X 0,2 = 0,0945

x (0,3)% x (0,5)*  (0,2)*

Resposta: Certo.
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QUESTOES COMENTADAS — CEBRASPE

Momentos

1. (Cebraspe/2013 — Agente Nacional de Transportes Terrestres) Considere que a fung¢do geradora de
momentos de uma variavel aleatéria discreta X seja dada pela relagio Mx(q) = (0,8 + 0,2e9)?, em que q €
R. Com base nessas informacgdes, julgue o item a seguir.

A probabilidade de ocorréncia do evento [X = 0] é igual a 0,64.

Comentarios:

Pela fungdo geradora de momento descrita no enunciado, My (t) = (0,8 + 0,2e%)?, podemos concluir que a
variavel segue distribuicdo binomial, cuja f.g.m. é:

My, (0) = (p-e* + )"

Portanto, os parametros da distribuicdo sdop = 0,2(q =1 — 0,2 = 0,8) en = 2. A probabilidade P[X = 0]
é portanto:

P[X = k] = Cpp.p*.q" ¥
P[X =0] = CZIO.O,ZO. 082=1x1x0,64=064

Gabarito: Certo.

2. (CESPE/2012 — TJ-RO) Na sequéncia {Xi, Xz, ..., Xn}, de varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas, cada variavel possui a fun¢do geradora de momentos na forma Y (t) = pe' + 1
—p, para 0 < p <1. Com base nessas informacoes, assinale a op¢ao correta.

a) Independentemente do valor de p, a distribuicdo da soma de {X1, Xz, ..., Xn} serd sempre simétrica.

b) A variancia dessa varidvel aleatéria é igual a sua média.

c) A varidvel aleatéria é continua.

d) A variancia dessa varidvel aleatéria é maior que a sua média.

e) A funcdo geradora de momentos da soma dessas variaveis é dada por Ys(t) = (pet+1—p)", 0<p< 1.

Comentarios:

Pela func3o geradora de momentos descrita no enunciado, My (t) = pe® + 1 — p, podemos concluir que
cada variavel Xi segue distribuicao de Bernoulli.
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Em relacdo a alternativa A, a soma das n variaveis X; segue distribui¢ao binomial. Essa distribuicdo é simétrica
parap =1 —p = 0,5 e assimétrica para os demais valores de p. Por isso, a alternativa A esta incorreta.

Em relacdo a alternativa E, que também trata da soma das varidveis, sabemos que a f.g.m. de uma variavel
com distribuigao binomial é dada por:

My, (0) = (p-e* + )"

Em que g = 1 — p. Ademais p é a probabilidade de sucesso, ou seja, 0 < p < 1. Portanto, a alternativa E
esta correta.

Em relagdo a alternativa B, a variancia de uma variavel com distribuicdo de Bernoulli é:
V(X) =p.q
E a média é:
EX)=p
Logo, a variancia ndo é igual a média e a alternativa B estd incorreta.

Em relagdo a alternativa D, que também compara a variancia e a média da distribuicdo de Bernoulli, sabemos
a variancia da distribuigdo é igual a média multiplicada por g (probabilidade de fracasso). Como g < 1 (por
se tratar de uma probabilidade), a variancia é, entdo, menor do que a média. Logo, a alternativa D estd
incorreta.

Em relacdo a alternativa C, sabemos que a varidvel com distribuicdo de Bernoulli assume os valores X = 0 ou
X =1, sendo, portanto, uma varidvel discreta. Por isso, a alternativa C esta incorreta.

Gabarito: E

3. (CESPE/2009 — TRT-ES) Considere que Y seja uma variavel aleatéria de Bernoulli com parametro p,
em que p é a probabilidade de uma acgao judicial trabalhista ser julgada improcedente. De uma amostra
aleatdria simples de 1.600 ag¢des judiciais trabalhistas, uma seguradora observou que, em média, 20%
dessas acoes foram julgadas improcedentes.

Com base nessa situagao hipotética, julgue os préximos itens.

A estimativa de maxima verossimilhanca para a funcdo geratriz de momentos de Y é igual a 0,2 + 0,8exp(t),
em que t é um numero real e exp(.) denota a funcdo exponencial.

Comentarios:

O enunciado informa que a varidvel Y segue distribuicdo de Bernoulli com parametro p. Assim, a f.g.m. dessa
variavel é:
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My (t) = pet +¢q

O enunciado informa que p é a probabilidade de uma ag¢ao judicial ser julgada improcedente. Considerando
que 20% das ac¢des foram julgada improcedentes, temos p = 0,2:

My (t) =0,2.e* +0,8
Essa f.g.m. é diferente de My (t) = 0,2 + 0,8.¢%, indicada no item. Logo, o item estd errado.

Gabarito: Errado.

4. (Cebraspe/2013 - Estatistico FUB) Considerando o coeficiente de assimetria que se define pelo
terceiro momento central, é correto afirmar que a distribuicdao de Poisson exibe assimetria positiva.

Comentarios:

Sabemos que o coeficiente de assimetria em distribuicdes de Poisson é dado por:

b1:

SE

Considerando que A > 0, entdo o coeficiente é positivo.

Gabarito: Certo

5. (CESPE/2011 - Estatistico FUB) Considerando-se duas variaveis aleatdrias continuas X e Y, em que
X tem func¢ao de densidade arbitraria f com funcdo geradora de momentos M(t) e Y = exp(X), julgue o
préximo item.

E(Y) = M(1)
Comentarios:

A esperanca de uma variavel pode ser calculada a partir da funcao geradora de momentos, derivando-a e
calculando-a parat =0:

dMy (0)

& = F)

O enunciado informa que a f.g.m. dessa varidvel é a seguinte funcdo da variavel X:
My(t) = eX

A derivada dessa funcdo em relacdo a Y é ela mesma:
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dMy (t) _ X
dy

Como essa fungdo ndao depende de t, quando aplicamos o ponto t = 0, a fun¢do continua igual. Logo, a
esperanca de Y é:

dMy(0)
dy

EY) = eX

Ademais, como a f.g.m. de Y, My (t) = e¥, n3o depende de t, entdo essa f.g.m. no ponto t = 1 também é
ela mesma:

My (1) = e*
Logo, temos E(Y) = My(1).
Gabarito: Certo
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QUESTOES COMENTADAS - CEBRASPE

Distribuicdes Conjuntas

1. (CESPE/2022 — PC-RO) As pessoas que cumprem penas judiciais em determinado municipio sdo
classificadas como reincidentes (R) ou n3o reincidentes (R€). Além disso, essas mesmas pessoas s30
classificadas de acordo com o tipo do regime no cumprimento da pena: regime fechado (F) ou regime nao
fechado (F°).

R | R’
F 05|01
F°|02]0,2

Considerando-se que a tabela precedente mostra a distribuicao de probabilidade conjunta dos eventos
apresentados na situa¢ao hipotética anterior, é correto afirmar que o valor da probabilidade condicional
P(R|F) éigual a

a) 5/10.

b) 7/10.

c)5/7.

d) 5/6.

e) 9/10.

Comentarios:

A probabilidade condicional P(R|F) é a razdo entre a probabilidade da intersecdo dos eventos P(RN F) e
a probabilidade do evento a priori P(F):

P(RNF)

PRRIF) = —

Pela tabela, observamos que a probabilidade da interse¢do é P(R N F) = 0,5.
E a probabilidade marginal do evento F é a soma da linha correspondente P(F) = 0,5+ 0,1 = 0,6.

Logo, a razdo é:

Gabarito: D.
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2. (CESPE/2022 — FUNPRESP-EXE)

produto
X Y y4
TipoA | 0,10 | 0,08 | 0,02 | 0,20
TipoB | 0,15 | 0,45 | 0,20 | 0,80
Total | 0,25 | 0,53 | 0,22 | 1,00

Cliente Total

Considerando a tabela precedente, que mostra as preferéncias de compras dos produtos X, Y e Z dos
clientes de uma loja, classificados como tipos A e B, julgue o préximo item.

A probabilidade de um cliente do tipo A entrar ao acaso na loja é de 20%
Comentarios:

O enunciado fornece a tabela de distribuigdo conjunta das varidveis, bem como as probabilidades marginais
(totais), indicadas na ultima linha e na ultima coluna.

Pela tabela, observamos que a probabilidade marginal associada ao cliente do tipo A é de 20%. Isso significa,
que ao deparar-se com um cliente ao acaso, a probabilidade de ele ser do tipo A é de 20%.

Gabarito: Certo.

3. (CESPE/2022 — FUNPRESP-EXE)

produto
X Y YA
TipoA | 0,10 | 0,08 | 0,02 | 0,20
TipoB | 0,15 | 0,45 | 0,20 | 0,80
Total | 0,25 | 0,53 | 0,22 | 1,00

Cliente Total

Considerando a tabela precedente, que mostra as preferéncias de compras dos produtos X, Y e Z dos
clientes de uma loja, classificados como tipos A e B, julgue o préoximo item.

A probabilidade de o produto X ser comprado por um cliente do tipo A é de 10%.
Comentarios:

O enunciado pede a probabilidade de o produto X ser comprado por um cliente do tipo A. Em outras palavras,
precisamos da probabilidade de compra do produto X, sabendo-se que o cliente é do tipo A, isto é, a
probabilidade condicional de X dado A:

P(X,A)

PIIN =5
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Pela tabela de distribuicdo de probabilidade conjunta, observamos que a probabilidade conjuntade X e A é
P(X,A) = 0,10 e sabemos que a probabilidade marginal de A é P(A) = 0,20, logo:

)

P(X|A) = 0.20 =05
A probabilidade é de 50%, e ndao de 10%.
Gabarito: Errado.
4. (CESPE/2022 — TELEBRAS)
Supondo que
e "mY
P(Y=y|M=m) = 7

paray€{0,1,2,3..}, em que m > 0, e M é uma variavel aleatdria continua cuja fun¢do densidade é
dada por f,,(m) = e ™, julgue o item a seguir.

Var(Y = y|M = m) = m.
Comentarios:

O enunciado fornece a fungdo de distribuicdo condicional de Y, dado M = m. Podemos observar que se trata

-1k
de uma distribuicdo de Poisson P(Y = k) = z k')l ,com A =me k = y.Sabendo que a variancia de Poisson

é igual ao parametro A e que, nessa distribui¢cdo, temos A = m, entdo a variancia dessa distribuicdo é:
VYIM=m)=A=m

Gabarito: Certo

5. (CESPE/2022 — TELEBRAS)
Supondo que

e "mY

POV =yIM =m) =—;

paray €{0,1,2,3 ..}, em que m > 0, e M é uma varidvel aleatdria continua cuja fun¢do densidade é
dada por f,,(m) = e ™, julgue o item a seguir.

Y e M sdo varidveis aleatdrias independentes.
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Comentarios:

O enunciado fornece a funcdo de distribuicdo condicional de Y, dado M = m. Podemos observar que essa
funcdo depende de M = m. Por exemplo, se M = m4, teremos uma fun¢ao de probabilidade para Y e se
M = m,, teremos outra fungao de probabilidade para Y

P(Y =y|M =my) # P(Y = y|[M = m,)

Isso nos permite concluir que a distribuicdo de probabilidade de Y condicionada a M = m é diferente da
distribuicdo ndo condicionada:

P(Y =y|M =my) #P(Y =y)
Assim, concluimos que as varidveis sao dependentes.

Gabarito: Errado

6. (CESPE/2022 — TELEBRAS - Adaptada)
Supondo que

e "mY
y!

P(Y =ylM=m) =

paray €{0,1,2,3..}, em que m > 0, e M é uma variavel aleatdria continua cuja fun¢do densidade é
dada por f,,(m) = m.e™™, julgue o item a seguir.
P(Y >0|M =m) =P(M <m).

Comentarios:

O enunciado fornece a funcdo de distribuicdo condicional de Y, dado M = m, que corresponde a uma
distribuicdo de Poisson, com parametro m. A probabilidade de Y ser maior que 0, dado que M =m, pode ser
calculada pela probabilidade complementar, sabendo que a varidvel de Poisson assume os valores {0, 1, 2,

NS
P(Y>0M=m)=1—-P(Y =0|M =m)
A probabilidade de Y ser igual a 0, dado que o parametro é m, é:

3 _e‘mmo_e‘mxl_ .
P(Y=0)=—5—=—"F—=¢

Logo, a probabilidade de Y ser maior que 0, dado o parametro m é o complemento:

PY>0M=m)=1—e™
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Para calcular a probabilidade P(M < m), devemos observar que a funcdo densidade da variavel M
corresponde a uma distribuicdo exponencial com parametro m.

A funcdo distribuicdo acumulada dessa variavel, que corresponde a probabilidade P(M < m) é:
PM<m)=F(m)—1—e™
Portanto, de fato, essas duas probabilidades sao iguais.

Gabarito: Certo

7. (CESPE/2022 — ANP) Uma curva de regressdo da variavel aleatéria Y sobre X = x é dada por
E[Y|X = x] = 1 — x, em que o par de variaveis aleatdrias (X, Y) segue uma distribuigdo normal bivariada,
a média de X é igual a zero, Var[Y] = 4eVar[X] = 1.
Considerando essa situagao hipotética, julgue o item a seguir.
A médiadeY éigual al.
Comentarios:
Para calcular a média de Y, vamos utilizar a Lei das Expectativas Iteradas, sabendo que E[Y|X = x] =1 — x:
E(Y) = Ex[E(Y|X = x)] = Ex(1 -X) =1-E(X)
Sabendo que E(X) = 0, temos:
E(Y)=1

Gabarito: Certo

8. (CESPE/2022 — ANP) Uma curva de regressdo da variavel aleatéria Y sobre X = x é dada por
E[Y|X = x] = 1 — x, em que o par de varidveis aleatérias (X, Y) segue uma distribuigdo normal bivariada,
a média de X é igual a zero, Var[Y] = 4 e Var[X] = 1. Considerando essa situacdo hipotética, julgue o
item a seguir.

A correlagdo linear entre X e Y éigual a-1.
Comentarios:

O coeficiente de correlacao linear é a razao entre a covariancia e os desvios padrao das variaveis:

_ Cov(X,Y)
~ Var().\[Var(Y)

p(X,Y)
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Por sua vez, a covariancia é dada por:
Cov(X,Y) =E(XY)—EX).E(Y)
O enunciado informa que E(X) = 0, logo:
Cov(X,Y) = E(XY)

Para calcular E(XY), vamos utilizar a Lei das Expectativas Iteradas, uma vez que o enunciado informa que
E[Y|IX=x]=1—x:

E(XY) = Ex[E(XY|X)] = Ex[X.E(Y|X)] = Ex[X.(1 — X)] = Ex[X — X*] = E(X) — E(X?)
Sabendo que E(X) = 0, temos:
E(XY) = —E(X?)
E calculamos E(X?) a partir da variancia, sabendo que Var(X) = 1:
Var(X) = E(X*) — [E(X)]?
1=E(X?) —0?
EX?) =1
E a covariancia é:
Cov(X,Y) = E(XY) = -E(X?) =-1

Agora, podemos calcular o coeficiente de correlacdo:

Cov(X,Y) 1 1
JVar(X).\/Var(Y) V1.4 2
Que é diferente de -1.
Gabarito: Errado
9. (CESPE/2022 — ANP) Uma curva de regressdo da variavel aleatéria Y sobre X = x é dada por

E[Y|X = x] = 1 — x, em que o par de variadveis aleatérias (X, Y) segue uma distribui¢do normal bivariada,
a média de X é igual a zero, Var[Y]| = 4 e Var[X] = 1.

Considerando essa situacao hipotética, julgue o item a seguir.

Var[X + Y] <5.
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Comentarios:
A variancia da soma é dada por:
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2.Cov(X,Y)
Na questdo anterior, calculamos Cov(X,Y) = —1. Sabendo que Var(X) = 1 e que Var(Y) = 4, temos:
Var(X+Y)=1+4+2x(-1)=5-2=3
Que, de fato, é menor que 5.

Gabarito: Certo

10. (CESPE/2022 — TRT/82 Regido) O nimero N de pessoas que chegam diariamente em uma fila de
atendimento segue uma distribuicao de Poisson com média igual a 500. Se Y representa o numero diario
dessas pessoas que recebem atendimento preferencial, e se

n

PY=y|N=n)= (y

) 0,170,9"

emque 0 < y < n, entdo Var(Y) é igual a

a)o,1

b) 9

c) 45

d) 50

e) 500

Comentarios:

A variancia marginal pode ser calculada a partir da esperanca condicional e da variancia condicional:
V(Y) = E[V(YIN)] + V[E(YIN)]

Pela fung¢do de probabilidade fornecida, observamos que Y|N = n segue distribuicdo binomial com
parametros n e probabilidade de sucessop = 0,1.

A esperanca e a variancia condicionadas a n sdo, respectivamente:
E(YIN)=nXxp=0,1.n

VYIN) =nXxpx(1—-p)=nx0,1x%x09=0,09.n
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Assim, a esperanca da variancia condicionada é dada por:
E[V(Y|N)] = E[0,09.n] = 0,09.E(N)
O enunciado informa que N é uma varidvel com distribuicdao de Poisson com média igual a 500, logo:
E[V(Y|N)] = 0,09 x 500 = 45
E a variancia da esperanca condicionada é dada por:
VIE(Y|IN)] = V[0,1.n] = 0,12.V(N)
Sabendo que, na distribuicdo de Poisson, a média e a varidncia sdo iguais, temos:
VIE(Y|N)] = 0,01 X 500 =5
E a soma corresponde a varidancia de Y:
V(Y) =45+5=50

Gabarito: D

11.  (CESPE/2022 - TRT/82 Regido) Considere duas variaveis X; e X, tais que:

E(Xy) =EX;)=1 e Var(X;) =Var(X,) =4
Se X, e X, forem varidveis aleatdrias independentes, entao a variancia do produto X;e X, sera igual a:
a)4
b) 8
c) 16
d) 18
e) 24
Comentarios:
A variancia do produto de duas variaveis aleatérias é dada por:

Var(X;.X;) = E[(X1X5)?] — [E(X,X,)]?

Para varidveis independentes, temos E[(X;X,)?] = E(X?).E(X2) e E(X,X,) = E(X,).E(X;), logo:

Var(X1X,) = E(XD).E(X3) — [E(X). E(X,)]?
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Vamos calcular E(X?) e E(X2), a partir das variancias:
Var(X,) = E(X?) — [E(X1)]?
Sabendo que Var(X,) = 4e E(X;) = 1, temos:
EX})=4+12=5
Como a média e a variancia de X, sdo iguais as de X;, o resultado sera igual: E(X?) = 5. Logo:
Var(X;X,) =5x5—-(1x1)2=25-1=24

Gabarito: E

12. (CESPE/2021 — TCE-RJ)

Sim | Nao
Sim 22 8
Nao 8 12

Considerando que o cruzamento de duas varidveis categorizadas A e B cujos niveis de resposta sao “Sim”
e “Nao” tenha produzido a tabela de contingéncia precedente, julgue o préoximo item.

Se a tabela de contingéncia em questao for representada como

Y
1 0
1 22 8
X 0 8 12

na qual X e Y sdo varidveis quantitativas dicotdmicas, o coeficiente de correlacdo linear de Pearson entre X e
Y serd igual a 1/3.

Comentarios:

Para calcular o coeficiente de correlagao linear, vamos comegar calculando a tabela de distribui¢ao conjunta
das variaveis, dividindo os valores pelo total de 50 respostas:

Y
1 0
1 0,44 | 0,16 | 0,60
0 0,16 | 0,24 | 0,40
Total 0,60 | 0,40 | 1,00

Total

X

Vamos primeiro calcular a média de X, considerando as probabilidades marginais indicadas na ultima coluna:
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EX) = Zx xp(kx)=1x0,60+0x0,40 = 0,60
E a média de Y, considerando as probabilidades marginais da varidvel indicadas na ultima linha:
E(Y) = Zy x p(y) = 1 % 0,60 + 0 X 0,40 = 0,60

Para calcular as variancias, vamos calcular o segundo momento central das varidveis, multiplicando o
guadrado dos valores pelas probabilidades marginais correspondentes:

E(X?) = sz x p(x) =12 x 0,60 + 0% x 0,40 = 0,60

E(Y?) = Zyz x p(y) = 12 x 0,60 + 02 x 0,40 = 0,60

Agora, podemos calcular as variancias:
VX)=EX?*» -[E(X)]* = 0,60 — (0,60)% = 0,60 — 0,36 = 0,24
V() =E{? —[E()]* =0,60—(0,60)? = 0,60 — 0,36 = 0,24

Para calcular a covariancia, precisamos de E(X.Y). Para isso, multiplicamos os valores das varidveis pela
probabilidade conjunta correspondente:

E(X.Y)=zx><y><p(x,y)=1><1><O,44-+1><0><0,16+0><1><0,16+O><0><0,24=0,44

Agora, podemos calcular a covariancia:
Cov(X,Y)=EX.Y)—EX)xXE(Y)=044-0,6 0,6 =0,44 — 0,36 = 0,08
Por fim, calculamos o coeficiente de correlacdo:

Cov(X,Y) 008 008 1

P Vo0.JV) V0244024 024 3

Gabarito: Certo

13.  (CESPE/2020 - ME)

E) ?) 1 total (%)
-1 (10| 5|5 20
B 0 (0|60 0 60
1 |10(5 |5 20
total (%)|20[70|10| 100
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Considerando que a tabela precedente mostra o cruzamento de duas variaveis categorizadas A e B, que
foram codificadas em trés niveis numéricos de resposta: -1, 0 e 1, julgue o item que se segue.

A média da varidvel A é negativa.
Comentarios:
Para calcular a média da variavel A, a partir da distribuicao conjunta apresentada na tabela, precisamos das

probabilidades marginais da varidvel, indicadas na ultima linha (total). Com elas, podemos construir a
seguinte tabela da distribuicdo de probabilidade de A:

Al -1]o0] 1
P(A) | 20% | 70% | 10%

Sabendo que a média (ou esperanca) marginal de A corresponde ao produto dos seus valores pelas
respectivas probabilidades marginais, temos:

EX) = Zx X p(x)
E(A)=-1%x02+0x0,7+1x0,1=-0,2+0,1=-0,1
Que, de fato, é negativo.

Gabarito: Certo

14.  (CESPE/2020 — ME)

E) ?) 1 total (%)
-1 (10| 5|5 20
B 0 (0|60(O0 60
1 |10(5 |5 20
total (%)|20[70|10| 100

Considerando que a tabela precedente mostra o cruzamento de duas varidveis categorizadas A e B, que
foram codificadas em trés niveis numéricos de resposta: -1, 0 e 1, julgue o item que se segue.

As modas e as medianas das variaveis A e B sdo iguais a zero.
Comentarios:
Para calcular a moda e a mediana das variaveis, também precisamos das probabilidades marginais.

Na questdo anterior, vimos que a tabela de distribuicdo de probabilidades marginais da variavel A é:
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Al 1] o]
P(A) | 20% | 70% | 10%

Com base nela, podemos observar que a moda de A é igual a 0, porque esse valor esta associado a maior
probabilidade (70%).

A mediana de A também é igual a 0, porque a probabilidade dos valores menores ou iguais a 0 (-1 e 0) é de
pelo menos 50% (no caso, igual a 90%); e a probabilidade dos valores maiores ou iguais a 0 (0 e 1) também
é de pelo menos 50% (no caso, igual a 80%).

Agora, vejamos a distribuicao de probabilidades marginais da varidvel B, conforme os dados indicados na
ultima coluna:

B -1 0 1
P(B) | 20% | 60% | 20%

Com base nessa tabela, podemos observar que a moda de B é igual a 0, porque esse valor esta associado a
maior probabilidade (60%).

A mediana de B também é igual a 0, porque a probabilidade dos valores menores ou iguaisa 0 (-1 e 0) é de
pelo menos 50% (no caso, igual a 80%); e a probabilidade dos valores maiores ou iguaisa 0 (0 e 1) também
é de pelo menos 50% (no caso, igual a 80%).

Assim, as modas e medianas de A e B, de fato, sdo iguais a 0.

Gabarito: Certo

15. (Cebraspe/2018 - EBSERH) Todo paciente que chega a determinado posto hospitalar é
imediatamente avaliado no que se refere a prioridade de atendimento. Suponha que o paciente seja
classificado como “emergente” (Y = 0) ou como “n3ao emergente” (Y = 1), e que as quantidades X, didrias,
de pacientes que chegam a esse posto sigam uma distribuicao de Poisson com média igual a 20.

Considerando que W represente o total diario de pacientes emergentes, de tal sorte que
X . .
PW=wlX=x)= (W) 0,1¥0,9* %, emque0sw<xex20, julgue o item subsequente.

Se, em determinado dia, 10 pacientes forem atendidos nesse posto hospitalar, entdao a probabilidade de se
registrar, entre esses pacientes, exatamente um paciente emergente sera igual a 0,1.

Comentarios:
Sabendo que X representa as quantidades didrias de pacientes que chegam ao posto, entdo, pelos dados

fornecidos no item, temos X = 10. Considerando que W representa o total de pacientes emergentes, entao
a probabilidade de termos W =1 é, de acordo com a fungao de probabilidade fornecida:

P(W =w|X = x) = (":}) 0,1%0,9%~¥
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P(W = 1|X = 10) = (110) 0,1190,910-1

10!
P(W = 11X = 10) = 5,0,1'°0,9° =10 x 0,1'°0,9° = 3,8 x 107*°

Esse é um valor muito pequeno, muito menor que 0,1.

Gabarito: Errado.

16. (Cebraspe/2013 — TRT 172 Regido) No que se refere a distribui¢des discretas, julgue o seguinte item.

n
Para a distribuicdo conjunta P(N =n,X = x) =% X (x) p*(1—p)"* emquen=1,..,6exéuma
contagem, as varidveis N e X s3o dependentes.

Comentarios:

Podemos observar que a variavel X segue uma distribuicdo binomial, com parametros p e N e sabemos que
N pode assumir os valoresn =1, 2, ... 6. Logo, a probabilidade de X = x depende do valor de N.

Por exemplo, a probabilidade P(X = 0) para n = 1 tera probabilidade q = 1 — p e a probabilidade P(X = 0) para
n = 2 terd probabilidade g2.

Ademais, a probabilidade P(X = 6) para n = 6 serd p® enquanto que, para os demais valores de n, a
probabilidade P(X = 6) serd nula. Portanto, temos:

P(X=x|N=n)#P(X =x)
Dessa forma, as varidveis nao sdo independentes.

Gabarito: Certo

17. (Cebraspe/2013 — TRT 172 Regido) Considerando o conceito de distribuicdo de probabilidade, julgue
o item a seguir.

Considere que, em um tribunal, os processos sejam classificados como urgentes (T1) e ndo urgentes (T2) e
gue os ndo urgentes sejam reclassificados como importantes (T2.1) ou ndo importantes (T2.2). Considere-
se, ainda, que a proporc¢ao de processos do tipo T1 seja 0,5 e que, entre os processos do tipo T2, 0,2 sejam
do tipo T2.1 e 0,8 do tipo T2.2. Se X, Y e Z forem, respectivamente, as contagens de processos de tipos T1,
T2.1 e T2.2 em determinado momento, entdo a distribuicdo conjunta de (X, Y, Z) é uma multinomial com
parametros 0,5, 0,1 e 0,4.

Comentarios:
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Considerando que ha mais do que dois resultados possiveis, ndo temos uma distribuicdo binomial, mas sim
uma distribuicao multinomial. Sabendo que X estd associado aos processos urgentes (T1), entdo px=0,5e a
probabilidade dos processos ndo urgentes (T2) éigualal —px=0,5.

Considerando que Y esta associada aos processos ndo urgentes e importantes e que corresponde 0,2 dos
processos nao urgentes, entao py =0,2 x 0,5 = 0,1. Considerando que Z estd associada aos processos nao
urgentes e ndo importantes e que corresponde a 0,8 dos processos nao urgentes, entdo p; =0,8 x0,5=0,4.

Gabarito: Certo

18. (Cebraspe/2013 — CNJ) Uma maquina de café expresso precisa ser reiniciada algumas vezes durante
o dia, devido ao uso excessivo. A tabela abaixo mostra a distribui¢do de probabilidade conjunta do nimero
de vezes que ela é reiniciada na parte da manha (M) e na parte da tarde (T).

0 1 2
0,10 | 0,10 | 0,30
0,04 | 0,06 | 0,12
0,06 | 0,10 X

NHO§
-]

Considerando essa tabela, julgue o préximo item.
O numero médio de vezes que a maquina é reiniciada na parte da manha é inferior a 1.
Comentarios:
O numero médio de vezes que a maquina é reiniciada na parte da manh3d é a esperanca da varidvel
representada nas linhas. Para calculd-la, precisamos do valor de x primeiro. Esse valor pode ser obtido,
considerando que o somatério dos campos da tabela de probabilidade conjunta é 1:

01+01+03+004+006+0,12+0,06+01+x=1

088+x=1
x=0,12

A média pode ser calculado diretamente pela tabela da distribui¢dao conjunta, multiplicando os valores de

probabilidade da tabela pelo respectivo valor da varidvel (que podemos chamar de X), sem termos que
calcular as probabilidades marginais, quais sejam, P(X=0), P(X=1) e P(X = 2):

ECO =) ) xpi)
i J

E(X)=0x014+0x01+0x03+1x%x0,04+1%x006+1x012+2x%x0,06+2x0,1+2x0,12

E(X)=0,224+0,12+0,2+ 0,24 =0,78
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Logo, a média é, de fato, inferior a 1.

Gabarito: Certo.

19. (Cebraspe/2013 — CNJ) Uma maquina de café expresso precisa ser reiniciada algumas vezes durante
o dia, devido ao uso excessivo. A tabela abaixo mostra a distribuicdo de probabilidade conjunta do nimero
de vezes que ela é reiniciada na parte da manha (M) e na parte da tarde (T).

0 1 2
0,10 | 0,10 | 0,30
0,04 | 0,06 | 0,12
0,06 | 0,10 X

NHOE
-

Considerando essa tabela, julgue o préximo item.

O numero de vezes que a maquina é reiniciada na parte da tarde depende do nimero de vezes que ela é
reiniciada pela manha.

Comentarios:

Essa questdo indaga quanto a dependéncia entre as varidveis aleatdrias. Para verificar isso, é importante
calcular as probabilidades marginais, em que X corresponde a manhd e, a tarde.

Sabendo que x = 0,12, como calculamos no item anterior, temos:
P(X=0)=01+0,1+03=0,50
P(X=1)=0,04+0,06+0,12 = 0,22
P(X=2)=0,06+0,1+0,12=10,28
P(Y=0)=0,1+0,04+ 0,06 =0,20
P(Y=1)=0,1+006+0,1=0,26
P(Y=2)=03+0,12+0,12 = 0,54
Se X e Y sdo independentes, entdo o produto das probabilidades sera igual a probabilidade conjunta:
PX=xY=y)=PX=x)XP({Y =Yy)
ParaX=0eY=0,temos P(X =0,Y = 0) = 0,10 e o seguinte produto das probabilidades marginais:
P(X=0)xP(Y=0)=05x%x02=0,10

ParaX=1eY=0,temos P(X =1,Y =0) = 0,04 e:
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P(X=1)xP(Y =0)=0,22x0,20 = 0,044
Como os numeros da tabela apresentam 2 casas decimais, podemos aproximar 0,044 = 0,04.

ComoP(X =1,Y =0)eP(X = 2,Y = 0) seguem a proporcionalidade das probabilidades marginais, entdo
P(X =3,Y = 0) também seguira.

ParaX=0eY=1,temos P(X =0,Y = 1) = 0,10 e o seguinte produto das probabilidades marginais:
PX=0)xP(Y=1)=0,5x%x0,26=0,13

Como 0,13 # 0,10, entdo as varidveis ndo sao independentes, logo, o nimero de vezes em que a maquina
é reiniciada de tarde depende no nimero de vezes em que ela é reiniciada de manha (e vice versa).

Gabarito: Certo.

20. (CESPE/2011 — SEDUC/AM)

Y
X -1 0 1
-1 0 1/5 0 1/5
0 1/5 1/5 1/5 3/5
1 0 1/5 0 1/5
1/5 3/5 1/5 1

Julgue o préoximo item, considerando que o vetor aleatério (X, Y) possui distribuicdo conjunta de
probabilidade conforme o quadro acima.

As varidveis aleatdrias Z=X+Y e W = X — Y sdo dependentes.
Comentarios:

As varidveis aleatdrias Z e W sdo independentes se:
P(Z=zW=w)=P(Z=2)XP(W =w)

SabemosqueZ=X+YeW =X-Y, logo a probabilidade conjunta P(X + Y = z,X — Y = w) exige que ambas
as equacoes sejam atendidas:

X+Y =z

X=Y=w
Somando ambas as equacdes, temos:

2X=z+w
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zZ+w
T2
Sabendo que Y = X — w, entdo:
zZ+w Z—Ww
—T VT
Logo:
P(Z=2z,W =w) =P(X=Z+W,Y=Z_W>
2 2

Podemos, inclusive, dizer que HTW =xe ? =y:

P(Z=zW=w)=PX=x,Y=y)

Logo, se X e Y forem independentes, entdo Z e W também serao.

Pela tabela, observamos que as proporgdes das probabilidades marginais ndo se mantém para as

probabilidades conjuntas, ou seja:
PX=xY=y)#PX =x)xP(Y =y)
Como X e Y sdo dependentes, Z e W também sao.

Gabarito: Certo

21. (CESPE/2011 — SEDUC/AM)

Y
X -1 0 1
-1 0 1/5 0 1/5
0 1/5 1/5 1/5 3/5
1 0 1/5 0 1/5
1/5 3/5 1/5 1

Julgue o préximo item, considerando que o vetor aleatério (X, Y) possui distribuicio conjunta de

probabilidade conforme o quadro acima.
A correlagdo linear entre X e Y é nula; disso se conclui que ambas sdo independentes.

Comentarios:

Sabemos que o fato de a correlagdo linear ser nula ndo implica na independéncia de X e Y, por isso o item

estd errado.

Gabarito: Errado.
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22. (CESPE/2011 — SEDUC/AM)

e " p*(1—-p)»*

PX=xY=y)= (y—x)!x!

=0, 0<x<y, A>0, 0<p<i1

) =

A respeito da distribuicdo conjunta (XY), de varidveis aleatdrias discretas, apresentada acima, julgue os
itens a seguir.

A variancia de X é menor que A.p*
Comentarios:

Pela distribuicdao de probabilidade conjunta, podemos observar que Y segue uma distribuicdo de Poisson
com parametro A:

e Y
PY=y)= )

E que X|Y segue uma distribuicdo Binomial, com parametrospeY = y:

y!

PX=xY =y) = (V)p (1 -p)’~ = peY T

X _ y—x
x p*(1-p)

O produto dessas func¢des de probabilidade, que corresponde a probabilidade conjunta, resulta na férmula
fornecida no enunciado:

PX=xY=y)=PX=x|Y =y)xP(Y =)

y! e )Y

x! (y — x)! (L =p) y!

PX=xY=y)=

e Y. p*.(1—p)¥™™*

PE=xY=y)= x! (y — x)!

A varidncia da distribuicdo binomial, V(X), pode ser calculada por a partir da esperanca e variancia
condicionais:

VX) = E[VXIN] + VIEX|Y)]

Como X|Y é uma distribuicdo binomial, com parametros p e Y =y, entdo a variancia e a esperanga
condicionais sao:

VX|Y) =np.q=Y.p.gq=Y.p.(1—p)
EX|Y)=np=Y.p

Entdo, pelas propriedades da esperanca e da variancia, temos:

VX) =E[Y.p.ql +V[Y.p] =p.(1 — p).E(Y) + p?V(Y)
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Como Y segue uma distribuicdo de Poisson, com parametro 4, entdo E(Y) = V(Y) = A:
VX)) =p.(1=p).A+p*A=p.A—p%A+p21=p.1
Comop < 1, entdop = p*. Logo V(X) = A.p*.

Gabarito: Errado.

23.  (CESPE/2011 - SEDUC/AM)

e " Ap*(1-p)~*
(y—x)!x!

PX=xY=y)= ,y =0, 0<x<y, A >0, 0<p=<1

A respeito da distribuicao conjunta (XY), de varidveis aleatodrias discretas, apresentada acima, julgue o
item a seguir.

O valor esperado de X é negativo.
Comentarios:

No item anterior, vimos que X segue distribuicdao binomial, cujo valor esperado é o produto de 2 parametros
positivos E(X) = n.p, sendo, portanto, positivo. Mas vamos calculd-lo, a partir da esperanca condicional:

E(X) = E[E(X]Y)]
Sabemos que X|Y é uma distribuicdo binomial, com parametrosp e Y = y, logo:
EX|Y)=np=Y.p
E(X) =E[Y.p] =p.E(Y)

Como Y segue uma distribuicdo de Poisson, com parametro 4, entdo E(Y) = A:

E(X)=Ap
ComoA>0,p=>0,entdo E(X) =0

Gabarito: Errado.

24. (CESPE/2010 — DETRAN/ES) Com relagdo a distribuigées conjuntas, julgue o item que se segue.

Se X seguir uma distribuicdo de Bernoulli com parametro P e P seguir uma distribuicdo uniforme continua

= .3
entre 0 e 1, entdo a esperanca de X sera "

Comentarios:
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O item informa que o parametro da distribuicdo de Bernoulli P segue uma distribuicao uniforme continua no
intervalo (0,1).

Assim, a esperanga marginal de X deve ser calculada a partir da esperancga condicional:
E(X) = E[E(X|P)]
Sabendo que X segue distribuicdo de Bernoulli, a sua esperanca é:
E(X|P)=P

Sabendo que P segue distribuicdo uniforme nointerval (0,1), a sua esperanca corresponde a média aritmética
entre os extremos:

_0+1 1
N 2

E(X) = E[P] = —

Logo, a esperancga nao é igual a %.

Gabarito: Errado.

25. (CESPE/2010 — INMETRO) As variaveis discretas X e Y possuem a distribui¢do conjunta na forma:
P(X=x,Y=y)=d(x+2y),emquex€{0,1,2}ey€{0,1,2,3,4}.

Para os casosemque x €{0,1,2}ouy €{0,1,2,3,4},P(X=x,Y=y)=0.

Com base nessas informacgdes, assinale a opgao correta.

a) P(X=2,Y=3)=0,10.

b) d=1/75.

c) As variaveis aleatérias X e Y sdo independentes.

d) P(Xx=>1,Y>3)=7/15.

e) Com respeito a distribuicdo marginal, tem-se que P(X = 0) = 3/75.

Comentarios:

Vamos representar a distribuicdo conjunta pela seguinte tabela:

X\Y 0 1 2 3 4
0 d.(0+2.0)=0 d.(0+2.1)=2d d.(0+2.2)=4d d.(0+2.3)=6d d.(0+2.4)=8d
1 d.(1+2.0)=d d.(1+2.1)=3d d.(1+2.2)=5d d.(1+2.3)=7d d.(1+2.4)=9d
2 | d.(2+2.0)=2d d.(2+2.1)=4d d.(2+2.2)=6d d.(2+2.3)=8d | d.(2+2.4)=10d

Sabemos que a soma de todos os campos é igual a 1, logo:

(]
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O+d+2d+2d+3d+4d+4d+5d+6d+6d+7d+8d+8d+9d+10d=75d =1

d:%

Assim, a resposta é a alternativa B. Porém, vejamos as demais alternativas.

Em relacdo a alternativa A, temos:

8
PX=2Y=3)=8d= —
X=2Y=3)=8d= —

Logo, a alternativa A estd incorreta.
Em relacdo a alternativa C, para que as varidveis sejam independentes, devemos ter:
PX=x,Y=y)=PX=x)XP{Y =y)

ParaX =0eY = 0, por exemplo, temos:

4
P(X=0)=0+2d+4d + 6d +8d = 20d = —

15
P(Y—O)—0+d+2d—3d—3—1
T Y757 25
Logo:
PX—0><PY—0—4><1—4
(X =0)xP(¥ = )_15 25 375

ComoP(X =0,Y =0) =0, entdotemos P(X =0,Y =0) # P(X = 0) X P(Y = 0). Logo, as variaveis ndo
sdo independentes. Assim, a alternativa C esta errada.

Sabendo que P(X = 0) = 14—5, podemos concluir que a alternativa E esta errada.

Em relacdo a alternativa D, temos:

PX>1Y>23)=P(X=1Y=3)+P(X=1Y=4)+P(X=2Y=3)+P(X=2Y =4)

34
P(XZ1,Y23)=7d+9d+8d+10d=34d=ﬁ

Assim, a alternativa D esta errada.

Gabarito: B
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26. (CESPE/2004 - Prefeitura Natal) Em uma unidade de tratamento intensivo (UTI), os pacientes sdo
classificados como -1, 0 e 1, de acordo com a gravidade da situacdo. A tabela abaixo apresenta a
distribuicdao conjunta entre a variavel de classificagdo (X) e a ocorréncia de dbito (Y). Quando ocorre dbito,
Y =1 e, caso contrario, Y = 0.

P(X,Y)
Y
0 1
-1 4/10 0
0 1/10 | 2/10
1 1/10 | 2/10

Com base na situa¢ao acima descrita, julgue o item a seguir.
Se 4 pacientes estdo na UTI, a probabilidade de que 2 sobrevivam é maior que 1/3.

Comentarios:

Para calcular a probabilidade de 2 pacientes sobreviverem, dentre 4, primeiro calculamos a probabilidade
de 1 paciente qualquer sobreviver, que corresponde a probabilidade marginal P(Y = 0):

P(Y=0)= 4+ 1+ 1_2° =0,6

710 10 10 10

A probabilidade de 2 pacientes, dentre 4, sobreviverem é dada pela distribuicao binomial com parametros n
=4ep=0,6:

P(Xgin = k) = () p*q" "

4

2) 0,62 x 0,42

P(Xpin = 2) = (

|

4!
P(Xpin =2) = TR 0,36 X 0,16 = 0,3456

Como esse valor é maior que 1/3 =0,333..., entdo o item esta correto.

Gabarito: Certo.
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QUESTOES COMENTADAS — CEBRASPE

Densidade Conjunta

1. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fun¢io de densidade conjunta do par de variaveis
aleatorias (X,Y), seja dada por

3(1—x?)
fx,y) = 4
0, caso contrario

selx]| <1e0<y<1;

julgue o préximo item.

—2
PUXI<ylY =) =222 emqueo <y < 1.
Comentarios:

O enunciado fornece a funcdo densidade de probabilidade conjunta de X e Y, mas esta ndo depende de Y.

fey) = f(x)

Considerando que X nao depende de Y, entdo a probabilidade condicionada é igual a probabilidade nao
condicionada:

P(X[<ylYy =y) =P(X|<y) =P(-y <X <y)

Essa probabilidade é calculada integrando-se a fungdo f(x,y) = f(x), em relagdo a x, no intervalo [—y, y]:

y y
3(1 — x? 3
P(-y<X<y)= j%dx=z f(l—xz)dx
-y -y

1 Se preferir utilizar a definicdo de probabilidade condicional, sem visualizar que a fungdo densidade conjunta independe de y, o
primeiro passo é calcular a fungdo marginal de y, integrando a fungdo conjunta, em relagdo a x, em todo o intervalo [-1, 1]:

1= = [25 0[] )-36-9)-365 -

A probabilidade condicional de X dado Y f(x|y) é a razdo entre a fungdo densidade conjunta e a fungdo marginal de Y:

3(1 — x?)
fey)  ——a — _301-x%

fo» 1 4

E essa a funcdo (que corresponde a prépria fungdo conjunta) que precisa ser integrada, em relacdo a x, no intervalo [-y, y].

flly) =
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31V 3
P(-y<X<y)=- (x]y [ l ) ([y (=] - l—— D

3 ¥\ 3 2y°
P(—ySXSy)=Z<[y+y]—l%+%l>=z<2y—%>

3(6y—2y*\ 3y—y* y(B-y?
P(—ySXSy)=Z< 3 >= 2 2

Gabarito: Certo

2. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fun¢io de densidade conjunta do par de variaveis
aleatorias (X,Y), seja dada por

3(1 —x3?)
f,y)=""7 selx|<1e0<y<1;

0, caso contrario
julgue o préximo item.
E(X) > 0.
Comentarios:

Na questdo anterior, vimos que a funcdo densidade de probabilidade conjunta ndo depende de Y, ou seja?:

fey) = f(x)

Assim, para calcularmos a esperanca de X, basta multiplicarmos a funcao fornecida por x e integrar em
relacdo a essa variavel em todo o seu intervalo: |[x| <1 - -1 <x < 1.

1 1
E(X)=fx.f(x).dx= fx.@dxzz f(x—x3)dx
21

-1

2 Se n3o visualizar a independéncia da funcdo densidade conjunta em relagdo a y, podemos calcular a funcdo marginal de X,
integrando a fungdo conjunta, em relagdo a y (como se x fosse constante), em todo o intervalo [0, 1]:

131—2 31—21 3(1 — x2 3(1 — x?
f(x):jf(x,y)dy:j ( 4x) = ( 4x)fdy:w1 —w
0

E essa a funcdo (que corresponde a prépria funcdo conjunta) que precisa ser multiplicada por x e integrada em rela¢do a essa
variavel, em seu intervalo [-1, 1], para calcular a sua esperanca.
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3(1x2]" x4 3/[12 (-D?] [1* (-D*
E<X>=z([7]_1‘_zl_l)=z<7‘ 2 l‘z‘ 7 D

o033 -2 =So-0=

Ou seja, a esperanca é igual a zero, e ndo maior.

Gabarito: Errado

3. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fun¢io de densidade conjunta do par de variaveis
aleatdrias (X,Y), seja dada por

3(1—x?)
fx,y) = 4
0, caso contrario

selx]| <1e0<y<1;

julgue o proximo item.

Var(Y) = —

12"
Comentarios:

Esse item pede a variancia de Y. Para isso, o primeiro passo é encontrar a funcdo densidade de Y, integrando
a fung¢do densidade conjunta dada no enunciado, em relagdo a x, em seu intervalo [—1,1]:

1

fo) = f £, y).dx = f

-1

3 X3 1 3 13 (_1)3
! (”:ZO"““[?I_):Z<“‘<—1>]— )

=3 -3 -36-) -3

Portanto, Y segue distribuicdo uniforme no intervalo [0, 1]. A variancia dessa distribuicdao é dada por:

1

3(1 — x?) 3 5

de—z f(l—x )dx
1

b—a) (1-02% 1
var(r) = 12a) - 12) 12

Gabarito: Certo
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4. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fungio de densidade conjunta do par de variaveis
aleatorias (X,Y), seja dada por

3(1 —x3?)
f(x,y) = 4
0, caso contrario

selx|<1e0<y<1;

julgue o préximo item.
PY=yllX|<y)=y,emque0<y<1
Comentarios:

Neste item, o enunciado pede a probabilidade de Y = y, dado que |X| < y. Por se tratar de uma variavel
continua, a probabilidade de ela assumir um valor especifico (no caso, y), é igual a zero®.

Gabarito: Errado

5. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fun¢io de densidade conjunta do par de variaveis
aleatorias (X,Y), seja dada por

3(1—x?)
fx,y) = 4
0, caso contrario

selx]| <1e0<y<1;

julgue o préximo item.
A correlagdo linear entre as varidveis é positiva.
Comentarios:

Nas questdes anteriores, vimos que f(x,y) = f(x) eque f(y) = 1. Assim, o produto das fung¢des densidade
de probabilidade f(x) X f(y) corresponde a prépria fungao densidade conjunta:

fXf@)=fy)x1=[f(xy)

Assim, podemos concluir que as varidveis sdao independentes. Para varidveis independentes, a correlagao
linear é nula.

Gabarito: Errado

3 para calcular P(Y = y||X| < y), sem considerar isso, integrariamos a fungdo condicional f (y|x) no intervalo [y, y]. Como o limite
superior da integragdo é igual ao limite inferior, quando aplicassemos os limites, a diferenca seria igual a zero.
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6. (CESPE/2022 — TRT/82 Regido) Considerando que a distribuicdo conjunta entre duas variaveis
aleatdrias continuas X e Y é dada pela expressao

8x
foy) = =2+

se (x,y) €[0,1]x[0,1] e f(x,y) =0, se (x,y) & [0,1] X [0, 1], a probabilidade P(X + Y > 1) é igual
a

a) 2/9

b) 7/36

c) 29/36

d) 1/2

e)7/9
Comentirios:

Sabendo que X assume valores no intervalo [0,1] e que Y assume valores no intervalo [0,1], a regido em que
X +Y > 1 estd indicada a seguir:

VX

Assim, para calcular a probabilidade P(X +Y > 1), integramos a fungdo no intervalo que corresponde a
essa regido,emque yvariadeOalexvariade 1—yal:

1 1

8xy
PX+Y>1) =f f(T+x2)dxdy
0 1-y

Calculando primeira a integral interna, em relagao a x, temos:

1
2 X3

1

8y 2) 8y x 4y 1

hicd de = |25+ =2 [12-(1-y?+2[13-(1—-y)°
[(Zxsr)ax=| ) M 1 G G2 A T Rt CR
1%y

Vamos calcular (1 — y)3, sabendo que (1 —y)? =1 — 2y + y2:

1-yP=0-».1-2y+y)=1-2y+y*—y+2y —y>=1-3y+3y*—-y3
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Assim, o resultado da integral interna é:

1
=[1-(1-3y+3y*—y?)]

1
4
f =+ x? x=%[1—(1—2y+y2)]+

3|
1-y
1
8 4 1
f(?yx+x2>dx=?y[2y—y2]+§[3y—3)’2+3’3)]
1=y
1
8 . 4. 3 3 _ 1 5
f —X+x dx=gy* =gy +gy -y +ayi=y+ayi—y’
1=y

Agora, calculamos a integral externa, em relagdao a y:

5 yz 5 y3 y41
P<X+Y>1>=f(y+—y2-y3)dy=[—+-.___
o 3 2 3 3 4 o

1 5 1 1 5 1 184+20—-9 29
PX+Y>1D)==-(12-0+-(13-03-—-(1*-0Y=-4+--""=——"""+————=—
X+ ) 2( )+9( ) 4( ) 2+9 4 36 36
Gabarito: C
7. (Cebraspe/2021 — PF) Considere que X e Y sejam variaveis aleatérias continuas que se distribuem

conjuntamente conforme a fungao de densidade.
fy)=x+y,

Naqual0<x<leO<y<1.

Com base nessas informacdes, julgue o item seguinte.

X e Y sdo variaveis aleatédrias independentes.

Comentarios:

Duas varidveis continuas sdo independentes quando a fung¢do densidade de probabilidade conjunta, f(x,y),
é o produto das func¢des densidade de probabilidade marginal das varidveis:

f,y)=fl)x f(y)

Ou seja, precisamos calcular as funcbes densidade de probabilidade marginal das varidveis. A funcdo
marginal de x é dada por:

a BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 143

, www.estrategiaconcursos.com.br 182



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

fG) = f (e y).dy

Aqui, estamos integrando em relagdo a y, ou seja, x é considerada constante. Calculando a integral, sem
considerar os limites, temos:

1+1 2

_ Y-
1+1 Yt

f(x+y).dy=fx.dy+fy.dy=x.y+

Aplicando os limites, 0 < y < 1, temos:
1

12 02 1
f(x)=j(x+y).dy=x><1+?— x><0+? =x+§
0

A fungao marginal de y é dada por:

fo) = j f(,y).dx

Ou seja, temos uma integral em relagdo a x, em que consideramos y constante. Calculando a integral, sem
considerar os limites, temos:

1+1 x2

1+1+y.x=7+y.x

j(x+y).dx=jx.dx+jy.dx=

Aplicando os limites, 0 < x < 1, temos:

1
12 02 1
f(Y)=f(X+y).dy= 7+y_1_ 7_|_y_0 =E+y
0

O produto das fun¢des marginais é:

1 1 1 1

f(x)xf()—(x+l)x(1+ )——x+x +—+t-sy=xy+s(x+ )+1
Y)= 2) " \27Y) 73 YTy Ay Ty Ty

Podemos observar que essa funcao é diferente da funcdo densidade conjunta fornecida. Por esse motivo, as
varidveis nao sao independentes.

Gabarito: Errado.
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8. (Cebraspe/2021 — PF) Considere que X e Y sejam variaveis aleatérias continuas que se distribuem
conjuntamente conforme a fung¢do de densidade.

f,y)=x+y,
Naqual0<x<leO<y<1.
Com base nessas informacgoes, julgue o item seguinte.
Y é uma variavel uniforme no intervalo (0,1)
Comentarios:

Na questdo anterior, calculamos que a funcdo densidade marginal de y é:

_1
f()’)—z‘l'y

Ou seja, quandoy = 0 afungdo é f(y) = %e quandoy = lafungdoé f(y) = % + 1. Logo, o valor da fungdo
varia, ndo sendo, portanto, uniforme.

Gabarito: Errado.

9. (Cebraspe/2021 — PF) Considere que X e Y sejam variaveis aleatdrias continuas que se distribuem
conjuntamente conforme a fung¢do de densidade.

fxy)=x+y,
Naqual0<x<leO<y<1.
Com base nessas informacgoes, julgue o item seguinte.
1 14
E(x+yix=3)=2

Comentarios:

x . . - 1 .
A questdo estd pedindo pela esperanga de Y condicionada a X = p Antes de entrar nos calculos, podemos
aplicar a propriedade aditiva da integral para facilitar as nossas contas:

1 1 1
E(x+vix==)=E(x|x=2)+E(v|x==
(x4vix=3) =g (xiw=3)+5(rir=3)

Sabendo que X = %, aesperancade X é E (X|X = %) = %
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E(X+YX—1)—1+E(YX—1>
| 2) 2 | 2

A esperancadeY, E (Y|X = %) é dada por:

E(Y|X = x) =f y.fIX =x).dy

Em que f(y|x) é afuncdo densidade de Y condicionada a X, que é a razdo entre a fungdo densidade conjunta
e a fungdo marginal de x:

f(xy)

fOX=x=232%

Ja calculamos f(x) = x + %, entdo, ovalorde f(X = %) é:
(r=D)=lilo
F\&=3)=3%3~

~ - 1,
Portanto, a funcdo de Y condicionadaa X = €&

1
X = —) = = —
f (yl > T =3ty
Agora, podemos calcular a esperanga de Y condicionadaa X = %:

1 T 1 11 5
E(Y|X=§)=fy.(§+y).dy=f (E.y+y).dy
0 0

Calculando as integrais em separado, sem considerar os limites, temos:

1 1 y1+1 1 y2 y2
—.y.dy ==X =—X—=—
j y-dy =3 2772

2 1+1 4
2+1 3
2 _ Yy _r
fy'dy_2+1 3

Juntando as expressoes, temos:

Aplicando os limites, temos:

E(YX—l)—J1<1 N Z)d _12_|_13 02_|_O3 344 7
X=32)=], Fy+y)y="4+73 BEVAE
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Por fim, somamos E (X|X = %) = % para obter E (X +Y|X = %)

1y 1 1y 6+7 13
E<X+Y|X=E>=—+E(Y|X=§>=——

2 12 12

O resultado é diferente de %‘

Gabarito: Errado.

10. (CESPE/2020 — TJ/PA) Uma distribui¢ao condicional é dada por
PX=x]Y=y)=y*1-y)1™*,emquex=0oux=1e0<y<1.

Considerando-se que Y segue uma distribuicdo continua no intervalo [0, 1], é correto afirmar, a respeito
da distribuigdo condicional Y|X = x, que E(Y|X = x) é igual a:
3 3
b) 1,z
2 2

c)_i + z.

d) 3.

e)%

Comentarios:

O enunciado fornece a funcdo de distribuicdo de probabilidade condicional de X dado Y = y; e pede a

esperanca da distribuicdo condicional de Y dado X = x, invertendo assim os eventos a priori e a posteriori.

A partir da fungdo de distribuicdo fornecida, podemos calcular a funcdo densidade conjunta das variaveis:
fGy) =PX =x|Y =y) X f(y)

Sabendo que P(X = x|Y = y) = y*(1 — y)1™ e que Y segue distribuicdo uniforme no intervalo [0, 1], ou
seja, f(y) = 1, entdo a fungdo densidade conjunta é:

f,)=PX =x|Y =) xf(y) = y* A -y)'"*x1=y*A-y)'*

Para calcular a funcdo densidade condicional de Y dado X = x, dividimos a funcdo conjunta pela funcdo
marginal de X = x:

fxy)

O =52
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Por sua vez, a funcdo marginal de X = x é calculada integrando-se a func¢do conjunta, em relacdo a y, em todo
o seu intervalo [0, 1]:

1

PO =) = [ fady = [y = yy.dy
0

0

Assim, a fun¢do densidade condicional de Y dado X = x é dada por:

y*(1—y)'*
1
Jo y*(1 = y)i=*.dy

flx) =

Aqui, temos uma distribuic3o beta f(y) = =11 — y)A~1 em que:

_1
B@p)”

o x=a—1,logoa=x+1;
e 1—x=f—-1,logof=2—x;e

o fol y*(1 — y)17*.dy corresponde a constante de normaliza¢do B(a, f3).

A média dessa distribuigdo é:

E(Y) = _ x+1 _x+1_1+x
T a+pf x+1+2-x 3 3 3
Gabarito: A
11. (CESPE/2010 — MPU) Uma corporagdo é formada por uma empresa de minera¢do e uma empresa

petrolifera. Considere que X represente as despesas mensais, em milhdes de reais, com a recuperagao de
danos ao meio ambiente causados pela empresa de mineragao e que Y represente as despesas mensais,
também em milhdes de reais, com a recuperagao de danos ambientais causados pela empresa petrolifera.
Considere, ainda, que X e Y sejam varidveis aleatdrias cuja distribuicao conjunta é dada por

flx,y) = %,emque0<x<4e0<y<5.

Com base nessas informacgoes, julgue o proximo item.

A equacdo matemadtica que descreve o valor esperado de X em funcdo de Y depende unicamente dey.
Comentarios:

A equacdo que descreve o valor esperados de X em funcdo de Y corresponde a esperanca condicional de X
dado Y, denotada por E(X|Y =y). Ela pode ser calculada por:

mmy=w=f x.f(xly).dx

Em que f(x|y) é afungdo densidade condicional de X dado Y =y. Essa fungdo, por sua vez, pode ser calculada
a partir da fungdo densidade conjunta f (x, y) fornecida no enunciado:
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f(xy)

fxly) = o)

Em que o denominador é a fungdo densidade marginal de Y, a qual também pode ser calculada a partir da
fungdo densidade conjunta:

fo) = f (G y).dx

Portanto, a esperancga condicional pode ser calculada a partir das informag¢des do enunciado. Por ser uma
integral em relacdo a x, essa variavel serd substituida ao aplicarmos os limites da integral (no caso, 0 < x < 4).
Logo, a esperanca condicional de X dado Y =y, de fato, é uma funcdo que depende unicamente dey.

Gabarito: Certo.

12. (CESPE/2010 — MPU) Uma corporagdo é formada por uma empresa de minera¢do e uma empresa
petrolifera. Considere que X represente as despesas mensais, em milhGes de reais, com a recuperagao de
danos ao meio ambiente causados pela empresa de mineragao e que Y represente as despesas mensais,
também em milhGes de reais, com a recuperac¢ido de danos ambientais causados pela empresa petrolifera.
Considere, ainda, que X e Y sejam varidveis aleatdrias cuja distribuicao conjunta é dada por

xy
flx,y) = 5 €MQque0<x<4e0<y<5.
Com base nessas informacgoes, julgue o proximo item.
O valor esperado de Y é superior a 2,5 milhdes de reais.

Comentarios:

Podemos calcular o valor esperado de Y a partir da sua funcdo densidade, dada por:

f) = j:f(x, y).dx
O enunciado informa que f(x,y) = % e que 0<x< 4, logo:
4 16 1
r0)= [ pear =2l ] )=y =—y
E a esperanca marginal de Y é:
o) = [ vsoray

Sabendo que f(y) = %y eque 0<y<5,temos:
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5

1 1[y3° 1 125
E(Y) = _yZdyzﬁl?l =— (53—03) =—=3,5
0

o 12 36° 36

Que é superior a 2,5.

Gabarito: Certo.

13. (CESPE/2010 — DETRAN/ES) Com relagdo a distribuig6es conjuntas, julgue o item que se segue.

Caso a funcdo de densidade conjunta de X e Y seja dada por F(x,y) = Ay.exp(-y(A +x)),y 20, entdo X eY serdo
independentes.

Comentarios:

O item informa que a fun¢do densidade conjuntade Xe Y é:
flx,y) = Ay.e YA+»), comy >0
Podemos observar que temos duas distribuicdes exponenciais:
fO) =2eV
fGxly) =y.e™*

O produto dessas fun¢bes densidade, que corresponde a densidade conjunta, resulta na férmula descrita no
item:

fe,y) =fE) X f) =y.e ¥ xAe ™ =Ly e YA

Pela fungdo densidade f(x|y) = y.e ¥, observamos que X é uma variavel exponencial com parametro y
(por isso, o item mencionou y = 0). Logo, a variavel X depende de Y, isto é, X e Y ndo sdo independentes.

Gabarito: Errado.
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QUESTOES COMENTADAS — CEBRASPE

Transformacao de Variaveis

1. (Cebraspe/2023 - TJ/ES) Uma amostra aleatdéria simples de tamanho n é retirada de uma

distribuicdao exponencial X com a func¢do de densidade de probabilidade representada a seguir.

_ (5e75%, sex > 0}
f0 = {0, sex<O0

Representando essa amostra aleatdria simples com X5, ..., X,,, julgue o item subsequente.

A varidvel D = e~>X segue distribuicdo uniforme no intervalo [0, 1].

Comentarios:

Vamos resolver essa questdo pelo método da Fungdo de Distribuicao.

O primeiro passo é inverter a fun¢do D = e ~>X. Para isso, vamos aplicar o logaritmo natural:
InD =Ine 3%

InD = —-5X
InD
5

X & decrescente (quanto maior o valor de X, menor o valor de D), a funcdo de

Como a fungdo D = e~ >
distribuicdo de D é dada por:

Fp(d) = 1 — Fx[h™(x)]
Sabendo que x segue distribuicdo exponencial com parametro 5, a sua func¢do de distribuicdo acumulada é:

Fxy(x) =1—e™5*

. Ind ~
Aplicando x = — — hessa funcdo, temos:

_5(_ln_d)
Fy[h'(x)]=1-e 5/=1—-eMd=1-4d

E a funcdo de distribuicao de D é:
Fp(d) =1-F[h'(0)]=1-(1-4d)=d

A derivadade F(d) = d é f(d) = 1, que corresponde a fungdo densidade de probabilidade de uma variavel

uniforme no intervalo (0,1).

Gabarito: Certo
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2. (Cebraspe/2023 - TJ/ES) Uma amostra aleatéria simples de tamanho n é retirada de uma

distribuicdao exponencial X com a func¢do de densidade de probabilidade representada a seguir.

5e 5%, sex > 0}
f0 = { 0, sex<O0

Representando essa amostra aleatdria simples com X5, ..., X,,, julgue o item subsequente.

A seguir, é apresentada a funcdo densidade da varidvel W = 5X.

Fw) = {g,e_Wl sew = 0}

sew <0

Comentarios:

Nessa questdo, vamos utilizar o método Jacobiano para calcular a fungao densidade de probabilidade de w:

o) = sl o[22
O primeiro passo é inverter W = 5X:
X = 1W
5
Que corresponde a fun¢do h™1(w). A sua derivada é:
dh~1(w) 1
dw 5

. . 1 ~ .
Em seguida, aplicamos x = Swna fungdo densidade de x:

fIh 1 w)] = 5e75(5%) = 5w

Por fim, a funcdo densidade de w corresponde ao produto:

1
fww) = 5e‘W.§ =e W

Que é diferente do que consta no item.

Gabarito: Errado.

3. (Cebraspe/2022 — TRT/82 Regido) Se X e Y forem duas variaveis aleatdrias independentes tais que
X~Bernoulli(p = 0,8) e Y~Binomial(n = 3,p = 0,8), entdo P(X* + Y = 1) éigual a

a) 0,0064
b) 0,0256
c) 0,0512
d) 0,1024

e) 0,4096
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Comentarios:

Sabemos que X segue distribuicao de Bernoulli, com probabilidade de sucesso p = 0,8, assim temos X = 0,
com probabilidade q=1-p=0,2 e X=1 com probabilidade p = 0,8. Assim, a distribuicdo de X* é:

X x4 p
0*=0 0,2
14=1 0,8

E sabemos que Y segue distribuicao binomial, com n =3 e p = 0,8, podendo assumir os valoresY=0,Y =1,
Y=2eY=3.

Desse modo, para obtermos X*+Y =1, é necessariotermosX*=1eY=0ouX*=1eY=0.
No primeiro caso, sabemos que P(X*=1) = 0,8 e que a P(Y = 0) é dada por:
P(Y=0)=0C3¢%x08°%0,2%=1x1x0,2%=0,23
E a probabilidade da intersecdo é:
P(X*=1,Y=0)=0,8x0,23
Em relacdo ao segundo caso, sabemos que P(X*=0) =0,2 e que a P(Y = 1) é dada por:
P(Y=1) = (3, %08 x0,22 =3x0,8 % 0,22
E a probabilidade da intersecao é:
P(X*=0,Y=1)=02x3x%x08x0,22=3x%x0,8x0,23
Por serem eventos mutuamente excludentes, a probabilidade da unido é a soma:
PX*+Y=1)=PX*=1Y=0+PX*=0,Y=1)
PX*+Y=1)=08x02®+3x%x08x0,22=4x0,8x0,22=0,0256

Gabarito: B

4. (CEBRASPE/2021 — MIJSP) Considerando que X representa uma variavel aleatéria continua cuja
fungdo de densidade de probabilidade é f(x) = exp(—nxz), na qual x € R e it é constante matematica,

julgue o seguinte item.
SeY = mX?, entdo Y segue distribuicdo exponencial.
Comentarios:

Essa questdo trabalha com a transformacdo de varidveis, porque apresenta a funcdo densidade de
probabilidade da variavel X, bem como a relacdo entre Y e X, e pede a funcdo densidade da varidvel Y.
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Para transformar uma func¢do densidade em outra, vamos utilizar o método Jacobiano. O primeiro passo é
encontrar a relagdo inversa h™1(y), isolando X narelacio Y = mX?:

Y
Y=nX?->X=4 |-
T

. Y . . N ~
Observe que a relacdo inversa X = i\]; nado atende a definicdo de funcdo, porque para um mesmo valor de

X existe mais de um valor de Y. Isso ocorre porque a relagdo original Y = mwX? nao é biunivoca para x € R.

Por isso, vamos precisar separar essa relagao inversa em duas fungdes:

hit(y) =\E
hy'(y) = —\/%

Agora, vamos derivar a primeira funcao:

dnii(y) _ ¢ @] —05.(%) " =05 (5)0'5 = 05.

T
dy dy U y y

Como essa funcdo é necessariamente positiva, o seu modulo é ela mesma.

Em relagdo a segunda funcgao, a sua derivada é —0,5.\]% e o seu médulo é 0,5.\/%, igual ao da derivada da

primeira fungao.

—TTX

Agora, utilizamos a fungdo densidade de x fornecida fy(x) = e * e substituimos x por cada uma das

funcdes. Em relagdo a primeira fungio hi1(y) = \E, temos:

fx[hT* )] = e_n< E) _ Y

I

®
|
<

Em relagdo a segunda fungdo h;1(y) = —\/Z também temos:

TE'

fxlhz* ] = e_n<_ %> .

E a funcdo densidade de Y é dada por:
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dh;*(y)
dy

frlyl =e™ x0,5. E+e-3’><0,5_ L (L
y y y

Que nao corresponde a distribuicdo exponencial.

dhi*(y)
dy

frlyl = fx[h7* ()] ‘ + fx[hz ' (¥)] x ‘

Gabarito: Errado

5. (CEBRASPE/2020 - TJ/PA) A fungdo de densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria
continua X é expressa por:

e—2Vx

& sex = 0}

0, sex<O0

fx(x) =

Se Y = /X, entdo a fungdo de densidade da varidvel Y para y > 0 é expressa por:
a) fr(y) =y te™?.

b) fr(y) = 2e7%.

o fr (y) =y 2e "

d) fy(y) = 2ye™?.

e) fy(y) =e™ .

Comentarios:

A questdo informa a funcdo densidade da varidvel X, bem como a relagdo entre as varidveis Y e X, e pede a
funcdo densidade da varidvel Y.

Para responder essa questdo, vamos utilizar o método Jacobiano de transformacdo de varidveis, para
transformar a fungdo densidade de X na func¢do densidade de Y:

I dh™(y)
frlyl = fx[h* O] ‘d—y‘

O primeiro passo é encontrar a relagdo inversa h™1(y), isolando X narelagio Y = VX:
Y =VX - X =Y?

Agora, derivamos h™1(y) = y?:
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dh™'(y) dy?

2
dy dy Y

Comoy = 0, entdo 2y = 0, ou seja, 0 mdédulo dessa fungdo é ela proépria.

Agora, utilizamos a fung3o densidade de x fornecida e substituimos x por h~1(y) = y?2:

e~ 22 o2y

fx[h (] = N

Por fim, multiplicamos ambos os resultados:

frlyl = X 2y =2e”%

Gabarito: B

6. (CEBRASPE/2016 — TCE/PA) Considerando que, em um circuito elétrico, a corrente | siga uma
distribuicdo uniforme no intervalo (0,1) e que a poténcia W desse circuito seja expressa por W = |2, julgue

o item a seguir relativo as transformacgodes de varidveis.
A funcdo de distribuicdo acumulada de W é F(w) = P(W <w) =w?,emque 0<w<1.
Comentarios:

Essa questdo trabalha com a transformacdo de varidveis aleatérias, pois define a varidvel W em relagdo a
variavel [:

W =1I?
Como o item pede a funcdo de distribuicdo acumulada, vamos utilizar o método da funcdo de distribuicao.

Para isso, devemos primeiro inverter a fungdo W = I?, para encontrar a relagdo da varidvel I em fung3o da
variavel W:

W=1->1=VvW

Em seguida, precisamos da funcdo de distribuicdo acumulada da varidvel I. Por se tratar de uma funcdo
uniforme no intervalo (0, 1), a sua funcdo densidade é:

_ 1
JO=y—G=1=0" !

A sua fungdo de distribuicdo acumulada é a integral desse resultado:
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i

F(i):fmi:i

0

Por fim, substituimos a relacdo i = v/w nessa funcdo de distribuicdo acumulada:
F(w) =+Vw
Essa é a fung3o de distribui¢do acumulada de w (e ndo w?).

Gabarito: Errado

7. (CEBRASPE/2016 — TCE/PA) Considerando que, em um circuito elétrico, a corrente | siga uma
distribui¢do uniforme no intervalo (0,1) e que a poténcia W desse circuito seja expressa por W = I2, julgue
o item a seguir relativo as transformacgodes de varidveis.

Nesse circuito, a poténcia esperada é igual a 1/3.
Comentarios:
Para calcular a poténcia esperada, isto é, o valor esperado da varidvel W, precisamos da sua funcao

densidade de probabilidade. Para isso, vamos derivar a funcdo de distribui¢do acumulada F(w) = vw, que
calculamos na questdo anterior:

dF(w) _d(w) _ d(w®)

_ -0,5
dw dw dw 0,5.w

fw) =

Agora, multiplicamos essa fung¢ao por w e integramos no intervalo da variavel w.

Wmax Wmax 1,51Wmax
EW) = f w.0,5.w % dw = 0,5[ w5 dw = 0,5. [1—Sl

Wmin Wmin Wmin
Agora, precisamos do intervalo de w. Sabendo que w = i? e que o intervalode i é (0, 1), entdo:
Wnin = 02 =0

Whax = 12 =1

Agora, podemos calcular a esperanca de W:

0,5 1 1
EW)=—@1w¥-0"¥)==x1=<
W) 15 ( ) 3 3
Gabarito: Certo.
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8. (CEBRASPE/2016 — TCE/PA) Considerando que, em um circuito elétrico, a corrente | siga uma
distribui¢do uniforme no intervalo (0,1) e que a poténcia W desse circuito seja expressa por W = I, julgue

o item a seguir relativo as transformacoes de variaveis.
A variancia de W é maior que 0,10.
Comentarios:

Para calcular a varidncia de W, precisamos de E(W?2). Para isso, multiplicamos a fun¢do densidade de W/,
que calculamos na quest3o anterior f(w) = 0,5.w~%5, por w2, no intervalo (0, 1):

1 1
E(W?) =f w2.0,5.w %5 dw = (),5_.[ wls dw
0 0

2,511
' 0,5 1 1
=—(12'5—02'5) =§X1 =

w
2\ — —
sy =05 1] -2 5

Para calcular a variancia, subtraimos desse resultado o quadrado da média, que calculamos na questdo

anterior E(W) = %:

v(w) = EW?) — [EW)]?

2

vy 1 (1) 1 1 9-5 4 0.089

5 \3/ 5 9 45 45 7

Logo, a variancia é menor que 0,1.

Gabarito: Errado.

a BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (P6s-Edital) 158
, www.estrategiaconcursos.com.br 182




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

QUESTOES COMENTADAS — CEBRASPE

Multinomial

1. (Cebraspe/2013 — TRT 172 Regido) Considerando o conceito de distribui¢gdo de probabilidade, julgue
o item a seguir.

Considere que, em um tribunal, os processos sejam classificados como urgentes (T1) e ndo urgentes (T2) e
gue os ndo urgentes sejam reclassificados como importantes (T2.1) ou ndo importantes (T2.2). Considere-
se, ainda, que a proporc¢do de processos do tipo T1 seja 0,5 e que, entre os processos do tipo T2, 0,2 sejam
do tipo T2.1 e 0,8 do tipo T2.2. Se X, Y e Z forem, respectivamente, as contagens de processos de tipos T1,
T2.1 e T2.2 em determinado momento, entdo a distribuicdo conjunta de (X, Y, Z) € uma multinomial com
parametros 0,5, 0,1 e 0,4.

Comentarios:

Considerando que ha mais do que dois resultados possiveis, ndo temos uma distribuicdao binomial, mas sim
uma distribuicdo multinomial. Sabendo que X estd associado aos processos urgentes (T1), entdo px=0,5¢e a
probabilidade dos processos nao urgentes (T2) é iguala 1 —px=0,5.

Considerando que Y esta associada aos processos ndo urgentes e importantes e que corresponde 0,2 dos
processos nao urgentes, entdao py = 0,2 x 0,5 = 0,1. Considerando que Z estd associada aos processos nao
urgentes e nao importantes e que corresponde a 0,8 dos processos nao urgentes, entao p;=0,8x0,5=0,4.

Gabarito: Certo

2. (Cebraspe/2021 — ALE/CE) Um semaforo é composto por trés circulos de luzes coloridas: vermelho,
amarelo e verde. Do funcionamento desse semaforo, o sinal vermelho representa 40% do tempo, o sinal
verde representa 50% do tempo e o sinal amarelo corresponde a 10% do tempo. O semaforo funciona de
modo ininterrupto e ndo é possivel que ele indique mais de um sinal ao mesmo tempo.

Caso um veiculo passe 10 vezes por esse semaforo, de forma aleatdria, a probabilidade de o veiculo se
deparar, exatamente, com 4 sinais vermelhos, 5 sinais verdes e 1 sinal amarelo é igual a

a) 0,02

b) 0,42

¢) 0,1008
d) 0,00008
e) 0,15685

Comentarios:
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Considerando que existem 3 possibilidades de cores de luz no semaforo e que o veiculo vai passar 10 vezes
pelo semaforo, de modo que os resultados (cor da luz observada) sdo independentes entre si, entdo temos
uma distribuicdo multinomial com 3 categorias. Nessa situagao, a probabilidade é dada por:

N!

P (Mym, Ny g, Nam) = , , T X (Prm)™™ X (Dya)™e X (Pam) ™4™
Nym! Mya! Nam!

O enunciado informa que:

e Osinal vermelho representa 40% do tempo: py,,, = 0,4;
e Osinal verde representa 50% do tempo: pyq = 0,5;
e Osinal amarelo representa 10% do tempo: pg,m,m, = 0,1;

e O veiculo vai passar 10 vezes pelo semaforo: N = 10
E pede a probabilidade de obter:

e 4sinais vermelhos: ny,, = 4
e Ssinaisverdes: ny; =5

e 1lsinalamarelo:nyg, =1

Substituindo esses dados na férmula, temos:

|

4!5!1!

p(4,51) = x (0,4)* x (0,5)5 x (0,1)*

Calculando essa férmula em separado, temos:

10! _10><9><8><7x6><5!_10><9><8><7x6
415111 415!11! T 4x3x2x1

(0,4)* x (0,5)% x (0,1) = 0,0256 x 0,03125 x 0,1 = 0,00008

=10x9x2x7=1260

E a probabilidade é o produto:
p(4,5,1) = 1260 x 0,00008 = 0,1008

Observacio: O produto (0,4)* x (0,5)° x (0,1)* = 0,00008 corresponde a probabilidade de obter os 4
sinais vermelhos, 5 verdes e 1 amarelo em determinada ordem. Para calcular a probabilidade de obter esse

resultado em qualquer ordem, precisamos multiplicar pelo nimero de maneiras de reordenar esses

. . 10! 10! .
resultados. Por isso, multiplicamos esse produto por 2o = aer due pode ser compreendido como a

permutac¢ao de 10 sinais com repeti¢cdao de 4 verdes e de 5 vermelhos.

Gabarito: C
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LISTA DE QUESTOES — CEBRASPE

Momentos

1. (Cebraspe/2013 — Agente Nacional de Transportes Terrestres) Considere que a fungdo geradora de
momentos de uma varidvel aleatéria discreta X seja dada pela relagdo Mx(q) = (0,8 + 0,2e9)?, em que q €
R. Com base nessas informagdées, julgue o item a seguir.

A probabilidade de ocorréncia do evento [X = 0] é igual a 0,64.

2. (CESPE/2012 - TJ-RO) Na sequéncia {Xi, Xz, ..., Xn}, de variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas, cada variavel possui a fun¢do geradora de momentos na forma Y (t) = pe' + 1
- p, para 0 < p <1. Com base nessas informagdes, assinale a opg¢ao correta.

a) Independentemente do valor de p, a distribuicdo da soma de {X1, Xz, ..., Xn} serd sempre simétrica.

b) A variancia dessa varidvel aleatéria é igual a sua média.

c) A variavel aleatoria é continua.

d) A variancia dessa variavel aleatéria é maior que a sua média.

e) A funcdo geradora de momentos da soma dessas variaveis é dada por Ps(t) = (pet+1—p)", 0<p< 1.

3. (CESPE/2009 — TRT-ES) Considere que Y seja uma variavel aleatéria de Bernoulli com parametro p,
em que p é a probabilidade de uma acao judicial trabalhista ser julgada improcedente. De uma amostra
aleatodria simples de 1.600 acdes judiciais trabalhistas, uma seguradora observou que, em média, 20%
dessas acoes foram julgadas improcedentes.

Com base nessa situagao hipotética, julgue os préximos itens.

A estimativa de maxima verossimilhanca para a funcgdo geratriz de momentos de Y é igual a 0,2 + 0,8exp(t),
em que t é um numero real e exp(.) denota a fungdo exponencial.

4, (Cebraspe/2013 — Estatistico FUB) Considerando o coeficiente de assimetria que se define pelo
terceiro momento central, é correto afirmar que a distribuicao de Poisson exibe assimetria positiva.

5. (CESPE/2011 - Estatistico FUB) Considerando-se duas varidveis aleatérias continuas X e Y, em que
X tem fung¢ao de densidade arbitraria f com funcdo geradora de momentos M(t) e Y = exp(X), julgue o
préximo item.

E(Y) = M(1)
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GABARITO

1. CERTO 3. ERRADO 5. CERTO
2. LETRAE 4. CERTO
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LISTA DE QUESTOES - CEBRASPE

Distribuicdes Conjuntas

1. (CESPE/2022 - PC-RO) As pessoas que cumprem penas judiciais em determinado municipio sdo
classificadas como reincidentes (R) ou ndo reincidentes (R€).

Além disso, essas mesmas pessoas sao classificadas de acordo com o tipo do regime no cumprimento da
pena: regime fechado (F) ou regime ndo fechado (F¢).

R | R
F 05|01
F°|0,20,2

Considerando-se que a tabela precedente mostra a distribuicdo de probabilidade conjunta dos eventos
apresentados na situa¢ao hipotética anterior, é correto afirmar que o valor da probabilidade condicional
P(R|F) éigual a

a) 5/10.

b) 7/10.

c)5/7.

d) 5/6.

e) 9/10.

2. (CESPE/2022 — FUNPRESP-EXE)

produto
X Y YA
TipoA | 0,10 | 0,08 | 0,02 | 0,20
TipoB | 0,15 | 0,45 | 0,20 | 0,80
Total | 0,25 | 0,53 | 0,22 | 1,00

Total

Cliente

Considerando a tabela precedente, que mostra as preferéncias de compras dos produtos X, Y e Z dos
clientes de uma loja, classificados como tipos A e B, julgue o préximo item.

A probabilidade de um cliente do tipo A entrar ao acaso na loja é de 20%
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3. (CESPE/2022 — FUNPRESP-EXE)

produto
X Y Z
TipoA | 0,10 | 0,08 | 0,02 | 0,20
TipoB | 0,15 | 0,45 | 0,20 | 0,80
Total | 0,25 | 0,53 | 0,22 | 1,00

Cliente Total

Considerando a tabela precedente, que mostra as preferéncias de compras dos produtos X, Y e Z dos
clientes de uma loja, classificados como tipos A e B, julgue o préximo item.

A probabilidade de o produto X ser comprado por um cliente do tipo A é de 10%.

4. (CESPE/2022 - TELEBRAS)

e MmmY

y!

Supondo que P(Y = y|M =m) =

paray €{0,1,2,3 ...}, em que m > 0, e M é uma variavel aleatdria continua cuja fung¢ao densidade é
dada por f,,(m) = e ™, julgue o item a seguir.

Var(Y = y|M = m) = m.

5. (CESPE/2022 — TELEBRAS)

e MmmY

y!

Supondo que P(Y = y|M =m) =

paray €{0,1,2,3..}, em que m > 0, e M é uma variavel aleatdria continua cuja fun¢do densidade é
dada por f,,(m) = e ™, julgue o item a seguir.

Y e M sdo varidveis aleatdrias independentes.

6.  (CESPE/2022 - TELEBRAS - Adaptada)

e MmmY

y!

Supondo que P(Y = y|M = m) =

paray €{0,1,2,3 ..}, em que m > 0, e M é uma varidvel aleatdria continua cuja fun¢do densidade é
dada por f,,(m) = m.e ™, julgue o item a seguir.

P(Y > 0|M =m) = P(M < m).
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7. (CESPE/2022 — ANP) Uma curva de regressdo da varidvel aleatdria Y sobre X = x é dada por
E[Y|X = x] = 1 — x, em que o par de varidveis aleatdrias (X, Y) segue uma distribuigdo normal bivariada,
a média de X é igual a zero, Var[Y] = 4eVar[X] = 1.

Considerando essa situagao hipotética, julgue o item a seguir.

A médiadeY éigualal.

8. (CESPE/2022 — ANP) Uma curva de regressdo da variavel aleatéria Y sobre X = x é dada por
E[Y|X = x] = 1 — x, em que o par de variaveis aleatdrias (X, Y) segue uma distribuicao normal bivariada,
a média de X é igual a zero, Var[Y] = 4 e Var[X] = 1. Considerando essa situagdo hipotética, julgue o
item a seguir.

A correlagdo linear entre X e Y éigual a-1.

9. (CESPE/2022 — ANP) Uma curva de regressdo da variavel aleatéria Y sobre X = x é dada por
E[Y|X = x] = 1 — x, em que o par de variaveis aleatdrias (X, Y) segue uma distribuicao normal bivariada,
a média de X é igual a zero, Var[Y] = 4 eVar[X] = 1.

Considerando essa situagao hipotética, julgue o item a seguir.

Var[X + Y] <5.

10. (CESPE/2022 — TRT/82 Regido) O numero N de pessoas que chegam diariamente em uma fila de
atendimento segue uma distribuicao de Poisson com média igual a 500. Se Y representa o nimero didrio
dessas pessoas que recebem atendimento preferencial, e se

P(Y=y|[N=n)= (;,') 0,170,9™Y

em que 0 < y < n, entdo Var(Y) é igual a
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11.  (CESPE/2022 - TRT/82 Regido) Considere duas variaveis X, e X, tais que:
E(X,)=EX3;)=1 e Var(Xy,) =Var(X;) =4

Se X, e X, forem varidveis aleatdrias independentes, entao a variancia do produto X;e X, sera igual a:

12. (CESPE/2021 - TCE-RJ)

B
Sim | Nao
Sim | 22 8
A Ndo | 8 12

Considerando que o cruzamento de duas varidveis categorizadas A e B cujos niveis de resposta sao “Sim”
e “Nao” tenha produzido a tabela de contingéncia precedente, julgue o préximo item.

Se a tabela de contingéncia em questao for representada como

Y
1 0
1 22 8
X 0 8 12

na qual X e Y sdo varidveis quantitativas dicotdmicas, o coeficiente de correlacdo linear de Pearson entre X e
Y serd igual a 1/3.

13. (CESPE/2020 — ME)

B 2 1 total (%)
-1 (10| 5|5 20
B| O (0|60|0 60
1 (10|55 20
total (%)[20(70{10| 100
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Considerando que a tabela precedente mostra o cruzamento de duas varidveis categorizadas A e B, que
foram codificadas em trés niveis numéricos de resposta: -1, 0 e 1, julgue o item que se segue.

A média da varidvel A é negativa.

14. (CESPE/2020 — ME)

A total (%)
1101
-1 |10| 5|5 20
B| O (0600 60
1 |10(5 |5 20
total (%) |20|70|10| 100

Considerando que a tabela precedente mostra o cruzamento de duas varidveis categorizadas A e B, que
foram codificadas em trés niveis numéricos de resposta: -1, 0 e 1, julgue o item que se segue.

As modas e as medianas das varidveis A e B sdo iguais a zero.

15. (Cebraspe/2018 — EBSERH) Todo paciente que chega a determinado posto hospitalar é
imediatamente avaliado no que se refere a prioridade de atendimento. Suponha que o paciente seja
classificado como “emergente” (Y = 0) ou como “nao emergente” (Y = 1), e que as quantidades X, diarias,
de pacientes que chegam a esse posto sigam uma distribuicdo de Poisson com média igual a 20.
Considerando que W represente o total diario de pacientes emergentes, de tal sorte que

PW=wlX=x)= (:}) 0,1¥0,9* %, emque0sw<xex20, julgue o item subsequente.

Se, em determinado dia, 10 pacientes forem atendidos nesse posto hospitalar, entdo a probabilidade de se
registrar, entre esses pacientes, exatamente um paciente emergente serd igual a 0,1.

16. (Cebraspe/2013 — TRT 172 Regido) No que se refere a distribui¢des discretas, julgue o seguinte item.

n .
Para a distribuicdo conjunta P(N =n,X = x) =% X (x) p*(1—-p)"* emquen=1,..,6exéuma
contagem, as variaveis N e X sdo dependentes.

17. (Cebraspe/2013 — TRT 172 Regido) Considerando o conceito de distribuigdao de probabilidade, julgue
o item a seguir.
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Considere que, em um tribunal, os processos sejam classificados como urgentes (T1) e ndo urgentes (T2) e
gue os ndo urgentes sejam reclassificados como importantes (T2.1) ou ndo importantes (T2.2). Considere-
se, ainda, que a proporc¢ao de processos do tipo T1 seja 0,5 e que, entre os processos do tipo T2, 0,2 sejam
do tipo T2.1 e 0,8 do tipo T2.2. Se X, Y e Z forem, respectivamente, as contagens de processos de tipos T1,
T2.1 e T2.2 em determinado momento, entdo a distribuicdo conjunta de (X, Y, Z) € uma multinomial com
parametros 0,5, 0,1 e 0,4.

18. (Cebraspe/2013 — CNJ) Uma maquina de café expresso precisa ser reiniciada algumas vezes durante
o dia, devido ao uso excessivo. A tabela abaixo mostra a distribui¢cdo de probabilidade conjunta do nimero
de vezes que ela é reiniciada na parte da manha (M) e na parte da tarde (T).

0 1 2
0,10 | 0,10 | 0,30
0,04 | 0,06 | 0,12
0,06 | 0,10 X

NI—‘OE
-

Considerando essa tabela, julgue o préximo item.

O numero médio de vezes que a maquina é reiniciada na parte da manha é inferior a 1.

19. (Cebraspe/2013 — CNJ) Uma maquina de café expresso precisa ser reiniciada algumas vezes durante
o dia, devido ao uso excessivo. A tabela abaixo mostra a distribuicdo de probabilidade conjunta do nimero
de vezes que ela é reiniciada na parte da manha (M) e na parte da tarde (T).

0 1 2
0,10 | 0,10 | 0,30
0,04 | 0,06 | 0,12
0,06 | 0,10 X

NI—‘OE
-

Considerando essa tabela, julgue o préoximo item.

O numero de vezes que a maquina é reiniciada na parte da tarde depende do niumero de vezes que ela é
reiniciada pela manha.

20. (CESPE/2011 — SEDUC/AM)

Y
X -1 0 1
-1 0 1/5 0 1/5
0 1/5 1/5 1/5 3/5
1 0 1/5 0 1/5
1/5 3/5 1/5 1
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Julgue o préoximo item, considerando que o vetor aleatdrio (X, Y) possui distribuicdo conjunta de
probabilidade conforme o quadro acima.

As varidveis aleatdrias Z=X+Y e W = X — Y sdo dependentes.

21. (CESPE/2011 — SEDUC/AM)

Y
X -1 0 1
-1 0 1/5 0 1/5
0 1/5 1/5 1/5 3/5
1 0 1/5 0 1/5
1/5 3/5 1/5 1

Julgue o proximo item, considerando que o vetor aleatério (X, Y) possui distribuicdo conjunta de
probabilidade conforme o quadro acima.

A correlagdo linear entre X e Y é nula; disso se conclui que ambas sdo independentes.

22. (CESPE/2011 — SEDUC/AM)

e ' Xp*1-py*
(y—x)!x!

PX=xY=y)= ,y =0, 0<x<y, A1>0, 0<p<1

A respeito da distribuicao conjunta (XY), de variaveis aleatdrias discretas, apresentada acima, julgue os
itens a seguir.

A variancia de X é menor que 1. p*

23.  (CESPE/2011 - SEDUC/AM)

e P (1 —p)*

PX=xY=y)= o=l

,y=20, 0<x<y, 1>0, 0<p<1

A respeito da distribuicdo conjunta (XY), de varidaveis aleatdrias discretas, apresentada acima, julgue o
item a seguir.

O valor esperado de X é negativo.
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24. (CESPE/2010 — DETRAN/ES) Com relagdo a distribuigdes conjuntas, julgue o item que se segue.

Se X seguir uma distribuicdo de Bernoulli com parametro P e P seguir uma distribuicdo uniforme continua

~ , 3
entre 0 e 1, entdo a esperanca de X sera "

25. (CESPE/2010 — INMETRO) As variaveis discretas X e Y possuem a distribui¢do conjunta na forma:
P(X=x,Y=y)=d(x+2y),emquex€{0,1,2}ey€{0,1,2,3,4}.

Paraoscasosemquex €{0,1,2}ouy €{0,1,2,3,4},P(X=x,Y=y)=0.

Com base nessas informagdes, assinale a op¢ao correta.

a) P(X=2,Y=3)=0,10.

b) d=1/75.

c) As variaveis aleatérias X e Y sdo independentes.

d) P(Xx=>1,Y>3)=7/15.

e) Com respeito a distribuicdo marginal, tem-se que P(X = 0) = 3/75.

26. (CESPE/2004 - Prefeitura Natal) Em uma unidade de tratamento intensivo (UTI), os pacientes sdo
classificados como -1, 0 e 1, de acordo com a gravidade da situacdao. A tabela abaixo apresenta a
distribuicdo conjunta entre a variavel de classificagdo (X) e a ocorréncia de ébito (Y). Quando ocorre 6bito,
Y =1 e, caso contrario, Y = 0.

P(X,Y)

Y
0 1
1 |4/10] o
0 | 1/10 | 2/10
1 | 1/10 | 2/10

Com base na situa¢ao acima descrita, julgue o item a seguir.

Se 4 pacientes estdo na UTI, a probabilidade de que 2 sobrevivam é maior que 1/3.
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GABARITO

1. LETRAD 10. LETRAD 19. CERTO

2. CERTO 11. LETRAE 20. CERTO

3. ERRADO 12. CERTO 21. ERRADO

4. CERTO 13. CERTO 22. ERRADO

5. ERRADO 14. CERTO 23. ERRADO

6. CERTO 15. ERRADO 24. ERRADO

7. CERTO 16. CERTO 25. LETRA B

8. ERRADO 17. CERTO 26. CERTO

9. CERTO 18. CERTO
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LISTA DE QUESTOES — CEBRASPE

Densidade Conjunta

1. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fun¢do de densidade conjunta do par de variaveis
aleatdrias (X,Y), seja dada por

3(1 — x?)
f(x,y) = 4
0, caso contrario

selx]|<1e0<y<1;

julgue o préximo item.

2
PAXI <ylY =) =222 emqueo <y < 1.

2. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fungdo de densidade conjunta do par de variaveis
aleatdrias (X,Y), seja dada por

3(1 —x?) _ _
fay) =" selxl_leOSy_l,'
0, caso contrario
julgue o préximo item.
E(X) > 0.
3. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fun¢do de densidade conjunta do par de variaveis
aleatdrias (X,Y), seja dada por
3(1 —x?)
fay)=4""72 seIxISleOSySl,'
0, caso contrario
julgue o préximo item.
Var(y) =
ar =
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4. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fun¢do de densidade conjunta do par de variaveis
aleatdrias (X,Y), seja dada por

3(1 —x?)
f(x,y) = 4
0, caso contrario

selx| <1e0<y<1;

julgue o préximo item.

PY=y||X|<y)=y,emque0<y<1.

5. (Cebraspe/2022 — TELEBRAS) Considerando que a fungdo de densidade conjunta do par de variaveis
aleatdrias (X,Y), seja dada por

3(1 —x?)
fx,y) = 4
0, caso contrario

selx| <1e0<y<1;

julgue o proximo item.

A correlagdo linear entre as variaveis é positiva.

6. (CESPE/2022 — TRT/82 Regido) Considerando que a distribuigdo conjunta entre duas variaveis
aleatdrias continuas X e Y é dada pela expressao

8x
fxy) ==+

se (x,y) €[0,1] x[0,1] e f(x,¥) =0, se (x,y) € [0,1] X [0, 1], a probabilidade P(X + Y > 1) é igual
a

a) 2/9
b) 7/36
c) 29/36
d) 1/2

e)7/9
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7. (Cebraspe/2021 - PF) Considere que X e Y sejam variaveis aleatdrias continuas que se distribuem
conjuntamente conforme a fung¢do de densidade.

f(x,y) =x+y,naqual0 <x<1e0 <y < 1. Com base nessas informagoes, julgue o item seguinte.

X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes.

8. (Cebraspe/2021 — PF) Considere que X e Y sejam variaveis aleatdrias continuas que se distribuem
conjuntamente conforme a fungao de densidade.

f(x,y) =x+y,naqual0 <x < 1e0 <y < 1. Com base nessas informagdes, julgue o item seguinte.

Y é uma variavel uniforme no intervalo (0,1)

9. (Cebraspe/2021 - PF) Considere que X e Y sejam variaveis aleatdrias continuas que se distribuem
conjuntamente conforme a fungao de densidade.

f(x,y) =x+y,naqual0 <x <1e0 <y < 1. Com base nessas informagoes, julgue o item seguinte.
1 14
E(x+vix=3)=2
10. (CESPE/2020 — TJ/PA) Uma distribui¢do condicional é dada por
PX=x]Y=y)=y*(1—-y)'™*,emquex=0oux=1e0<y<1.

Considerando-se que Y segue uma distribuicao continua no intervalo [0, 1], é correto afirmar, a respeito
da distribuigdo condicional Y|X = x, que E(Y|X = x) é igual a:
X

a)§+§

b) =+
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11. (CESPE/2010 — MPU) Uma corporagdo é formada por uma empresa de mineragdo e uma empresa
petrolifera. Considere que X represente as despesas mensais, em milhdes de reais, com a recuperagao de
danos ao meio ambiente causados pela empresa de mineragao e que Y represente as despesas mensais,
também em milhdes de reais, com a recuperagao de danos ambientais causados pela empresa petrolifera.
Considere, ainda, que X e Y sejam varidveis aleatdrias cuja distribuicao conjunta é dada por

f(x,y) =%;emque0<x<4e0<y<5.

Com base nessas informacgoes, julgue o proximo item.

A equagdo matematica que descreve o valor esperado de X em funcdo de Y depende unicamente de y.

12. (CESPE/2010 — MPU) Uma corporacgdo é formada por uma empresa de mineragdo e uma empresa
petrolifera. Considere que X represente as despesas mensais, em milhGes de reais, com a recuperagao de
danos ao meio ambiente causados pela empresa de mineragao e que Y represente as despesas mensais,
também em milhGes de reais, com a recuperac¢ido de danos ambientais causados pela empresa petrolifera.
Considere, ainda, que X e Y sejam variaveis aleatorias cuja distribui¢ao conjunta é dada por

flx,y) = %,emque0<x<4e0<y<5.
Com base nessas informagdes, julgue o proximo item.

O valor esperado de Y é superior a 2,5 milhdes de reais.

13. (CESPE/2010 — DETRAN/ES) Com relagdo a distribuigdes conjuntas, julgue o item que se segue.

Caso a funcdo de densidade conjunta de X e Y seja dada por F(x,y) = Ay.exp(-y(A + X)),y 20, entdo X eY serdao
independentes.
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GABARITO

1. CERTO 6. LETRAC 11. CERTO

2. ERRADO 7. ERRADO 12. CERTO

3. CERTO 8. ERRADO 13. ERRADO

4. ERRADO 9. ERRADO

5. ERRADO 10. LETRAA
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LISTA DE QUESTOES — CEBRASPE

Transformacao de Variaveis

1. (Cebraspe/2023 - TJ/ES) Uma amostra aleatéria simples de tamanho n é retirada de uma
distribuicao exponencial X com a funcao de densidade de probabilidade representada a seguir.
5

__(5e7>%, sexZO}
f(x)_{o, sex<0

Representando essa amostra aleatdria simples com X4, ..., X;,, julgue o item subsequente.

5

A variavel D = e~>X segue distribuicdo uniforme no intervalo [0, 1].

2. (Cebraspe/2023 — TJ/ES) Uma amostra aleatdria simples de tamanho n é retirada de uma
distribuicao exponencial X com a funcgao de densidade de probabilidade representada a seguir.
5

_ (5e7>%, sex > O}
fo0) = {O, sex<0

Representando essa amostra aleatdria simples com X3, ..., X,,, julgue o item subsequente.

A seguir, é apresentada a funcdo densidade da varidvel W = 5X.

S5e™V%, sew=0
f(w)_{O, sew<0}
3. (Cebraspe/2022 — TRT/82 Regido) Se X e Y forem duas variaveis aleatdrias independentes tais que

X~Bernoulli(p = 0,8) e Y~Binomial(n = 3,p = 0,8), entdo P(X* + Y = 1) éigual a
a) 0,0064
b) 0,0256
c) 0,0512
d) 0,1024

e) 0,4096

4, (CEBRASPE/2021 — MIJSP) Considerando que X representa uma varidvel aleatdria continua cuja
fungdo de densidade de probabilidade é f(x) = exp(—mx?), na qual x € R e 7 é constante matematica,
julgue o seguinte item.

SeY = mX?, entdo Y segue distribuicdo exponencial.
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5. (CEBRASPE/2020 — TJ/PA) A fungdo de densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria
continua X é expressa por:

e 2Vx
fx() =7 sex= 0}

0, sex<O0

SeY =X, entdoa funcao de densidade da varidvel Y para y > 0 é expressa por:
a) fr(y) =y te™¥.

b) fy (y) = 2e7%.

A fr () =y e ",

d) fy(y) = 2ye™.

e) fy(y) =e™?.

6. (CEBRASPE/2016 — TCE/PA) Considerando que, em um circuito elétrico, a corrente | siga uma
distribuicdo uniforme no intervalo (0,1) e que a poténcia W desse circuito seja expressa por W = |2, julgue

o item a seguir relativo as transformagdes de varidveis.

A funcdo de distribuicdo acumulada de W é F(w) = P(W <w) =w?,emque 0<w<1.

7. (CEBRASPE/2016 — TCE/PA) Considerando que, em um circuito elétrico, a corrente | siga uma
distribui¢do uniforme no intervalo (0,1) e que a poténcia W desse circuito seja expressa por W = |2, julgue

o item a seguir relativo as transformagdes de varidveis.

Nesse circuito, a poténcia esperada é igual a 1/3.

8. (CEBRASPE/2016 — TCE/PA) Considerando que, em um circuito elétrico, a corrente | siga uma
distribui¢do uniforme no intervalo (0,1) e que a poténcia W desse circuito seja expressa por W = 12, julgue

o item a seguir relativo as transformagdes de variaveis.

A variancia de W é maior que 0,10.

BACEN (Analista - Area 2 - Economia e Financas) Estatistica e Econometria - 2024 (Pds-Edital) 178
www.estrategiaconcursos.com.br 182

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

GABARITO

1. CERTO 5. LETRAB

2. ERRADO 6. ERRADO

3. LETRAB 7. CERTO

4. ERRADO 8. ERRADO
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LISTA DE QUESTOES — CEBRASPE

Multinomial

1. (Cebraspe/2013 — TRT 172 Regido) Considerando o conceito de distribui¢gdo de probabilidade, julgue
o item a seguir.

Considere que, em um tribunal, os processos sejam classificados como urgentes (T1) e ndo urgentes (T2) e
gue os ndo urgentes sejam reclassificados como importantes (T2.1) ou ndo importantes (T2.2). Considere-
se, ainda, que a proporc¢do de processos do tipo T1 seja 0,5 e que, entre os processos do tipo T2, 0,2 sejam
do tipo T2.1 e 0,8 do tipo T2.2. Se X, Y e Z forem, respectivamente, as contagens de processos de tipos T1,
T2.1 e T2.2 em determinado momento, entdo a distribuicdo conjunta de (X, Y, Z) € uma multinomial com
parametros 0,5, 0,1 e 0,4.

2. (Cebraspe/2021 — ALE/CE) Um semaforo é composto por trés circulos de luzes coloridas: vermelho,
amarelo e verde. Do funcionamento desse semaforo, o sinal vermelho representa 40% do tempo, o sinal
verde representa 50% do tempo e o sinal amarelo corresponde a 10% do tempo. O semaforo funciona de
modo ininterrupto e ndo é possivel que ele indique mais de um sinal ao mesmo tempo.

Caso um veiculo passe 10 vezes por esse semaforo, de forma aleatédria, a probabilidade de o veiculo se
deparar, exatamente, com 4 sinais vermelhos, 5 sinais verdes e 1 sinal amarelo é igual a

a) 0,02

b) 0,42

c) 0,1008
d) 0,00008

e) 0,15685
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GABARITO

1. CERTO 2. LETRAC
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